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Introducgao.

Recomendamos que vocé nao leia agora esta introducdo, até mesmo porque
ela foi feita quase que depois de o livro ficar pronto... ou talvez, porque vocé
ja comecou, que a leia rapidamente, talvez marcando alguns trechos que nao
entender, para reler depois. Se a introducao estiver clara, certamente vocé nao
precisa ler o livro. Se o livro lhe for 1til, a introducgao ficard absolutamente
clara, depois.

Até pensamos em colocar a introdu¢do ao final, mas ai correriamos o risco
de que ela ficasse perdida, definitivamente. Talvez a maior importancia desta
conversa inicial resida na oferta que fazemos de um trabalho interativo, do leitor,
com os autores. Use o nosso endereco eletronico que aparece em varios locais
no texto, fale conosco, diga-nos quando o texto nao estiver claro, ou nos faca
suas sugestoes. Claro, como na pardbola do homem, do burro e da crian¢a, nem
sempre poderemos aceitar todas as sugestoes, por mais importante e préprias
que sejam, sem descaracterizar o nosso trabalho.

Nao pretendemos que este livro seja autocontido, embora desejemos que ele
possa ser util ao autodidata, ele foi escrito como uma ferramenta de apoio ao
trabalho do professor, seja em aula presencial seja em ensino a distancia. Em
particular, os autores se declaram & disposicao do leitor para responder questoes
ligadas com o texto. Use com liberdade o endereco

tarcisio@member.ams.org

para discutir a teoria, as questOes, apresentar suas criticas, e, se desejar,
participar desta equipe. Este é um trabalho aberto.

Supomos que a disciplina Algebra Linear esteja sendo ministrada posterior-
mente, ou no maximo concomitantemente, com Célculo II, (Célculo multivari-
ado). Faremos uso dos conceitos da Geometria Analitica e do Célculo sempre
que isto puder tornar os conceitos e os exemplos mais interessantes.

Faremos uso da geometria na interpretacao grafica e nas interpretacoes das
aproximagoes computacionais. Desta forma entendemos que trazemos uma
visdo, utilitarista’ da geometria.

O titulo de cada secao deve mostrar o seu objetivo:

e transformar para o ver o efeito de uma funcao,
e usar transformacoes lineares para esclarecer o significado da derivada,
e e comparar o “exato” com a aproximacgao obtida.

sao alguns métodos geométricos aqui empregados.

Trata-se assim de uma andlise do efeito, através da transformagao geométrica
produzida, porque em grande parte a Algebm Linear é geometria, apenas uma
geometria de dimensdo maior do que esta geometria de dimensao trés, (ou qua-
tro), em que vivemos.

No Célculo, a visao geométrica, consiste em dominar os gréaficos das curvas
e superficies “algébricas” fundamentais para com elas comparar com as outras
cujos graficos nem siquer sabemos fazer. Na Algebm Linear queremos tornar

Lque horror...



intuitiva a generalizacao das retas, dos planos, a dimensoes maiores, ou menores,
no caso do ponto (como objeto linear). Em ambos os casos, no Célculo ou
na Algebm Linear, existe uma questao dimensional cujos aspectos intuitivos é
preciso romper ou enlarguercer.

Um aspecto central da Algebm Linear é a resolucao de sistemas de equacoes
(lineares) e da andlise destes sistemas (lineres) transferido para a anélise das ma-
trizes, que sao multinimeros guardando a informacao das equagoes. As equacoes
lineares sao consideradas faceis, até mesmo porque elas podem de fato ser re-
solvidas automaticamente, por programas de computador. Depois ela serao
utilizadas em linearizacoes das equacdes nao lineares, uma aproximacao.

Apoio computacional

O adjetivo computacional, no titulo, significa que faremos uso de um pacote
computacional, scilab, para realizar os fatos da Algebra Linear. E preciso que
fique claro o que significa para nés, computagao. Um programa de computador,
o proprio computador, sao instrumentos com que podemos andar mais rapido e,
algumas vezes, fazer aquilo que nos seria impossivel fazer a mao. Voceé logo vai
ver que existem operagdes que nos tomariam dias para executé-las manualmente,
fora as possibilidades de erro deste exercicio. Entretanto, nada do que facamos
com o computador pode ser porque ndao saibamos fazer a mao. Isto representaria
automatizacdo inécua. A adocao do scilab foi feita pelas seguintes razoes:

1. E um programa distribuido sob a lincenca GPL, ver
http://www.gnu.org
http://www.scilab.org

para entender melhor do que se tratam programas livres, como scilab.

2. E um programa de alta qualidade, bem documentado, e que se encontra
possivelmente instalado em qualquer computador rodando Linux, de for-
mas que qualquer aluno que quiser, podera ter acesso a este programa sem
gastar nenhum centavo extra, além do que tiver gasto para obter o seu
computador e o sistema operacional.

3. Se scilab nao estiver instalado, facilmente vocé o pode obter no site
http://www.scilab.org

scilab se auto-define como similar a um outro programa comercial dedi-
cado a Algebra Linear, quer dizer que, com scilab podemos fazer as contas
da Algebra Linear, podemos resolver equacoes lineares. Ha outros programas
também distribuidos sob a licenga GPL, octave e um exemplo, e pode ser obtido
em

http://www.octave.org

scilab e octave sao similares, de modo que a qualquer momento do texto,
onde estiver escrito scilab vocé podera ler como se estivesse octave, que é um
outro programa, também de dominio publico, e da mesma qualidade que este
que adotamos como programa oficial do livro. scilab é distribuido para varias
outras plataformas, ver no site do scilab citado acima.

Como usar este livro

Que é Algebra
Linear ?

scilab

apoio
computacional




Queremos chamar sua atencao para algumas convencoes de redacao. Ha dois
tipos de texto que pretendem chamar sua atencao para detalhes, sem desviar sua
atencao do objetivo principal. Um dos tipos se chama claramente “observacao”,
0 outro sao as notas de rodapé.

Os comentarios, o texto tedrico, sao de nossa consideragao, o material mais
importante do livro, mas nem sempre o mais facil. Sugerimos que vocé inicial-
mente dé menos importancia & teoria, e se concentre nos exercicios.

Talvez vocé deva ler as observacoes na ordem em que elas aparecerem, mas
sem lhes dar muita importancia, numa primeira leitura. Para lhe permitir uma
busca mais acurada de informacoes, o livro tem um indice remissivo alfabético
ao final em que todos os conceitos se encontram indexados de forma que vocé po-
derd facilmente retornar a eles quando achar necessario. Também se encontram
indezadas todas as palavras-chave do texto.

Os exercicios foram escritos para serem feitos com auxilio de uma teoria
minima. A prépria teoria deve surgir dos exercicios. Ao mesmo tempo os
exercicios fazem parte integrante do texto no sentido de que eles sempre serao
utilizados mais a frente. Quase todos os exercicios podem ser resolvidos em
mais de um nivel, e vocé deve resolvé-los no nivel que puder, e depois tentar
aprofundar a solucao.

Mas nao desprese totalmente a teoria, nela hé dicas de como se aprofundar
na solucao dos exercicios.

Este livro tem defeitos, erros. Alguns deles foram deixados propositada-
mente, para serem usados como alerta ou para chamar a atencao do leitor de
melhorias que podem ser introduzidas, ou ainda, por que, falar com absoluta
correcao, algumas vezes, nao é o mais didatico. Destes nds chamaremos sua
atencao, no momento certo. Outros fugiram, simplesmente, a andlise dos auto-
res, destes, os autores agradecem que os leitores lhes chamem a atencao para que
eles sejam corrigidos ou, melhor, usados como material didatico: nada melhor
do que um erro para se dar um salto qualitativo.

Usamos uma convencao tipografica no livro, texto em itdlico representa ma-
terial que vocé deve olhar com cuidado, possivelmente nao esta definido ainda
e estamos usando a concepcao intuitiva do termo. Quando usarmos texto
tipografico estaremos fazendo referéncia a um termo técnico, ja definido an-
teriormente ou considerado bem conhecido como tal. Quando usarmos letra
pequena estamos lhe querendo dizer que o assunto é polémico e que ha muito
mais coisa para ser dito do que estamos conseguindo dizer naquele momento,
é como se estivessemos lhe cochichando ao ouvido. Usamos texto sublinhado
para chamar sua atencao de um detalhe que poderia passar desapercebido, tem
o mesmo sentido o texto em negrito.




Parte 1

Vetores e sistemas de
equacao






Capitulo 1

O plano complexo

No esforgo para resolver equacdes que nos tempos modernos se pode dizer
que comega com Cardano e seus contemporaneos no século 16. Cardano
mesmo nao conhecia os niimeros complexos mas fez uma operagao incluindo
raiz quadrada de nimero negativo que é reconhecida com um dos primeiros
passos na descoberta destes nimeros.

Como o préprio nome registra, os matematicos criaram aos poucos uma en-
tidade estranha, chamada nimero imaginério, que apareceu como solugao da
equagao do segundo grau.

Com os nimeros imagindrios se criaram os “nimeros complexos” outro tipo
estranho que funcionava muito muito bem como se fosse um numero... o
resultado é um objeto geométrico que vamos usar aqui como modelo de vetor.

Os nimeros complexos sao assunto ainda da Matematica Elementar, aqui nés
os vamos recordar com um sabor de Matemaética Universitaria e assim utiliza-los
como uma introducao aos vetores, porque eles sao vetores desde sua origem.

1.1 Incompletitude algébrica de R

A férmula para resolver equacoes do segundo grau produz a solucao

@ = —bEVbiodac W;A:lﬁ—élac, (1.1)
z= =L/ (1.2)

Se A for negativo a equagdo nao tem solugdes reais. Aos poucos os ma-
tematicos foram experimentando a idéia de aceitar um significado para
VA ;A <O comegando com uma, pequena experiénicia, i = v/—1 estendendo
a regra estrita sobre raizes:

NN (13)

que valia apenas quando z,y > 0. Com esta estensao se poderia calcular
V=a=vV=1Vi=i-2 (1.4)

e enfim qualquer raiz de niimero negativo poderia agora ser calculada.

Em particular, as equagoes do segundo grau passam a ter sempre solugao
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apesar de que, cuidadosamente, se acrescente a observagao, “raizes imaginarias”
quando A < 0.

Exemplo 1 Resolvendo uma equagao do segundo grau

422 =122 +25=0 = A= -256

/124167 . 2 = 12—164
- 8 ) - 8

/r_ 3 s 3 o
T=5+20" =5 -2

T

em que vemos aparecer um “nimero” do tipo
z=a+ bi, (1.5)

formado por um par de niimeros reais separados pela unidade imagindria .

Um “ndimero” desta forma se chama “ntimero complexo” e foram precisos
varios séculos para que eles fossem admitidos como um ntmero comum, sem
complezos.

1.1.1 Algebra dos nimeros complexos

Repetindo o que fizeram os nossos antepassados, os nimeros complexos foram
inicialmente tratados como uma expressao algébrica em que era considerado
como uma “variavel” mas obedecendo a regra

Vl=i < i*=-1. (1.6)

Assim, z = 2 + 3i,w = 5 — 2¢ sdo somados segundo as regras da algebra:

[733)) 3]
1 1

e “quem tem é somado com quem tem

[1332

e e 0s que nao tiverem “i” sao somados entre si”:

2+w=02+3i)+(5-21))=2+5)+B3—-2)i=T7+1

e de maneira idéntica se procede com a multiplicacao:

(2 + 3i)(5 — 2i) (1.7)
2 43
5 =2
10 15¢
—44 —6i2

10 +11i —6(—1)
16 +1Li




veja a figura (1.2) na pagina 10.

Usando estas regras da algebra podemos escrever uma definicao formal para
a adicao e para a multiplicagao de niimeros complexos. Primeiro vamos banir a
expressao “quem tem i” do texto porque ela nao é uma expressao técnica e nés
somos extremamente ligados em expressoes técnicas.

Definicao 1 Parte real e imagindria de um niumero complexo
Dado um nimero complexo, escrito como

z=a+bi = (a,b)
designaremos

R(z) = a a parte real de z (1.8)

S(z) = b a parte imagindria de z

Definigao 2 (Adicdo de nimeros complexos) Dados dois niimeros comple-
20S

v=a+bi = (a,b) (1.10)
w=c+di = (cd) (1.11)
definimos
v+w=(a+cb+d) (1.12)
=v4+w=(a+c)+ (b+d)i (1.13)

a soma se faz “coordenada por coordenada”, ou ainda

R(v +w) = R(v) + RN(w) (1.14)
S(v+w) =3(v) + I(w) (1.15)
As duas formas
a+ bi, (a,b)

sa0 equivalentes e usamos uma ou a outra conforme for mais conveniente:

expressao algébrica |C 3w = c+di = (c,d) € R? ‘ entidade geométrica. ‘
(1.16)
Observe que a tltima parte, na expressao acima, (c,d) € R?, é uma repre-
sentacdo geométrica para os numeros complexos, uma vez que estamos dizendo
que existe um ponto do plano,

(c,d) € R? (1.17)
que é “equivalente” ao niimero complexo

c+dieC. (1.18)
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Figura 1.1: Representagio geométrica dos complexos

Quando foi descoberta a representacdo geométrica para os nuimeros com-
plexos, um salto qualitativo foi dado. Como eles tinham uma representa¢ao
geométrica, nao podiam ser tao estranhos, imagindrios, como no comecgo pare-
ciam. Veja a figura ( 1.1).

Definicao 3 Produto de nimeros complexos
Dados dois nimeros complexos z = a + bi,w = ¢+ di o produto deles é:

Multiplicacao de numeros complexos

a + bi
1.
c + di

(ac - bd)+ (ad + be)i

Figura 1.2: Produto de niimeros complexos

(ab — bd) + (ad + be)i



1.1.2 A representacao geométrica dos complexos

Falamos acima na equivaléncia

Co>w=c+di=(cd) €R? (1.19)

o par (¢,d) é um ponto do plano e, assim, estamos representando um nimero
complexo com uma entidade geométrica, um ponto.

Os ntumeros complexos trouxeram, para o reino dos nimeros, os conceitos
da geometria: angulo, médulo, direcao e sentido. A Fisica, desde cedo, lancou
mao deles, com muito sucesso, por exemplo, na eletricidade.

A figura (1.3) na pagina 12 descreve alguns aspectos geométricos dos niimeros
complexos, como o moédulo e o argumento.

e o vetor z O ponto do plano, z = (a,b) determina com a origem um seg-

mento de reta que identificamos, também, com o numero complexo z e
que vamos chamar de vetor;

argumento de z é o angulo que o vetor z determina com o semi eixo po-
sitivo OX, no sentido anti-horério, partido do semi-eixo OX. Notagao

arg(z)

médulo de z = (a, b) é o comprimento do segmento de reta que subentende

o vetor z. Notagao
|z| = Va? + b2

pelo teorema de Pitagoras;

A préxima lista é um laboratdrio que deve preparar a sua intuicao para as
construgoes que faremos depois.

Laboratério 1 (O plano complexo) A interpretagcio geométrica

1.
2.

Encontre as solugdes da equacio: 2 —3x +1 = 0.
Encontre as solucdes da equacdo: x>+ 1 =0.

Verifique, experimentando na equagdo, que os nimeros i, —i sao solugoes
da equagdo x> +1 = 0.

. Some algebricamente e represente geometricamente: u+v;

a) u=34+2i;v=2+3i b)u=3—-2i;v=3+2i
c)u=3+2i;v=-3-2i d)u=3—-2i;v=2i—3
e)u=2—3;0=3-2i flu=2-3;v=23i—2

Efeitos da multiplicacao

(a) Multiplique 3+2i pelos inteiros 2,3,5,10. Represente geometricamente
os resultados.



lzl=lwl=3

arg(z)=

10.

-

Figura 1.3:

(b) Multiplique 3 4 2i por 2i, 8i, 5i,10i. Represente geometricamente os
resultados. Elabore uma teoria a partir da semelhanca dos resultados
obtidos.

Verifique que o nimero complexo 1+ 0i é o elemento neutro da multi-
plicagao.
Calcule o inverso multiplicativo de 3 4 2i e represente ambos geometrica-

mente.

Multiplique z = 3 + 21 por si proprio, represente geometricamente e veri-
fique o qual a relagdo entre arg(z), arg(z?).

. Multiplique 3 + 2t por 3 — 21 e represente geometricamente estes vetores e

o produto deles.

Mddulo de um niumero complexo

Uma das razoes que tornam os nimeros complexos um tipo de nimero a
parte, € o seu envolvimento com a geometria. Como um nimero real, 0s
numeros complexos tem mddulo, mas neste caso o método de cdlculo se
deduz direto do Teorema de Pitdgoras.

Definicao 4 Mddulo do nimero complexo a + bi.

l|(a+bi)|| = vVa?+ b2



11.

12.

13.

1.

15.

Calcule o modulo de

wi ue{3+2i,243i,3—2i,2— 3i}

distancia  Observe que nos reais, |a — b| € a distincia, d(a,b), entre os

dotis numeros a,b. Da mesma forma, entre dois numeros complexos u,v a
distancia entre eles vem do Teorema de Pitdgoras e € o mddulo da dife-
ren¢a |u — v|. Faga alguns exercicios para adquirir intui¢do: Encontre o
lugar geométrico dos numeros complexos u tal que

a) |ul =1 b) Ju| =2 ¢)lu—3=1
d)ju=3=2 e)lu—2+3)|=1 f)lu—(2+3i)]=2
g) lu[ <1 h) Jul <1 i) lu| <2

J)lu—3l<1 k)ju—(2-3) <2 1)]2u—(2—3i)| <2

a solucao do exercicio anterior Pontos equidistantes de um ponto dado se

encontram sobre uma circunferéncia. No caso das desigualdades vamos
ter discos (com ou sem fronteira). Traduza as questdes anteriores com a
linguagem da equacgdo de circulos, no plano R?, Notagao: (C(a,b),r) € o
circulo de centro no ponto (a,b) e raio r.

Poténcias de i

(a) Calcule as 10 primeiras poténcias de i e encontre uma lei formagdo
que estas poténcias obedecam.

(b) Escolha abaizo qual é o resultado impossivel para a soma

"—=i" s n,meN

] :I:(l + Z) | :t(l — Z) |:|0 Di J 21 J —21

Relagoes de Girard, caso complexo Mostre que as relagoes de Girard, também
sGo validas para raizes complexas isto é, quando A < 0.

Para a equacio x> +bx +c=0,a =1, temos

(a) S:x]‘f’xQ:*g:*b
(b)) P=xy-20=%=c¢

a

Assim, a equacdo x? + bx + c = 0, pode ser escrita da sequinte forma:

22— Sz + P =0.

Encontre uma equagao do sequndo grau cujas raizes somem 6 e o produto
seja 13.



1.2 Numeros complexos: extensao dos reais

Um ndmero complexo é um par de nimeros reais, portanto coincide, com o
conjunto, com o R? :

C =R~
A diferenga é que existe em C uma multiplicacdo que estende a multiplicagdo
dos numeros reais
Usaremos as duas notagdes para um numero complexo

(a,b) =a+bi

sem mais nos preocuparmos com observacoes a respeito.

Uma terminologia existe em torno dos niimeros complexos que vamos relem-
brar. A figura ( 1.4) pagina 14, ilustra os fatos descritos na préxima definigao.

z+w=(a+c,b+d)
arg(w) =@

Figura 1.4: Propriedades dos niimeros complexos

Definigao 5 Parte real e imagindria
Dado um nimero complexo z = (a,b) diremos

e parte real a € a parte real de z;| a = Re(z)

e parte imagindria b € a parte imagindria de z ;| b= Im(z)




e mddulo O nimero complexo z = (a,b) determina com a origem (0,0) um
segmento do plano que usamos para visualizar o nimero complero z. O
comprimento deste segmento €

2] = Va2 + b2

o modulo de z.

e argumento de um numero complexo € o angulo que o segmento de reta que

representa geométricamente o nimero complexo faz com o semi-eizo posi-
tivo dos nimeros reais medido na direcao anti-hordria. Quer dizer que se
um numero complexo for real, o seu argumento pode serd zero quando for
positivo, ou w quando for negativo.

Na figura ( 1.4) o argumento de w € B e o argumento de z + w € .

arg(w) = ;arg(z + w) = «

o (s numeros reais

1.

O conjunto dos nimeros reais positivos é o subconjunto de C formado
pelos numeros complexos cuja parte imaginaria € zero, e argumento
zero,

R, ={w=(2,0) ;2 € R jarg(w) = 0}
€ o semi-eizo positivo OX

.

O conjunto dos miumeros reais negativos é o subconjunto de C for-
mado pelos numeros compleros cuja parte imaginaria € zero e o ar-
gumento € 7:

R_={w=(z,0) ;2 € R;arg(w) =7}

€ o semi-eixo positivo OX_

1 (Extensao da multiplicagao dos reais)

A multiplicacdo de niumeros complexos é uma extensdo da multiplicacdo de
nUmeros reais.

Dem |:

Dados

temos

0is numeros complexos

z = (a1,b1) = a1 + b1i, w = (a2,b2) = az + bai

zw = (a1,b1)(az,b2) = (1.20)
(CL16L2 — b1ba,a1ba + a2b1) = (1.21)
ajaz — bibe + (a1b2 + a2b1)i (1.22)

Considere agora dois numero reais: ri,r2. Eles determinam os dois numeros complexos

z=(r1,0), w=(r2,0).



Se os multiplicarmos vamos ter

z,w €R (1.23)

zw = (r1,0)(r2,0) = (1.24)
(rir2 — 0,0) = (1.25)

rirg +0i =riro =2zw €R (1.26)
(1.27)

Como (rir2,0) = 0 podemos dizer, com certo abuso de linguagem, que (r1r2,0) € R

Consequentemente o produto de dois numeros complexos que sejam reais resulta mo pro-
duto dos numeros reais que eles representam. Assim dizemos que a multiplicagdo de numeros
complexos é uma extengdo da multiplicagao dos nimeros reais.

Como C = R? entdo o conjunto dos ntimeros complexos é um grupo abeliano
com a adicao de pares ordenados que ja conhecemos.

Vamos agora resolver o exercicio (ex. , 7), pagina 12. Adotaremos uma
expressao mais geral: calcular o inverso de (a,b).

Por definigdo, o nimero complexo (x,y) serd o inverso multiplicativo de
(a,b), se, e somente se, o produto dos dois for o elemento neutro da multiplicacao
(1,0) = 1 + 0i. Vamos forgar esta igualdade para determinar (z,y) :

(z,y)(a,b) = (ax — by, ay + bx) = (1,0) (1.28)

GG e

_Jarx—by= 1
:{ b +ay = 0 = (1.30)
abr —b?y= b a’z —aby = a
{ abr +a’y= 0 ° { b2z +aby = 0 = (1.31)
= (@ +)y=-b; (a®>+b)r=0a= (1.32)
=>y= a2_+bb2 ;T = e (1.33)

Se o ntimero complexo (a,b) # (0,0) a solugdo encontrada é possivel o que
demontra o teorema:

2 Inverso multiplicativo em C

Todo numero complezo (a,b) # (0,0) tem wm Unico inverso multiplicativo
em C que € da forma
I ( a —b
(a,b)  “aZ+b2" a? + b2

Podemos simplificar a expressao do inverso se adotarmos uma notagao que
depois serd muito 1til:

) (1.34)

Definigao 6 Conjugado de um nimero complexo
Chamamos de conjugado de z = (a,b) ao nimero complexo Z = (a, —b)



Veja na figura ( 1.5) o niimero complexo z, o seu conjugado, o seu inverso
aditivo e sua projecdo em S?.

$1 ¢ o circulo unitario

z a = arg(z)
1
8 z/1zl
a
a4 3
- z*
z¥=z

Figura 1.5: Conjugado de um nimero complexo

Em alguns textos o conjugado z de z é designado por z*.
Vejamos agora que

= (al,b) = (0, —b) = (1.35)
% _ (12__1%25 (1.36)

> =z (1.37)

= (1.38)

e agora, atendendo a promessa de resolver o (ex. , 7) temos o inverso multipli-
cativo de 3+ 2i = (3,2) é

z=(3,2) —Z=(3,-2) (1.39)
2= (3,2)—|2[?=32+22=13 (1.40)

Podemos usar a tltima expressao da sequéncia de equagoes acima para mos-
trar um uso frequente do “conjugado”, veja a sequéncia



z=(a,b); 2= (a,—=b); 22=a>+b> =z (1.42)
- (1.43)
=z (1.44)

|2[?

§;||N\

z

1
z

e

que mostra que podemos usar o conjugado para fazer surgir um nimero real no

denominador, o que, muitas vezes, é "util.
O proximo teorema reune as propriedades do conjungado:

3 Propriedades da conjugacao

Considere os nimeros complexos u,v e o niumero real \.

1. Linearidade
(a) u+v=1u+7T
(b) A= \u
2. reflezividade U = u
3. produto uv = uv

4. divisao L =
—_— v D

5. reais Se u =T se ¢ somente se u € R.

Laboratério 2 Mddulo, argumento, forma polar

1. Resolva as equagoes

a)iz = -5 b) (4+3i)z2=—-5 )42 +22=-1 d)22=-1
e)d+3i)z=-2i f) 5 =-50 g) 22=1 h) 2% +22=1
)55 =0 j)32+i=52-7 k)2*+32=-10 [)4:*=1

2. forma polar de wm nimero complezxo

(a) mddulo
Calcule o mdédulo dos nimeros complexos dados abaixo:

a2+43i b)2-3i c)04+02i d) L

(b) argumento
Calcule a projecao dos niumeros complexos abairo, no circulo trigo-
nométrico, S'.

a)2+3i b)2-3i ¢)04402i d)
(¢) mddulo e argumento

Calcule a projecio de a + bi sobre S' determinando quando isto nao

for possivel.




3. forma matricial 1

Mostre que o produto dos nimeros complexos a—+bi por x+iy, nesta ordem,
equivale ao produto de matrizes

a Y

(a+ bi)(x + iy) = { i } - ( z ) (1.45)

4. forma matricial IT

Mostre que o produto dos numeros complexos a+bi por x-+iy, nesta ordem,
equivale ao produto de matrizes

(a+bi)(z+iy)=(a b)[ v Z] (1.46)

5. produto e rotagdo

(a) Considere dois pontos A, P sobre o circulo trigonométrico S*,

C D S!' > A = cosh +isend = (cosb, senf) € R? (1.47)
C D S!' 3 P = cosa +isena = (cosa, sena) € R?  (1.48)

Identifique no produto AP a expressdo do arco soma.

(b) Mostre que AP, nesta ordem, produz uma rotagdo de 6 sobre o vetor
P no sentido hordrio (positivo).

(¢) Como a multiplicagdo de niimeros complexos é comutativa, procure
a contradicdo, ou corrija o item anterior.

(d) Conclua do item anterior que
zzweS' = zwe S

ou seja, o circulo unitdrio € estdvel sob a multiplicacao.

(e) O grupo dos complexos de mddulo 1 Verifique que S, o conjunto dos
numeros complexos de modulo 1, € um grupo comutativo com a mul-
tiplicacao.

1.3 Modbdulo, argumento e conjugado

Vamos formalizar algumas experiéncias que foram feitas nas segoes preceden-
tes: parece que o produto de mumeros complexos pode ser descrito de uma
forma geométrica. Vamos ver que de fato é assim e deduzir as propriedades
do produto, de forma bem simples, usando a representacao geométrica.




1.4 Intepretacao geométrica do produto

H4 duas largas estradas correndo em paralelo: Os nimeros complexos, um par
de ntimeros reais da forma a + bi e um puro par de nimeros reais (a,b).

Sao, em essencia, duas coisas diferentes, com propriedades distintas mas
também com muita coisa em comum. Por exemplo

e em C tem um multiplicagao
e em R? ndo tem nenhuma multiplicacdo

e a adicio em C é exatamente a mesma adicio de R?

A forma polar de um ntimero complexo

Um dos exercicios de laboratério que lhe foram propostos pedia que vocé pro-
jetasse um ntimero complexo a + bi sobre o circulo unitario S*.

Geometricamente, veja a figura (fig. 1.6), podemos obter esta projecao
tracando a reta determinada pelo ponto P = (a,b) e pelo centro de S!, veja
a figura (1.6).

(cos s + i sen s)

,b)

(cost+isent)

=\
d)

Figura 1.6: A projecio de a + bi sobre S'.

Algebricamente isto se faz dividindo (a, b) pelo seu médulo, resultando assim
num vetor de médulo 1, portanto, sobre S!. Usando a notagao da (fig. 1.6),



temos

bi b
(cost, sent) = cost + isent = at+bi _ (ab)

l(a+bi)] a2 +b2

Estamos vendo assim a intimidade que existe entre os numeros complexos e
a trigonometria. O importante neste momento é escrever o caminho de volta de
(cost, sent) para o nimero complexo (a,b) :

(a,b) = r(cost, sent) ; r = |(a,b)|. (1.49)

com o que obtivemos a forma polar de (a,b). Nela vemos representados os dois
conceitos geométricos que formam um nimero complexo: maodulo e argumento.
Vamos re-escrever esta férmula colocando em evidéncia estes dois conceitos:

z = (a,b) = |z|(cosarg(z), senarg(z)); (1.50)
z = r(cost, sent); (1.51)
ol =7 = I(a D) (1.52)

Laboratério 3 Forma polar, trigonometria conjugacao

1.

Verifique as igualdades abaizo e faca uma representacdo geométrica das
mesmas:

(a) Verifique que 2Re(z) =z+Z € R
(b) Verifique que 2iZm(z) =z —Z € iR
(c) Verifique que 2z = |z]? € R

Calcule (a + bi)?

Formula de Moivre

(a) forma polar Quando escrevemos um nimero complexo usando a formula
de Moivre, dizemos que usamos a forma polar do nimero. Escreva
0$ numeros

2 =443 20=3—4di; z3=-3—4i; 2, =3+4i

na formula polar.
(b) poténcia Calcule 2% com z = r(cost, senf).
(c) poténcia Suponha que a expressio encontrada para z* também valha

para z". Escreva esta expressdo. Deduza a expressio de z™t1.

Resposta Este exercicio mostra, por indu¢do finita a formula de Moi-
vre

z = r(cost, senf) = 2" = r"(cos(nb), sen(nh))

(d) Use a férmula de Moivre para expressar cos(30) em fungao de cos(6), sen(8).



10.

Solugao 1

cos(30) = Re((cos(0) + isen(6))3 (1.53)

(cos(0) + isen(6))® = (1.54)

= cos(0)3 + 3icos(0)?sen(0) — 3cos(0)sen(0)? — isen(6)3 =£1.55)
= c0s(0)3 — 3cos(0)sen(6)? + (3cos(0)?sen(6) — sen(6)3)i(1.56)
c0s(30) = cos(0)® — 3cos(0)sen()? (1.57)

As raizes de um nimero complexo

(a) forma polar Use a formula de Moivre calcular $/z; com
21=4431; 20=3—4i; z23=-3—41; z4=3+4i
Ache todos os valores de z € C tal que 22 + |z| = 0.
Encontre todos os complexos z que satisfacam a condicao
|z — 25i] < 15
Qual o valor mdximo do mddulo do nimero complexo z se

1
o+l =1
z

Resolva a equagdo (1 —1i)* = 2*. Solugao:
1-9)*=2%=
=1 —i* =2% = (V2)* =2¢

Mas a ultima igualdade somente € possivel para © = 0.
Mostre que vale a férmula do bindomio de Newton
n
(z4+w)" = Z(Z)zkw(”_k) ;z,we C
k=0

Inteiros de Gauss

Definigao 7 Inteiros de Gauss

Chamamos de Inteiros de Gauss ao conjunto Z +iZ de todos os nimeros
compleros com parte real e parte imagindaria inteiras.

(a) Anel dos inteiros de Gauss Verifique que o conjunto dos inteiros de
Gauss com a adicao e multiplicacdo dos complexos é um anel.
Solugao

(C,+,) é um corpo, como (R,+,-) mas se fizermos a restrigao de coordenadas
inteiras para os numeros complexos deixa de existir o inverso multiplicativo,
portanto em Z+1Z nao vale a propriedade da existéncia do inverso multiplicativo

e assim (Z +iZ,+,-) é um anel, comutativo com unidade.



(b) Prove que se z for wm inteiro de Gauss entdo qualquer poténcia in-
teira de z também serd um inteiro de Gauss.

Solugao
Isto é comnsequéncia direta do Teorema do Binémio de Newton. Logo z™ € um

inteiro de Gauss.

(¢) Prove que para todo nimero complezxo e todo inteiro n vale
(I2[") = |z"|

Solugao:
Usando a formula de Abel-Euler temos
z =r(cos(0) + isen(0)) ; 2™ = r"™(cos(nb) + isen(nb))

el =75 |27 =17 = |2l
Observe que n nao precisa ser inteiro.

(d) Vgriﬁque, em particular, que se z for um inteiro de Gauss, entdo
|22 € Z.

(e) Se a,b,n € Z., prove que existem inteiros x,y tais que
(a2 + b2)" = 22 + ¢

Solugao:
O mddulo de um inteiro de Gauss nao serd, em geral, um inteiro, mas o o
quadrado do seu mddulo serd um numero inteiro.

Considere z = a+ bi um inteiro de Gauss, construido com os inteiros a,b dados,
e um numero inteiro n também dado.

z=a+bie€eZ+1iZ
z,2™,(2™)? sdo inteiros de Gauss
dax,y€Z;z" =x+iy € Z+1iZ
(121 = (|2)" = (a® + 0*)"
(12[")? = |z +iy|* = «* +¢°
(CL2 +b2)n — 1.2 +y2
Os inteiros x,y sGo as partes reais e imagindrias de 2™ quando z = a+bi € Z+iZ.
Por exemplo, considere a,b,n = 2,3,4 nesta ordem.
z=a+bi=2+3i = 2*=(2+3i)* = —(119 + 120¢)
(a® +b%)" = 28561 = 1192 + 1202

0s inteiros procurados x,y sdo 119,120

11. Prove que se z+ 1 = 2cos(a) entdo

1
2" + — = 2cos(na)
z

Solugao:



z+ % =2cos(a) € R =
z € S! =z = cos(a) + isen(a)
2" = cos(na) + isen(na)
1

ow = cos(na) — isen(na)

z™ + zin = 2cos(na)

1.4.1 Para melhorar a arte de fazer contas

Nenhum dos exercicios abaixo serd utilizado em qualquer ponto deste livro, no
futuro, vocé pode, tranquilamente, ignora-los.

Exercicios 1 Desafios...

1.

2.

Escreva na forma polar z = cos(0) + cos(¢p) + i(sin(6) + sin(o))

Sendo f(z) = % calcular f(2 + 31).

Mostre que se

(z=p)(Z-D)=1P
entdo o ponto z descreve um circulo de centro no ponto p passando pela
origem dos eixos.

Considere w = cos(4F) + isen(%). Mostre que se z1, 22, z3 satisfizerem a

relacao
z1 +wzowzg =0

entao eles sao, respectivamente, paralelos aos lados de um triangulo equildtero.

Um nimero complexo varia mas seus modulo fica compreendido entre 1 e
6. Calcule o médulo maximo! e o médulo minimo da funcdo

f(z) = 2%+ 3z

Sez=2+i(w— %) calcule as partes reais e tmagindrias de z em fungao

das partes reats e imagindrias de w. Descreva o lugar geométrico do ponto
w quando z € R.

Prove que se |z| = 1 entdo Re(i;j) =0

1

o maior e o menor valor do médulo de f(z)



Capitulo 2

Sistemas de equacoes
lineares I

Um bom exemplo do que é uma matriz surge quando representamos a multi-
plicagado complexa como uma transformacgdo do plano:

u=(a,b) =a—+bi (2.1
z=x1+x2— uz = (a+bi)(z1+x2i) =y1 +y2i =w (2.2
Coz=x1+22i=>y1+y2i=weC (2.3)

vista agora como
(z1,22) = A(z3) = (y1,92) (24)
R? 3 (z1,22) — (y1,42) € R? (2.5)

No primeiro caso, de C em C bastam-nos dois nimeros a, b para caracteri-
zar a operacao. No segundo caso precisamos dos quatro nimeros a, —b,a,b
como coeficientes da transformacao do plano no plano dispostos no formato

retangular
a —b
(o) 29

A é a matriz dos coeficientes da transformagdo do plano representando o
produto de nimeros complexos.

Neste capitulo vamos trabalhar com as matrizes e as fungdes que ela repre-
sentam, as func¢des lineares.

2.1 Matrizes

O ponto inicial vai ser a “traducao algébrica” de uma “questao geométrica”.
Alids, esta disciplina que recém comegamos neste capitulo, se encontra no seio
de quase todos os processos importantes de codifica¢do (e naturalmente de de-
codificagdo) necessarios as nossas comunicagoes ou a simples guarda de dados.

Neste momento esta afirmacao podera lhe parecer pedante uma vez que nao

25



temos condicoes de nos explicar melhor! esta questdo. Mas esperamos que até a
metade do livro voceé ja consiga ver claramente esta verdade e nés lhe pediremos
que volte a refletir sobr ela, prometemos.

2.1.1 Um exemplo algébrico

Uma conta com nimeros complexos,
(a+ bi)(x + yi)
corresponde a um esquema de quatro nimeros
a,b,x,y
que representa esta conta como uma transformagao do plano no plano:

c—cC (2.7)
C >3 (z,y) — (a+bi)(z +yi) = (ax + by) + (ay + bz)i € C (2.8)

Uma questao geométrica representada por um cdlculo algébrico.
A multiplicagdo de um nimero complexo

z=z+ Yyl
por outro
u=a-+bi

pode ser vista como duas operagoes geométricas (lembre-se da férmula de Abel-
Euler)

u=a+bi

e uma rotacao e’

e uma homotetia p € RT

o u=peif
z=x+ Yyl

e uma rotacao e'®
e uma homotetia r € Rt

o z=re

Le vocé poderia nos perguntar: e porque néo falar depois ?



uz = (a + bi)(x + yi) = ax — by + (ay + bx)i = ( az = by ) = (29

() ()= (i) e
uz = pe (x + yi) (2.11)

uz = p(cos(0) + isen(9))(z + yi) (2.12)
pelre’® = (pr)el@+e) (2.13)
(b)) -(i)- a0

(6)  —psen(6) () \ _

(oo iy ) (oo ) = 219
(cos(8)cos(a) — sen(0)sen(a) ) _

(o) el ) - 210

< Z:SZZ((Z i Z)) ) — (pr)eilt+a) (2.17)

Deixamos que vocé gaste algum tempo para analisar cada uma das passagens
feitas no bloco de equacgoes acima. Tivemos o cuidado de descrever todas as
“traducgoes” possiveis, mas é preciso uma andlise cuidadosa para fechar todas
as questoes que elas envolvem. Considere isto um exercicio.

Veja que as equagoes (eq. 9) ... (eq. 17) sdo um primeiro exemplo de codi-
ficagao-decodificacao que nos referimos no inicio do capitulo.

e Codificamos z = (z,y) como re'®
e lhe aplicamos uma “portadora” u = pe?
e para obter uma imagem uz = pre(®+)

e inclusive sabemos como reverter esta transformacao para recuperar o “sinal”
inicial.

Usamos, propositadamente, uma linguagem importada das “comunicagoes”
porque em algum momento futuro pretendemos mostrar-lhe que esta é uma
aplicacdo da Algebra Linear.

As equagoes (eq. 9) ...(eq. 17) mostram que que podemos associar a um
numero complexo u = a + bi uma portadora para transformar outros nimeros
complexos e que esta portadora define uma matriz de um tipo especial

) a b
u:aerzr—»(b a) (2.18)
A b
u = pe'? p=Va?+b%; theta = atan(=) < a2.09)
a
a=0 = p=|b);0=7F (2.20)

Néo consideramos o caso (a, b) = (0, 0) porque ele ndo representaria nenhuma
“comunicacdo’ interessante, anularia qualquer dado ao qual fosse aplicado.



Vamos usar esta notagao na proxima lista de exercicios que lhe d4 algumas
dicas para entender a geometria contida nas equagoes (eq. 9) ... (eq. 17), usando
scilab e gnuplot.

Exercicios 2 Cdlculos usando scilab

1. Considere a = 3,b = 2 e defina a portadora correspondente ao nimero
complexo u = a + bi e calcule as imagens (transformagoes) de

ve{l;14+4i-1+4—-1;,—-1—14—4;1 — ;2 + 3i}

2. Faca os grificos de veuv em alguns dos casos acima.

8. Calcule a forma polar dos vetores

ve{l;1+46—-1+4—-1;—1—14;—i;1 —4;2 + 3¢}

4. Calcule uv usando a forma polar (formula de Abel-Euler) para cada valor
de v

Solugao de alguns exercicios

1. Usando scilab, e omitindo as respostas.

-->a=3

-=>b=2

-->A = [a,-b;b,al

-->rho = sqrt(a*x*2 + b*x*2)
-->theta = atan(b/a)

-->v1 = [1;0]

-=>Axv1

ans =

2. Usando scilab e fazendo graficos com gnuplot

set xrange [-10:10]

set yrange [-10:10]

set polar

set title "vetores e suas transformadas por A = [2,3;-3,2] v1 = (1,0)"
a=1;b=0

c=3;d=2

set arrow from 0,0 to a,b

set arrow from 0,0 to c,d

plot sqrt(axa + bxb), sqrt(ckc + d*d)



pause -1
unset arrow

set title "v = (1,1); Av = (1,5) "
a=1;b=1

c=1

d=5

set arrow from 0,0 to a,b

set arrow from 0,0 to c,d

plot sqrt(a*a + b*b), sqrt(c*c + d*d)
pause -2

unset arrow

set title "v = (0,1); Av = (-2,3) "
a=0;b=1

c=-2;d=3

set arrow from 0,0 to a,b

set arrow from 0,0 to c,d

plot sqrt(a*a + b*b), sqrt(c*c + d*d)
pause -2

unset arrow

set title "v = (-1 ,1); Av = (-5,1) "
a=-1;b=1

c=-5;d=1

set arrow from 0,0 to a,b

set arrow from 0,0 to c,d

plot sqrt(a*a + b*b), sqrt(c*c + d*d)
pause -2

unset arrow

set title "v = (-1 ,0); Av = (-3,-2) "
a=-1;b=0

c=-3;d=-2

set arrow from 0,0 to a,b

set arrow from 0,0 to c,d

plot sqrt(a*xa + b*b), sqrt(c*c + d*d)
pause -2

unset arrow

set title "v = (-1 ,-1); Av = (-1,-5) "
a=-1;b=-1

c=-1;d=-5

set arrow from 0,0 to a,b

set arrow from 0,0 to c,d



plot sqrt(a*a + b*b), sqrt(c*xc + d*xd)
pause -2
unset arrow

set title "v = (0 ,-1); Av = (2,-3) "
a=0;b=-1

c=2;d=-3

set arrow from 0,0 to a,b

set arrow from 0,0 to c,d

plot sqrt(a*a + b*b), sqrt(c*xc + d*xd)
pause -2

unset arrow

set title "v = (1 ,-1); Av = (5,-1) "
a=1;b=-1

c=5;d=-1

set arrow from 0,0 to a,b

set arrow from 0,0 to c,d

plot sqrt(a*a + b*b), sqrt(c*xc + d*xd)
pause -2

unset arrow

set title "v = (2 ,1); Av = (4,7) "
a=2;b=1

c=4;d=7

set arrow from 0,0 to a,b

set arrow from 0,0 to c,d

plot sqrt(a*a + b*b), sqrt(c*xc + d*xd)
pause -2

se esta sucessao de comandos estiver no arquivo “vetores.gnuplot” vocé
pode ver o resultado digitando
gnuplot vetores.gnuplot

e cada vez que acionar enter, com o cursor na shell onde vocé chamou
gnuplot, um novo par v, Av serd apresentado.

Justificando os comandos do gnuplot? usados acima:
e set xrange, yrange para estabelecer o dominio retangular da tela.

Em geral é desnecessario, gnuplot calcula o tamanho da tela em
fungdo dos objetos graficos chamados por plot;

e set polar liga o modo de coordenadas polares;

e set title para colocar um titulo na janela grafica;

ver (3]



e a=3;b=5 da valores para as variaveis;

e set arrow from a,b to c,ddesenha uma segmento de reta do ponto
(a,b) até o ponto (¢, d);
E este o efeito do pause -2 em gnuplot, aguarda enter. O comando

plot sqrt(a*xa + b*b), sqrt(c*c + d*d)

(quando acionado o modo polar), desenha um circulo com raio varidvel
no presente caso o raio é constante, e faz o comando arrow que es-
tiver na memdéria do gnuplot, e o comando unset arrow limpa a
memoria.

3. A forma polar do niimero complexo v = (z,y) é

pet? . p=sqrta® +y?; 0= atan(g)
x

quando a funcao atan estiver definida. Quando um nimero complexo for
imagindrio puro, e diferente de zero, a funcdo atan(%) nao estd definida e
s

definimos o argumento deste nimero complexo como sendo 7.

2.1.2 Significado geométrico da multiplicagao

No estudo dos numeros complexos se conclue que estes nimeros podem ser
escritos com a férmula de Abel-Euler

u=a+bi (2.21)
u = pe'® (2.22)
p=va*+b; a= acos(ﬁ)a = atan(L) (2.23)

sempre que
lu| = va? + b2 #0.

Se |u| = Va? + b% = 0 por defini¢ao consideraremos
0 =0e".

Nas contas que fizemos na seqiiéncia de equagoes (eq. 2.9) ...(eq. 2.17)
estamos mostrando que na multiplicacao o angulo 6 é o ”indice” de rotagao e o
moédulo p = va? + b2 é o ”fator”de homotetia.

Observagao 1 O argumento nulo Entre os mitos e preconceitos mais comuns en-
volvendo a Matemdtica, se encontra um que diz que a Matemadtica é perfeita, sem erros,
absolutamente légica.

Além de ser mito, porque afinal a Matemdtica é um produto de seres humanos, e conse-
quentemente sujeita as falhas dos seus criadores, este preconceito € o responsdvel pela grande
dificuldade que as pessoas tem em aprender Matemdtica, porque elas se defrontam com os
erros, com as incongruéncias, que povoam a disciplina, e projetam em si mesmas a dificul-
dade pensando que elas € que tem um raciocinio deficiente que as impede de compreender a
disciplina.

Um vetor de argumento zero é um desses exemplos de buraco légico. Qual séria o argu-
mento do vetor zero?



E uma pergunta sem resposta.
Algumas vezes se diz que qualquer argumento serve, o que torna pior a situacdo. A
resposta melhor seria que o vetor zero nao tem argumento.

Mas observe,
0e%? = 0 = 0ei(0+0)

sugerindo que 0 se encontre na direcio de €' e poristo se diz que o vetor 0 tem qualquer
argumento, ou tem qualquer direcao. Como as retas representam as diregcdes, e em qualquer
reta podemos representar os numeros reais, esta alternativa é que adotada.

Esta caracterizada a dubiedade da Matemdtica... o que nao reduz em nada a sua im-
portancia, porque, conquanto dubia, funciona com perfei¢do e serve para colocar satélites em
érbita quando os programadores ndo cometerem® erros de cdlculos...

2.1.3 As matrizes

Dos exercicios feitos acima, com nimeros complexos, nos interessa o esquema,

( Z _ab ) (2.24)

que chamamos matriz, e as propriedades que tais esquemas possam ter de forma
independente.

Vamos estudar as matrizes e este estudo vai ter duas componentes distintas
que posteriormente uniremos numa so teoria:

1. as propriedades de uma matriz como funcao de R? em R?;

2. as propriedades do conjunto de todas as matrizes do tipo

( Z Z ) (2.25)

Observe que o nosso exemplo inicial produziu uma matriz de um tipo muito

especial
a —b
(+0). o0

que representa um numero complexo. Interessam-nos as matrizes que tenham
entradas distintas, em geral, mas veremos que casos particulares, como este,
serao importantes dentro da teoria.

2.1.4 O contorno inicial da teoria

Iremos posteriormente generalizar os limites estreitos em que estamos colocando
o problema para trabalhar com espagos mais gerais, mas o leitor vera que o tra-
balho posterior, sera, em muitos casos, uma simples ampliacao do que estudar-
mos neste capitulo. Em alguns casos, entretanto, esta generalizacao produzira
efeitos espetaculares e inexperados.

Sreferéncia ao satélite francés que caiu com um minuto de v6o



2.1.5 Matrizes, a notagao

As matrizes sdo esquemas retangulares de ntimeros

a; a2 as
A= b b by (2.27)
(&1 Cy C3

Neste exemplo usamos tres letras, a, b, ¢ para representar cada uma das linhas
da matriz A. Se a matriz tiver muitas linhas isto ficaria complicado, e sobretudo
ficaria dificil para automatizar o processo de representacao de matrizes.

Estaremos sempre pensando, neste livro, em processos automaticos em que
programas de computador devem representar uma ferramenta essencial para
agilizar os céalculos.

Por esta razao complicaremos um pouquinho mais a notagao para poder atin-
gir um melhor nivel de formalizacao que serd imprescindivel quando precisarmos
escrever programas de computagao com matrizes ou formalizar demonstragoes
em que uma lista de letras seria um complicador. Em vez de usarmos tres letras,
como acima, representaremos todas as linhas com uma unica letra indexada:

ay a2 as a1 aiz2 ai3
A= bl b2 b3 = a21 QA22 G923 . (228)
€1 C2 €3 azr az2 as3

Estamos usando um sistema de indices duplos em que o primeiro indice se refere
a linha e o segundo se refere a coluna. Este sistema de indexacao é designado
por “lico” quando for necessario indicar qual é a ordem de uso dos indices.
Quando nada for dito a este respeito se considera que o método é o “lico”.

As matrizes de que vamos tratar neste capitulo sdo de duas linhas e duas

colunas
A= ( @i ) (2.29)

a1 a22

e obviamente também trataremos de matrizes com uma linha e duas colunas ou
matrizes com duas linhas e uma coluna. Em geral daremos o nome de vetores a
estas matrizes em que o niimero de linhas ou de colunas é 1 por uma razao que
aos poucos ficard aparente.

2.1.6 A parte computacional da algebra

Da mesma forma como o simples trabalho operatério com os ntmeros pode
ser agilizado com auxilio de maquinas de calcular, também as contas com as
matrizes podem ser feitas de forma menos penosa com a ajuda de programas de
computador. Faremos uso destes programas aqui.

LICO

Vetores



Ha diversos pacotes computacionais que podemos usar. Entre os muitos
que existem, ha pacotes de qualidade muito boa em dominio publico aos quais
daremos evidéncia. Dois deles serao indicados aqui, mas sugerimos que o leitor
adote apenas um deles:

e gnu_octave em geral designado apenas por octave, é um pacote computa-
cional basicamente construido por professores da Universidade Wiscosin,
USA, e distribuido sob o GPL;

e scilab é um pacote produzido por uma das unidades do INRIA, um
instituto francés de pesquisa e também distribuido sob o GPL.

Ambos, octave ou scilab, usam uma estrutura de dados também usada por
pacotes comerciais e sao, em muitos aspectos, semelhantes. Use o que estiver
ao seu alcance. Quando dissermos, “usando scilab podemos definir...”
em geral vocé poderd substituir por “usando octave podemos definir...”
sem maiores problemas. Em Linux, para usar octave ou scilab basta digi-
tar o nome do pacote numa “drea de trabalho, ou, como em qualquer outro
sistema operacional, clicando com o rato em um menu adequado, no nome de
um destes programas. Em LinuX vocé deve procurar, no sistema de menus, o
item matemdtica, possivelmente em inglés, mathematics, onde deve encontrar
um desses programas. Nao encontrando, peca a alguém que instale um deles no
computador em que vocé trabalha, se vocé nao souber ou nao puder fazeé-lo.

Para simplificar a questao, adotaremos scilab oficiosamente no texto e pos-
sivelmente apenas citaremos este pacote, sem com isto indicar qualquer menos-
prezo por octave.

Veja, por exemplo, o que produzimos na tela do computador, e tente repetir
vocé mesmo, enquanto 1é. Os ntimeros que aparecem antes de cada calculo foram
acrescentados por nés para facilitar os comentarios que faremos em seguida.
scilab nao numera as linhas.

>$ scilab

scilab-2.7
Copyright (C) 1989-2003 INRIA/ENPC

Startup execution:
loading initial environment

1)-->a = [1,2,3;-1,-2,0;3,-1,4]
a =

4¢ quase certo que vocé encontra um icone, ”tipo uma televisdo”, na barra de ferramentas
do sistema, clique neste icone e, na tela que surgir, digite scilab, <enter>



2)-->a(2,3)
ans =
0.

3)-->a(3,2)
ans =

- 1.
4)-->ans + 4
ans =

3.
5)-->a(3,2)
ans =

- 1.
6)-->ans = ans + 6
ans =

5.
7)-->a(3,1) + 4
ans =

7.

Os comentdarios

A linha
1)--> a = [1,2,3;-1,-2,0;3,-1,4]

foi executada dentro do scilab para definir uma matriz com tres linhas e tres
colunas. Cada linha fica separada por “ponto e virgula” e dentro das linhas os
elementos sao separados por “virgula” e scilab apresenta a matriz como um
esquema retangular.

Observe scilab nao numera as linhas, nds editamos o resultado para facilitar
a nossa conversa com vocé, e continuaremso fazendo isto, de forma consistente,
no futuro, mas sem chamar sua atencao, porque ao rodar scilab vocé verd a
diferenca.

As linhas seguintes do scilab exemplificam o uso dos indices.

A linha “3)—— >” responde que azy = —1.

Observe que temos que aprender a nos comunicar com um programa de
computador. Em Matematica escrevemos

azz = —1
dentro do programa de computador, no caso o scilab, escrevemos

a(3,2)



o que produziu a resposta do programa na linha seguinte
ans = —1.

“ans” é uma varidvel criada pelo programa para guardar a resposta®. scilab
nos permite fazer contas com ans como vocé pode ver nas linhas seguintes.

Este exemplo deve justificar porque precisamos da notacao formal a;; que
scilab entende como a(i, j)). Com ela podemos fazer referéncia aos elementos de
uma matriz. Observe que o resultado da linha “7)—— >, nela, em vez de usar
a varidvel ans usamos diretamente o “endereco” da entrada da matriz, a(3,1)
para fazer uma nova operacao. E um outro caminho vélido.

O pacote sabe fazer contas com matrizes e podemos fazer um céalculo relem-
brando os nimeros complexos.

1--> A = [2,-3;3,2]

Z =

1 2
3)—=> Axz’
ans =

-4

7
4)--> (Axz’)’
ans =

-4 7
5)-->

Depois de terminar qualquer célculo, scilab se dispoe, gentilmente para
fazer mais calculos com o indicativo

-—>

5da palavra inglesa answer que signfica resposta



Ensinando scilab a operar com nimeros complexos

scilab sabe fazer contas com matrizes, e nds usamos sua capacidade de operar
com matrizes para multiplicar os nimeros complexos

(2+3i)(1+2i)=2—6+ (4+3)i = —4+Ti.

veja a (eq 2.10) em que mostramos a identidade

(a + bi) = <‘g ;’)

na qual o ntimero complexo (a + bi) fica representado pela matriz
(i %)
b a
2.1.7 A multiplicagao de matrizes nao é comutativa
Na linha (3), da sess@o de célculos com scilab, escrevemos
Axz
e precisamos explicar o que fizemos. Nao podiamos “multiplicar” a matriz

A

pelo vetor z = (1 2 ). O produto de matrizes tem regras de “dimenséo”.
Uma matriz de duas linhas e duas colunas, dizemos 2 x 2, lemos “dois por
dois”, pode ser multiplicada & direita por uma matriz 2 x 1. Ela pode ser
multiplicada a & esquerda por uma matriz 1 x 2,

(o1 xg)(ig)ou<zz>(i;> (2.30)

mas nao é possivel multiplicar

(i;)(afg)OU(ZZ)(wl g ) (2.31)

Experimente fazer a conta errada para ver que nao funcionas:

o

Axz; z=(x21 22 ).

O método da multiplicagdo combina cada elemento das linhas da matriz a
esquerda, com os elementos das colunas da matriz a direita. Assim podemos
multiplicar



u = (21,T2) (2.32)

( a1l a2 ) ( 1 ) _ ( a1171 + a12%2 ) — (2.33)
a21 Q22 T2 G21%1 + a22T2

=Axu (2.34)

(e w)e(on )= (Tamimm )= e

=uxA (2.36)

e observe que o resultado das duas operacoes ¢ diferente. Mas nao é este exemplo
que caracteriza que o produto de matrizes nao é comutativo, porque u # u’. Se
vocé nao tiver experimentado fazer a conta impossivel com scilab, faca-o agora
para ver os comentarios do programa.

Laboratério 4 Produto de matrizes

1.

Descreva, com palavras, quando é que a matriz A pode ser multiplicada
pela matriz B.

Descreva, com suas palavras, porque as multiplicagoes abaizo ndo podem

ser efetuadas:
1 2
( L2 ) (1 2)

(33)(5 1)

Indique qual é a operagao que pode ser feita, com cada um dos vetores, na
questao anterior.

Descreva, usando as palavras linha, coluna os produtos

AB ; BA

Verifique que a func¢ao
Z 1z

produz uma rotagdo no vetor z € C. Determine o angulo desta rotagao, e
a matriz que a produz, quando aplicada ao vetor

z=(xzy)
Encontre a matriz de rotagao da funcdo

(zy ) (—2-y)



2.1.8 Matriz transposta

Mas ainda falta justificar uma notacio que tivemos de usar no scilab®. Observe
que uma das equacoes foi escrita com a notacao

Axu
enquanto que a outra foi escrita assim

ux*x A.

Os dois vetores u’ e u sdo diferentes. Um tem duas linhas e o outro tem
duas colunas. O vetor u’ se chama de transposto do vetor u. Sdo dois vetores
diferentes como as operacgoes que fizemos acima o indicam, apesar de terem
propriedades comuns. A transposigio é uma operac¢do muito usada na dlgebra
das matrizes e se define pela troca dos indices:

Definicao 8 Matriz transposta

Considere a matriz A = (a;;);j. Sua transposta € a matriz A’ = (aj;);; obtida
pela troca de todas as linhas em colunas.

Quando escrevemos manualmente, muitas vezes usamos a notagao At para
indicar a transposta da matriz A. As linguagens de programacdo usam A’ em
vez de At.

Voltando a tltima sessao de contas que fizemos com scilab, veja que podemos
pedir que o programa responda com um vetor (tem gente que fala matriz linha),
fizemos isto na linha 4) — — > (A % 2’)’, veja o resultado.

Observagao 2 Matrizes linha ou coluna

Existe uma notacdo que iremos evitar neste livro, matriz-linha e matriz-coluna, as ma-
trizes que tiverem apenas uma linha ou uma coluna.

Chamaremos as matrizes-linha de vetores e faremos o mesmo com as matrizes coluna, a
ndo ser que precisemos distinguir umas das outras.

A transposigdo € a operag¢do que associa uma matriz com outra que tem linhas e colunas
intercambiadas, a notagao €

At ou A’

€ a transposta de A. A transposta de um vetor é uma matriz-coluna.

Laboratério 5 Matrizes e nimeros complexos

1. Encontre a matriz que representa a funcdo
R2 N R2

para cada uma das equagoes definidas de C — C :

a) z—iz b))z —iz c)z— (14+10)z d)z— (1—1)z
e)z—2z f)z—3z g)z— 0.5z h) z— 5z

6ou no octave. ..



2. Encontre a matriz que produz uma rotagao de 7 nos vetores do plano.

Sugestao, procure o nimero complexo que efetua esta opera¢do geométrica.

3. Encontre a matriz que produz uma rotacao de %’Z e uma homotetia de

mddulo 2 nos vetores do plano Sugestao, procure o nimero complexo que
efetua esta operacdo geométrica.

4. Multiplicacao nao comutativa

(a) Use scilab para multiplicar as duas matrizes

1 3 1 3 4
A=[o0 -1 | ,B=( -1 0 -1 (2.37)
3 2 3 2 1

Hd duas maneiras de multiplicd-las,
AxB,Bx A

uma delas invdlida, e scilab lho ird dizer, experimente.

(b) Use scilab para multiplicar as duas matrizes

1 3
A={0 -1 ,B_<11 g 41> (2.38)
3 2

Hd duas maneiras de multiplicd-las,
AxB,Bx A

todas duas vdlidas, mas o resultado € diferente em cada caso, experi-
mente.

5. Tente justificar porque, em um dos casos acima, a multiplicagdo € invdlida
e no outro, todas duas multiplicacoes sao validas.

6. Defina em scilab uma matriz A,4 x 3 e uma matriz B,3 x 4 e efetue
as contas

AxB; Bx A
7. Qual € a dimensdo de A x B.
8. Qual é a dimensao de B * A.

9. Definidas duas matrizes A,n x m eB,m x q indique a alternativa cor-
reta abaizo:
(a) Qualquer dos produtos A B; B x A pode ser efutado;

(b) Apenas o produto A x B pode ser efetuado e a matriz resultante tem
dimensdo m X q.



(¢) Apenas o produto A x B pode ser efetuado e a matriz resultante tem
dimensao n x q.

(d) Apenas o produto B x A pode ser efetuado e a matriz resultante tem
dimensao q X q.

Resposta: A alternativa correta é (c).

10. Fazendo contas com scilab

(a) Escreva o sistema de equagées

3r+2y+z2z =-9
9y + 7z =0 (2.39)
Jr—y—2z =-1

como um produto de matrizes.

1.4444
(b) Teste se o vetor | —18.66666 € solugao do sistema de equacoes.
24
Solugao
3 2 z T -9
0 9 7 y | = 0
3 -1 -1 z —1
-—>A
A =
! 3. 2. 1.1
! 0. 9. 7. !
! 3. -1. -1.
ans =
! 1.4444444 !
I - 18.666667 ! = (x,y,2)
! 24. !
—-->A*ans
ans =
I - 9. !
I - 1.066E-14 !
!

|
-



Observe o resultado do dltimo experimento no laboratério, em que scilab
encontra o vetor

(—9.,—1.066F — 14, —1.)
quando “nos esperavamos” que ele encontrasse
(—9,0,—1).

scilab é um programa de computador e tem limitagoes. Os nimeros racio-
nais sao objetos de “natureza infinita” que apenas a mente humana consegue
dar-lhes, algumas vezes, uma roupagem finita. Nos, os humanos, conseguimos
escrever 0 onde scilab somente consegue escrever 1.066F — 14, na verdade,
internamente, na maquina, é

0.000000000000001066 = 1066 * 10~17 = 1.066 x 10~ 4

2.2 Matrizes como funcoes do R?

Ja vimos que as matrizes representam operagoes geométricas no plano. Vamos
estudar as propriedades destas operagoes.

2.2.1 As matrizes 2 x 2

Como algumas matrizes 2 x 2 representam a multiplicacdo dos niimeros com-
plexos, vemos que elas generalizam a multiplicagdo dos niimeros para os vetores.
E uma classe de matrizes, apenas, que representam os nimeros complexos,

as matrizes da forma
a —b (2.40)
b a ’

Aqui vamos nos libertar desta restrigao e considerar todas as matrizes 2 x 2
e, consequentemente, vamos perder a companhia exclusiva dos niimeros comple-
x0s, ampliando o conjunto de matrizes com que iremos trabalhar.

Dissemos que as matrizes generalizam a multiplicacao. Isto quer dizer: dada

uma matriz A
a b
A= < e d ) (2.41)

podemos com ela multiplicar qualquer vetor do R? & direita ou & esquerda (com
resultados diferentes).

De inicio esta maneira de falar tem aspectos estranhos: estamos “multipli-
cando” elementos de tipos diferentes coisa que a Matemadtica nao ensina. E
assim, ao abrir caminhos novos temos que romper com as estruturas estabele-
cidas, mas veremos, depois do terremoto, que as coisas voltarao a se encaixar.
Quando discutirmos, de forma mais ampla, as matrizes, teremos regras apropri-
adas para a “multiplicacao de matrizes”.



2.2.2 Matrizes generalizam a multiplicagao

Vamos usar a multiplicagdo matricial para generalizar a funcao real de varidavel
real
R—-R; x—ax

Se escrevermos a definigao acima, num programa, ele possivelmente emitira
uma mensagem de erro, porque nao definimos a.
Experimente com scilab

scilab:1> function y = f(x)
>y = axx

> endfunction

scilab:2> £(3)

que ird resultar numa mensagem de erro dizendo que a operacao na linha 2 nao
é possivel (porque a ndo estd definido). Experimente agora

-->function y = f(x)

-->a=3

—=>y = a*xx

-->endfunction
Warning :redefining function: f
-->£(2)

ans =

6.

-=>£(5)
ans =
15.

O que mudou?

A diferenca agora é que demos um valor para a = 3 e scilab sabe usar a
funcao f corretamente.

Com este exemplo fizemos duas coisas:

1. The mostramos como definir funcoes no scilab;
2. definimos a funcao z — ax ; a =3

Usaremos a mesma expressao, com algumas modificacoes, e uma interpretacao
distinta:
R? - R?; (x,y) — A(z,y)’

e vamos definir esta funcao também no scilab até mesmo porque as contas agora
serao muito mais complicadas para que as facamos manualmente.

-->function u = f(x,y)



--> A = [2,-3;3,2]
-—>u = Ax[x;y]
-->endfunction

-—>u = £(2,3)
u =

' - 5. |
! 12. !

Observe, en passant, que f(2,3), casualmente, é o quadrado do niimero

. . 2 ,
complexo 2+ 37 porque a matriz ( representa este nimero complexo.

2 3
Veja os resultados seguintes que sao nossos conhecidos de outras conversas sobre
nameros complexos

-->f(1,0)
ans =

porque (1,0) =1+ 0i é a unidade e assim f(1,0) reproduz o nimero complexo
2 + 3i, representado pela matriz A.

-—>£(0,1)
ans =

¢ uma rotacao de 7 de 2 + 37 porque (0,1) =i e o niimero complexo i provoca

uma rotagao de 5 em qualquer niimero multiplicado por ele. Veja na figura (fig.
2.1) pagina 45,

A préxima lista de exercicios é um laboratério em que vamos praticar os
conceitos e programas apresentados. Desta pratica tiraremos alguns aspectos
tedricos em seguida.

Laboratério 6 Matrizes e rotagoes
1. Rotagao de 3

(a) Abel-Euler Use a formula de Abel-Euler para descobrir qual é a matriz
A que produz uma rotagdo de 5 em todo vetor (z,y) multiplicado por
ela. Defina a fungao linear f(z,y) = A(z,y)t que faz esta rotagdo.



(-3.2) (2.3)

Figura 2.1: Multiplicagio por i provoca uma rotagio de 3

(b) Prove, usando semelhanca de tridngulos, que

flz,y) L (z,y)

em que f € a funcdo definida no item anterior.

(¢) Escreva a defini¢cao computacional de f em scilab e faca alguns ex-
perimentos, escolha alguns valores para (z,y) e calcule f(x,y).

. Abel-Euler Use a formula de Abel-FEuler para descobrir qual é a matriz A
que produz wma rotagao de 8 em todo vetor (z,y) multiplicado por ela.
Defina a funcao linear f(x,y) = A(z,y)! que faz esta rotagao.

. Abel-Euler Use a féormula de Abel-Euler para encontrar a matriz que pro-
duza uma rotagdo de dngulo 0 e uma deformagao (homotetia) de 3 uni-
dades no vetor (z,y) € R?. Defina a funcdo linear f que executa este
processo sobre qualquer em qualquer vetor (x,y) em que seja aplicada.

. Rotagdes com scilab Agora que vocé sabe qual é a matriz que produz rotagoes
no plano, escreva uma fun¢do em scilab para fazer rotagoes de dangulo 0.
Mas observe, se scilab nao souber quem € 0 vai reclamar...

. distributividade do produto relativamente a adi¢cao Considere os vetores

u=(m,n), v=(pq,utv=(m+pn+q)



Prove que A = ( CCL Z ) multiplicada por

u+v=(m+p,n+q)
se distribue, relativamente a adicdo:

A(u+v) = Au+ Av

6. Propriedades da multiplicacao por um escalar Considere

u=(m,n) € R*, A€ R, \u= (Am,\n) € R?

e uma matriz A = ( “ b)
c d

(a) associatividade com produto por escalares

Prove que para uma matriz A vale a associtividade na multiplicacao
por escalares:

AQu) = (ANu
(b) comutatividade Prove que

(AX) = (AA)

(c) Prove finalmente que
AQQwu) = A(Au)
7. Linearidade

Use os passos anteriores para mostrar que dada uma matriz A qualquer é
verdade que

A(Au +yv) = Mu + yAvh, vy € R ; u,v € R?

Expressoes como
AU+ yv

aparecem com grande frequéncia em muitas situacoes e porisso recebem um
nome:

Definigao 9 Combinagoes lineares
Dados dois vetores u,v e dois escalares A,y podemos calcular jm novo vetor

Au + yv.

A expressao Au + yv se chama combinacao linear dos vetores u,v com os
escalares A, .

Usando esta linguagem, demonstramos, nos exercicios acima que



Teorema | 4 Fungao linear Uma fung¢do linear transforma combinagoes linea-
res em combinacoes lineares respeitando os coeficientes escalares.

Observagao 3 Combinacdes lineares
o Média aritmética Um exemplo comum de combinacao linear é uma média

aritmética ponderada. Neste caso os escalares se chamam pesos e tem
uma propriedade extra:

Advy=1;Av>0

o Combinagdo linear convexa

As médias aritméticas ponderadas também se chamam combinacoes line-
ares convexas porque o vetor \u + yv se eoncontra sobre o segmento de
reta determinado pelos vetores u,v.

e Funcao linear nula ...0s casos degenerados

0 0

fine uma fungdo linear também, entretanto o sequimento de reta em que ela
vai transformar qualquer outro segmento de reta, colapsa para um ponto...
Se nao considerarmos “pontos” como segmentos de reta (e podemos anexar
o adjetivo “degenerados” para apaziguar os nossos preconceitos), perderi-
amos toda a teoria. Hd vdrias situacoes em Matemdtica em que temos
que admitir extensoes de conceitos para que as coisas terminem funcio-
nando, por exemplo o fatorial de zero, 0! = 1 a definicdo a® = 1. Sem
estes acréscimos na teoria, a teoria geral deizaria de funcionar.

Precisamos ter largueza de espirito, veja que a matriz nula ( 00 ) de-

Um corolario simples do teorema anterior é

5 Funcao linear e convexidade

Uma fungao linear transforma um segmento de reta n’outro segmento de

reta. :

Como fungdes lineares transformam combinagoes lineares em combinacdes lineares respei-
tando os coeficientes escalares, entao transformam médias aritméticas em médias aritméticas.
Como os pontos de um segmento de reta sdo as médias aritméticas (ponderadas) dos extre-
mos, entdo a imagem de um segmento de reta, por uma funcdo linear, de qualquer ponto de
um segmento de reta, serd a média (com os mesmos pesos) das imagens dos extremos, logo
um segmento de reta.

E preciso agora provar que todo ponto do segmento de reta imagem vem de algum ponto do
segmento de reta pré-imagem. O raciocinio acima se aplica reversamente, uma vez que todo
ponto do segmento de reta imagem é media aritmética ponderado das imagens dos extremos e
ao0s pesos que o geraram corresponde um ponto do segmento de reta pré-imagem, e eles estdo
em correspondéncia pelo teorema anterior.

FEste teorema nos oferece um meio, um algoritmo, para encontrar a imagem
de um segmento de reta:



6 Imagem de um segmento de reta

Se f for uma func¢ao linear, entdo para determinar a imagem de um segmento
de reta basta encontrar a imagem dos extremos e uni-los com um segmento de
reta.

Laboratério 7 Transformacdes lineares

1. A imagem de uma segmento de reta

2
A= (2

3
6
i. Defina a funcdo linear

fam=4( 1)

em scilab e calcule a imagem do segmento

P—Q;P:(1’2)aQ:(2’1)

(a) Considere a matriz

por f.
7. Cacule a imagem do segmento

MN ;M = (_372)7N:(37_2)

por f. Analise o resultado e deduza qual € a imagem por [ da

- _2
reta y = —5x
~ _ 2 ~
iii. Encontre uma relagao da reta y = —5x com a fungao f.

iv. Prove que uma funcdo linear transforma uma triangulo n’outro
triangulo. O triangulo pode ser degenerado? Encontre um triangulo
cuja imagem por [ seja um triangulo degenerado.

(i)

A. Defina a funcdo linear

fam=4(3)

em scilab e calcule a imagem do segmento

P—Q ;P:(172)7Q: (2’1)

(b) imagem de poligonos

1. Considere a matriz

por f.



B. Encontre a imagem do triangulo de vértices
(1’ 3)’ (3’ 7)’ (0’ 7)

pela matriz A.
1. Cacule a imagem do segmento

MN ;M = (-3,2),N = (3,-2)

por f. Analise o resultado e deduza qual é a imagem por [ da

_ 2
reta Yy = —5x
~ _ 2 ~
iti. Encontre uma relagao da reta y = —5x com a fungao f.

w. Prove que uma fungdo linear transforma uma triangulo n’outro
triangulo. O triangulo pode ser degenerado? Encontre um triangulo
cuja imagem por f seja um triangulo degenerado.

2. preservacao dos angulos

Tridngulos semelhantes diferem entre si apenas (possivelmente) pelo ta-
manho. Prove que as transformacoes lineares do tipo

a —b
(5 )
transformam triangulos em triangulos semelhantes.

3. Prove que uma funcdo linear transforma uwm poligono de n lados n’outro
poligono n lados, (possivelmente degenerado). Encontre quais sao as fungées
lineares que transformam poligonos em poligonos semelhantes.

4. preservacdo da drea Descubra quais sao as funcgoes lineares que preservam
a drea dos poligonos por elas transformados. Associe estas transformacgoes
lineares com um subconjunto de C.

5. Numeros complexos e transformacées do plano

Escreva uma pequena teoria que mostre o significado dos niimeros comple-
T0S ( e consequentemente as matrizes que eles representam) para as trans-
formacgoes do plano.

O 1ltimo exercicio do bloco acima tem uma resposta simplista que nao é o
que se espera que o leitor escreva. Se espera que o leitor use os fatos anteriores
para chegar, dentro de uma pequena dissertacao, ao resultado:

7 Um tipo de transformacao rigida do plano

As matrizes que representam transformacodes rigidas do plano sdo as matri-
zes da forma

(Contl) o) = (costo) + sin)



Como estas matrizes representam os niimeros complexos unitdrios, elas sao
chamadas matrizes unitdrias. Mas a dissertacao solicitada no exercicio pode ir
um pouco mais além das matrizes unitdrias. Quando uma matriz representar
um numero complexo nao unitario, ela ainda transforma poligonos em poligonos
semelhantes. Entao a dissertacao solicitada deve concluir que as matrizes da

forma
a —b .
( - ) = (a + bi)

sao as matrizes que preservam a semelhanca de poligonos, quando (a + bi) # 0.
Esta é a solugao resumida do exercicio.

Em resumo, as fungoes lineares sao aquelas da forma

em que a multiplicagdo é consistente. Se X for um nimero A pode ser
um nimero ou uma matriz. Se X for um vetor, A deverd ser uma matriz
que possa ser multiplicada por X a direita.

Neste pardgrafo nos limitamos as funcoes lineares definidas em R? e
tomando valores em R? e neste caso A é uma matriz 2 x 2.

Cabe mencao especial as matrizes que representam os nimeros comple-
x0s, as matrizes da forma

(Z o ) = (a + bi)

porque elas transformam as figuras planas em figuras planas semelhan-

tes, quando a+bi # 0. Em particular as transformagoes unitarias preser-
vam a medida das figuras planas e representam os nimeros complexos
de modulo 1.

2.3 Funcoes lineares afins

Aqui vamos avancar um pouquinho mais em nossa generalizacdo para
tratar de funcoes cuja equacao é da forma

flz,y) = A(y) + B

Vamos, construtivamente, descobrir que tipo de objeto pode ser B.
Estas funcoes generalizam as funcoes reais de valor real da forma

fx)=azx+b; abzxreR

que se chamam de lineares afins.




Queremos discutir que fungoes podem ter o formato
f(X)=AX+B
para generalizar as fungées numéricas do tipo
flx)=azx+b.

Se A for uma matriz 2 x 2, como até agora estivemos admitindo, o produto
.A(;) resulta num vetor, uma matriz 2 x 1 o que for¢a B a ter esta mesma
estrutura para que possamos efetuar a soma.

Entao, dadas duas matrizex A,2 x 2 e B,2 x 1 podemos definir a funcao
flz.y) = A(@G) + B.

Exemplo 2 Um exemplo feito no scilab
Verifique a definicao a sequir, e se convenga de todos os seus detalhes, em
particular, o uso da tranposicao.

-->function u = f£(x,y)
-—>u = [4,-3;3,4]1*[x,y]’ + [3,2]’
—-->endfunction

-->f(4,2)
ans =

! 13. !
! 22. !

Claro, scilab jd verificou que estava tudo correto, caso contrdrio teria recla-
mado e tirado do bolso uma mensagem de erro adequada.

Usamos uma matriz A que representa o nimero complexo 4+ 3i e isto signi-
fica que uma parte da operacdo de f consiste de rodar e produzir um esticamento,
(rotagao e homotetia,).

E qual € o papel de B = (3) ?

Veja o resultado aplicado em dois vetores (que determinam um segmento
de reta), na figura (fig. 2.2) pagina 52. Primeiro vamos pedir que scilab cal-
cule tudo. Observe que editamos o resultado obtido por scilab para incluir as
expressoes f(P), f(O),R,Q.

-->f(4,2) = £(P)
ans = R

! 13. !
! 22. |



-->f(1,4) = £(0)
ans = Q

' - 5. |
! 21. !

Portanto o grdfico deve nos apresentar o segmento de reta determinado pelos
pontos P = (4,2),0 = (1.4) e o segmento de reta determinado pelos pontos

R =(13,22),Q = (—5,21).

o
L o /g.\sf?p

ometetia /
fe rmaduld

]

rotacio

60 grauns

Figura 2.2: Rotacio e homotetia seguidas de uma translagio

Vocé pode identificar na (fig. 2.2) todas as etapas geométricas do processa-
mento que f faz sobre o segmento de reta OP. Aqui escolhemos desenhar, nesta
ordem:

e a rotagdo de dngulo 36.8° = acos(4/5);
e a homotetia de mddulo /16 +9 =5 de fato
5%|OP| =513 = V2513 = V325 = |QR]

e qa translagao evidenciada pelo paralelograma cujos lados sao paralelos ao
vetor (3,2)

A imagem de O € f(O) =Q e a imagem de P é f(P) = R.



Laboratério 8 Funcao linear afim
Ver solugao na ultima parte do livro.

1. Propriedades das fungdes lineares afins Com base nas propriedades das fun¢oes
lineares, liste as propriedades que sejam verdadeiras para as funcgoes line-
ares afins.

2. A imagem do zero Prove que se f for uma func¢do linear entdo a imagem
do zero é zero, (falamos do vetor zero).

3. A imagem do zero Se numa funcdo linear afim a imagem do zero for zero,
entao o termo independente € zero.

4. imagem de poligonos planos e func¢do linear afim A imagem de um poligono
regular convexo, por uma funcdo linear afim, € um poligono reqular con-
Vexo.

5. semelhang¢a de poligonos preservada Uma fungdo linear afim transforma
poligonos em poligonos semelhantes se e somente se a fungao linear asso-
ciada o fizer.

6. rotacoes

(a) Use scilab para verificar que

A=y o))

representa uma rotacao do plano.

(b) Verfifique que, use scilab, que
(x,y) — A + (3)

€ uma rotagao sequida de uma translacao.

2.4 Sistemas lineares

Vimos que as matrizes servem para definir a equagao de um tipo particular de fungdes
que chamamos lineares.

Quando estudamos as fungdes polinémiais, dedicamos especial atengdo as equagdes
polinéomiais. Como ficaria a solucdo das equagdes lineares? o que é uma equacao

linear?

2.4.1 Equacgoes lineares

FEm nossos primeiros estudos de Matematica, passamos pela equagao do primeiro
grau, que tem uma solugao do tipo

b
ar+b=0=2=——
a



se o numero a for diferente de zero. E natural nos perguntarmos se podemos
fazer o mesmo com uma equagao matricial.

Infelizmente as matrizes nem sempre tem inversas, de modo que, em geral
nao podemos resolver, de forma tao simples, uma equagao matricial. O caminho
mais curto para entender a solucao deste problema passa por retornar um pouco
do formalismo que acabamos de adotar e voltar a ver uma equacgao matricial

como um sistema de equacoes do primeiro grau:

air a2 T _ C1 (2 42)
az1 a22 T2 C2
a1121 + a1222 =1 (2.43)
a21%1 + a22%T2 = C2
cuja solugao, por substituicao, nos leva as expressoes
T = Qa22C1 —Q12C2 2_44)
a110a22—a12a21
Ty = a11€2—0Q21C1 245)
a11a22—a12021
em que nés identificamos os determinantes
ailp a2 C1 a2 ailr €1
; ; ; (2.46)
az1 Q22 C2 Q22 | @21 C2 |
e podemos voltar a escrever as solugoes com esta nova notagao
[ C1 a2 ailp €1
Ca Q22 az1  C2
=73 T2=F 7 (2.47)
air a2 air a2
21 a22 az1 a22

Entretanto esta volta ao passado nao se deve prolongar muito, porque é
extremamente dificil refazer a teoria usando os métodos artesanais com que os
nossos antepassados a fizeram. Subindo nos seus ombros, usando o que fizeram,
podemos nos al¢ar a um voo mais alto. O préximo conjunto de exercicios é um
laboratoério em que iremos buscar a inspiragao para a teoria que precisaremos.

O titulo da préxima lista de exercicios merece uma observacao. Embora
toda matriz tenha um determinante, na verdade um mesmo determinante cor-
responde a varias matrizes e portanto o titulo deveria ser determinantes e suas
matrizes...

Laboratério 9 Matrizes e seus determinantes

1. Cdlcule os determinantes das matrizes (ndo precisa fazer todos, quando
vocé descobrir o que estd acontecendo, pare.)



1 2 3 -1 6 9 0 2
“)(2 4) ) 6—2) ¢ 23) V{0 4
11 10 1 0 10
AN 7 01) 2 1) AT
3 0
0 :

|
Orlk
~_

2. Resolva os sistemas de equagoes

G AR

3. Vocé pode usar scilab para corrigir os resultados dos exercicicios. Veja a
solugdo, comentada, do item (a) e resolva vocé mesmo os outros. Edita-
mos o texto do scilab explicando o que fizemos em cada linha (quase cada
linha...).

-->:1> a = [3,2;1,-2] ## a matriz do sistema
a =

3 2

1 -2
-->:2> b = [1,3]° ## a matriz dos dados, transposta, naturalmente
b =

1

3
-=>:3>x = a \ b ## metodo do scilab para dividir matrizes
X =

1

-1

-->:4> ## a resposta x = (1,-1)

Siga o0s passos acima e verifique as suas respostas para a primeira questao.
4. Resolva manualmente o sistem

3r+4y+3z =7
20+ 3y+5z =2 (2.48)
r+2y+3z =5



e verifique sua resposta usando scilab

Resposta: (x1, 2, x3) = (—7.0000,12.0000, —4.0000)

5. determinante scilab sabe calcular determinantes, veja como:

-->:6> a = [3,4,5;2,3,5;1,2,3]

a:

3 4 5

2 3 b

1 2 3
-=>:7> det(a)
ans = -2

Use a funcdo det () do scilab para calcular os determinantes que foram
solicitados mas que vocé deve ter calculado manualmente primeiro.

6. Encontre uma relacdo entre det(A) com

e 0o mddulo de z = a + bi.

Observagao 4 Uso de computador versus saber fazer as coisas

Tem sentido usarmos computadores ou mdquinas de calcular, se soubermos
0 que estamos fazendo. FEstes instrumentos vém para agilizar o nosso trabalho
e nao para substituir o nosso pensamento. Ndo se engane, portanto, em ape-
nas calcular com scilab ou qualquer outro programa de computador, sem saber
primeiro fazer as contas com seus dedos.

Resolver sistemas 2 por 2 ou o cdlculo de um determinantes de uma matriz
2 por 2, deve ser feito a mdo, primeiro. Aqui lhe apresentamos um programa
de computador para que vocé possa testar suas respostas. Ninguém, nenum pro-
fessor, vai resolver um sistema de 10 equag¢des a 20 incdognitas a mao, seria
absurdo. Para isto temos pacotes computacionais, ou sabemos fazer os paco-
tes computacionais. E vocé um dia deverd saber fazer ou melhorar um pacote
computacional, se souber o que estd fazendo.

Alguns dos exercicios do bloco acima sugerem que as equacoes lineares da

forma
AX' =0

tem sempre a solugao X = 0 Esta verdade é parcial, a verdade toda é que pode
haver solugoes diferentes de 0.

Mas ja podemos enunciar um teorema bem geral e prova-lo. Primeiro uma
notacao que importante pelo uso pratico:



Definicao 10 Sistemas homogéneos
Um sistema de equagoes da forma

AX' =0
se designa por sistema de equagoes homogéneo.

Vocé nao precisa decorar nomes, com o uso, esta denominagao fara, natural-
mente, parte integrante do seu vocabulario. O adjetivo homogéneo é dificil de
ser explicado e tem vieses psicolégicos. Mas é assim que nos referimos a uma
equacao linear em que a matriz dos dados é nula.

Teorema | 8 Sistemas homogéneos I Todo sistema de equagoes lineares ho-
mogéneos tem pelos menos uma solu¢ao, o zero. :

Porque, se uma matriz, de qualquer dimensdao, for multiplicada, a direita por um vetor

coluna nulo (ou a esquerda por um vetor linha nulo), o resultado do produto serd um vetor

Este resultado simples é de grande importancia e vai ser a chave de muita
demonstragao, posteriormente.

Estd no exato momento para generalizarmos o resultado anterior. A lista
de exercicios seguinte ird treind-lo para entender os teoremas que enunciaremos
em seguida.

Laboratério 10 Sistemas homogéneos

1. sistema indeterminado

(a) resolvendo um sistema de equagies

3r+2y+4z =0
1. Verifique que, no sistema ¢ 6x + 4y + 8z =0 hd duas equacdes
2v4+4y+52z =0
idénticas;
1. reduza o sistema a duas equacioes apenas;
iti. elimine a varidvel y, explicite x em func¢do de z e finalmente
verifique que também € possivel explicitar y em funcdo de z.
3r+2y+4z =0
(b) Resolva (manualmente) o sistema homogéneo ¢ 6x +4y+8z =10
20 +4y+5z =0

c) Verifique que as solugoes sequintes todas servem para o sistema:
(c) que q ¢ g p
(_67 _77 8)7 (07 07 0)7 (_3/47 _7/87 ]-)7 (3/47 7/87 _1)

portanto o sistema € possivel, mas tem muitas solugoes sendo inde-
terminado.

(d) Defina uma funcao linear em scilab com a matriz do sistema para
verificar que as solugdes propostas o sao de fato.



(e) Encontre uma equacgdo paramétrica para a solugao.

resposta: (— %Z, — %, z)

O seguinte c6digo scilab resolve a pentltima questao do laboratdrio acima.

-->:1> function f(x,y,z)

> [3,2,4;6,4,8;2,4,5]*[x,y,z]’
> endfunction

-->:2> f(-6,-7,8)

ans =

0
0
0

No laboratério em que vocé deve ter acabado de se treinar, vimos que os
vetores-solucao de um sistema homogéneo dependem todos do parametro z.
Claro que vocé pode ter resolvido de forma diferente da sugestao que fizemos e
ter concluido que os vetores todos dependem do parametro x. O importante é
a quantidade de parametros livres na solugao: um.

Vamos entender isto com um exemplo bem simples, fugindo, momentanea-
mente, do escopo que propusemos para este capitulo: R2.

Exemplo 3 Intersecao de dois planos sequndo uma reta
Retomaremos, com outro enfoque, uma das questoes do laboratorio em que
voceé trabalhou acima.
3z+2y+42z =0
O sistema de equacoes { 6x +4y+ 8z =0 tem duas equacoes idénticas,
2c+4y+52 =0
(informagao repetida pode ser simplesmente ignorada), pelo menos inicialmente.
Considerando apenas duas das equagioes temos as equacoes de dois planos

{ 3r+2y+4z =0

20 +4y+52 =0 (2.49)

Como € um sistema homogéneo, (0,0,0) € uma solucdo, entdao os dois planos
tem um ponto comum, logo

1. ou tem uma reta em comumu;
2. ou coincidem

Decidindo qual das duas hipdteses, € a que vale.
FEscreva o sistema assim:

flr,y,z2) =3z +2y+42 =0
g(x,y,z) =2 +4y+52z =0



entdo as derivadas parciais’

oxr ' ox T 0z ) 0z
nos dizem que os planos sdo diferentes logo a verdade é
“os planos sao diferentes, mas tém uma reta em comum”
que € a solucao do sistema de equagoes, a Teta, cuja equacao paramétrica vocé
encontrou no laboratorio acima.

5

Estamos em condicoes de entender a generalizagao do teorema anterior. Os
sistema homogéneos tem uma solucao garantida, o zero. Mas se houver uma
solucao diferente de zero ela nao sera ’unica, vai haver um espaco de solugoes.
No presente exemplo uma reta, em que todos os vetores sao multiplos de uma
solugao qualquer (escolha um verd que as outros sdo multiplos dele).

Quer dizer que se X # 0 for solugédo do sistema AX = 0 entdo A X, também
sera solucao. Para prova-lo facamos as seguintes contas:

AXy =0 (2.50)

VAeR ; AM(AXy) =0=A\Xy) =0 (2.51)

a segunda linha nas contas acima é consequéncia das propriedades da multi-
plicacao de matrizes que ja estudamos. Entao AXy é solucao do sistema ho-

mogéneo. Mas
)\XO ; AeR

é a equagao paramétrica da reta que contém o vetor Xy # 0.
Isto prova que se um sistema homogéneo tiver uma solucao diferente de zero,
a solugao contém a reta cuja equacao paramétrica é AXy ; A € R.
Demonstramos assim o teorema

9 Sistemas homogéneos 11

Se um sistema homogéneo de equagoes lineares
AX =0
tiver uma solugdo Xo # 0 entdo a reta de equacdo paramétrica
MXo; A €R
€ solugao do sistema também.

Algumas vezes a redacao do teorema fica simplificada assim:

10 Sistemas homogéneos 11

Se Xo # 0 for solugio de AX = 0 entdo N\Xy € também solucdo, para
qualquer A € R.

of 9g

“mande e-mail para os autores explicando porque bastava calcular 55 =35 55 =2



agora a redacao do teorema nao estd sugerindo que a solugao seja somente o
zero, mas como vale para qualquer A € R entao vale para A = 0 e, portanto, o
zero € solucao de um sistema homogéneo.

Observagao 5 Usando scilab
Se vocé tiver resolvido o sistema

3x+2y+4z =0
6r+4y+8z =0
2c+4y+5z =0

usando o operador “/” do scilab, viu uma observagdo que precisamos comen-
tar. Vamos fazer isto agora:

-->:1> a = [3,2,4,;6,4,8;2,4,5]

a =

3 2 4

6 4 8

2 4 5
-->:2> det(a)

warning: det: matrix singular to machine precision, rcond = 0
ans = 0

-->:3> b = [0,0,0]"’

b =

0
0
0

-=>:4> a\b
warning: matrix singular to machine precision, rcond = 0
ans =

0
0
0

A observacdao do scilab

‘ warning: matriz singular to machine precision, rcond = 0 ‘

fala que a matriz é singular, do latim sozinho que em inglés também significa
solteira (single).

scilab também lhe dd um aviso de que o cdlculo do "zero”foi feito com a
precisao da linguagem, (scilab também é uma linguagem de programacdo). Isto
significa que vocé deve tomar as precaugdes o “zero”que a mdquina encontrou...



Definicao 11 Matriz singular Se chamam singulares as matrizes que ndo tém
inversas (ou equivalentemente) cujo determinante € zero.

Observagao 6 Limita¢oes da computacao A solucdo feita acima do sistema
de equacgoes, usando scilab, nos permite tirar uma licao sobre as limitagoes da
computacao para resolver problemas.

O programa nao foi capaz de fazer o que nds fizemos manualmente, encontrar
uma reta contida no espago solucao do sistema.

Um dos autores deste texto tem um programa que consegue fazer um pouco
mais do que scilab. O programa sistema.pas, que pode ser encontrado no
arquivo pas.zip em [13], quando detecta que o determinante da matriz € zero,
calcula uma solucdo diferente de zero e emite uma mensagem semelhante a
esta do scilab. Mesmo assim € wma solucao limitada, porque, digamos, achou
somente uma reta contida na solugdo e pode haver muito mais do que uma reta.

Mas nds, os humanos, sabemos fazé-lo e vocé vai aprender a fazer isto, aqui,
com auzilio de um programa de computacdo para agilizar as contas.

Em resumo, vimos aqui que os determinantes das matrizes de um sistema
de equagoes definem se o sistema tem solugao tinica ou se serao multiplas
as solucoes, caso existam.

Os sistemas de equagoes lineares homogéneos sempre tem pelo menos
uma solugao, o zero, mas se tiverem solucao diferente de zero sera, pelo
menos, uma reta inteira.

Precisamos de uma conceituacao mais ampla para encontrar todas as
solucoes de um sistema de equacoOes lineares, mas vocé vai ver que a
solucao da equagao homogénea é um passo decisivo.

2.5 Exercicios: sistemas lineares.

Exercicios 3 Sistemas lineares

1. Momento angular Considere trés objetos dos quais, um a massa € conhe-
cida, 2 kg, e desejamos descobrir a massa dos outros dois. Ezxperimentando
com uma barra métrica descobrimos o que se pode ver na figura (fig. 2.3)
pdgina 62. Escreva o sistema de equacgoes envolvendo as tres massas e
calcule as massas desconhecidas.

2. Compostos quimicos®

Podemos compor, sob condicées controlada, tolueno C7Hg com dcido nitrico
HNOj3 para produzir trinitrotolueno Cy HsOgN3 mais dgua. A propor¢dao
da mistura € determinada pelo numero de dtomos presentes antes da reacdo

80 exercicio ndo sugere que vocé lide com compostos quimicos, eles podem
ser toxicos. O objetivo é apenas exemplificar o uso de sistemas lineares. ver
http://www.atsdr.cdc.gov/es/toxfaqs/es_tfacts56.html
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Figura 2.3: Experimentos com massa e momento

quimica, sendo igual ao nimero de dtomos depois da rea¢do. O nimero
de datomos estao indicados como sub-indices na formula quimica,

x(77ligA+—le]V()3 — 2(77]75()6]V5 4*10}¥2().

Ache o sistema de equacdes lineares que descreve a quantidade de dtomos
desta reacao quimica.

8. combinagdo linear inteira Um terminal bancdrio estd programado para for-
necer cédulas de 10, 20, 50 reais

Construa em scilab uma funcdo que estipule a quantidade de cédulas de
cada um dos valores que a mdquina pode fornecer, para wm valor que o
usudrio deseje. Veja no “help”do scilab a fung¢io ”fix". Na linguagem C esta

fungdo equivale a divis8o (que é inteira em C).

4. Discretizagao de um sistema Numa estrutura metdlica, ver figura (fig. 2.4)
pdgina 63, se admite que as forcas atuem nos seus nds (nas juntas). Na
figura considerada existem 8 nés. Suponha que seja uma uma estrutura tri-
dimensional e portanto em cada né consideramos as forcas (fr.e, fry: fr,2)-
Na figura (fig. 2.4) vocé pode ver algumas dessas forcas, (fs.q, f3.y), Te-
presentadas.

Se interpretarmos
OF
jk,w = 9
€k

podemos dizer que a figura (fig. 2.4) representa a discretizagdo de um
sistema, por exemplo da gravidade, obtido com a andlise estrutural feita
nos 8 nos considerados

(a) Escreva a matriz A, de dimensdo 8 x 3, que descreve este sistema.



Figura 2.4: Distribuigdo de forgas numa estrutura metalica

(b) Se o sistema for estdtico (sem movimento) entdo a resultante € zero.
FEaxpresse isto com um sistema linear.

Solugao 2 (a)
A= ; : : (2.52)

(b)






Capitulo 3

Espaco Vetorial

3.1

Vamos formalizar neste capitulo o espaco de chegada e saida onde as matrizes
estao definidas como fungdes lineares. O conceito “dimensdo”, que vem sendo
usado até agora de forma intuitiva, serd aqui formalizado.

O espaco R?

J4 estudamos o R? confundido com os ntimeros complexos. Agora vamos dar
a este espaco a sua identidade prépria. No capitulo 1 mostramos o funciona-
mento geométrico dos niimeros complexos que chamamos de vetores do plano.
Fizemos um jogo duplo entre duas notagoes:

Cow=c+di=(c,d) € R%
Neste capitulo vamos nos dedicar exclusivamente ao vetor
(c,d) € R?

e as propriedade do espaco R? de tais vetores.
Registre em sua mente para uso futuro, enquanto estavamos estudando as
fungoes lineares complexas as Unicas matrizes que apareceram foram do tipo

(5 2)

determinadas apenas por dois numeros. Esta simples detalhe vai ser muito
importante aqui e em outras situagoes de matematica mais avangada.

3.1.1 A estrutura algébrica de R?

Podemos identificar as seguintes operacoes que sabemos fazer com um par

(z,y) € R?

Adigao (1, 22)+ (y1,¥2) = (141, z2+y2). Como no caso dos complexos,

somamos as coordenadas de mesmo indice.

1. comutatividade A adig&o é comutativa

X+Y=Y+X,
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2. existéncia do elemento neutro (0, 0) é o elemento neutro desta operagao

X+0=X; (a,b)+(0,0) = (a,b);

3. existéncia do inverso aditivo (—x1, —22) é o inverso aditivo de (z1, z2)

(=21, —22) + (21, 22) = (0,0);

4. associatividade da adicao A adigao é associativa,

X+(Y+2)=(X+Y)+ 7

Isto torna (R?,+) um grupo comutativo.

e Multiplicagdo por um escalar Qualquer niimero real A, (um escalar), pode
ser multiplicado por um par ordenado (z,y) de acordo com a regra

A (2, 9)] = (Az, Ay) € R%.
1. Vale a associatividade & esquerda
a(A(z,y)) = (aA)(z,y)

2. o elemento neutro da multiplicacdo nao altera o multiplicando (nao
podemos dizer que ele é um elemento neutro...)

3. o elemento neutro da adi¢ao torna nulo o multiplicando
0(z,y) = (0,0)

4. Vale a distributividade da multiplicacao por um escalar relativamente
a soma de vetores

Mz, 22) + (Y1, y2)] = M1, 22) + AM(y1,y2)

Vemos assim que todas as operagdo do corpo dos escalares (R,+,-) se
endcontram envolvidas na nova estrutua que se se chama espaco vetorial
real . O adjetivo real vem do corpo R dos niimeros reais. Temos também
espacos vetoriais complexos, se o corpo dos escalares for C.

Os exemplos que daremos a seguir sao exercicios que o leitor deve fazer.
Alguns deles o irado conduzir a relembrar alguns teoremas do Célculo.

Exemplo 4 Espacgos vetoriais

1. Espaco vetorial real

O congunto R[z] dos polindmios a wma varidvel com coeficientes reais €
um espago vetorial real. O leitor curioso deverd wverificar que todas as
propriedades listadas acima valem.



2. Espaco vetorial dos polinémios a coeficientes complexos

O conjunto Clz] dos polinémios a coeficientes complexos € um espago ve-
torial sobre o corpo C dos numeros complexo, portanto um espaco vetorial
complexo.

3. Espaco vetorial complexo

o conjunto dos numeros complexos, C € um espaco vetorial complexo,
assim como C? o conjunto dos pares ordenados de nimeros complezos.

4. Espaco vetorial real

-

O conjuntos dos ternos ordenados, {(z,y,2) ; x,y,2 € R} = R® é um
espacgo vetorial real.

5. Espago vetorial real

O espago de todas as fungdes continuas, definidas no intervalo [a,b] e to-
mando valores na reta, (fungoes reais, continuas com valores no intervalo
[a,b]) € um espago vetorial real.

Se vocé trocar “continua” por “diferencidvel” tem outro exemplo de espago
vetorial real. Alguns teoremas tipicos do Cdlculo sao da estrutura de
espaco vetorial real que estas funcgoes, tem, por exemplo

Teorema | 11 Soma de fungdes continuas

A soma de duas fungdes definidas no [a,b] e continuas neste intervalo €
uma funcgdo continua definida em [a, b].

Troque continuidade por diferenciabilidade e vocé terd outro teorema co-
nhecido.

O médulo de um vetor do R? se calcula de forma idéntica a dos ntimeros

complexos. O mddulo algumas vezes se chama de norma.

Definicao 12 Mddulo de um vetor do R? Se (x,y) € R? entdo |(z,y)| =
Va2 + b2 € o tamanho do segmento de reta que vai do ponto (x,y) até a origem
(0,0) Dizemos

O proxio laboratério vai exercitd-lo no uso destes conceitos.

Laboratério 11 FEspaco vetorial normado

1. cdlculo da morma com scilab Defina a fung¢do norma no scilab e calcule as
normas (mddulos) dos vetores

ue {(1,3),(3,4),(-3,4),(—4,3),(-3,-4),(0,3),(4,0)}

resposta



-=>1>u = [1,3]
u =

1 3

-->2> function y = norma(u)
>y = sqrt(u(1)"2 + u(2)"2)
> endfunction

-->3> norma(u)
ans = 3.1623
-=>4>

. Defina em scilab uma funcdo que, recebendo um escalar e um vetor, re-
torne o produto do vetor pelo escalar e calcule o produto dos vetores

uwe{3,(1,3),-1,(3,4),-2,(—3,4),0,(—4,3),0.5,(-3,—-4), —1,(0,3), 4, (4,0) }
pelo escalar que o antecede. resposta

-->1> u = [1,3]
u =

1 3

-->2> function v = escalar(s,u)
> v = [s*xu(l) , s*u(2)]

> endfunction

-->3> escalar(3,u)

ans =

3 9

. Defina em scilab uma funcdo que, recebendo um escalar e um wvetor, re-
torne o produto do vetor pelo escalar, mas que o vetor resultante seja um
vetor coluna. Calcule o produto dos vetores

u € {37 (17 3)7 _]-7 (37 4)7 _27 (_37 4)7 07 (_47 3)7 057 (_37 _4)7 _]-7 (07 3)7 47 (47 0)}
pelo escalar que o antecede. resposta

-->1> u = [1,3]
u =



-->2> function v = escalar(s,u)
> v = [s*xu(1) , s*xu(2)]’

> endfunction

-->3> escalar(3,u)

ans =

13 |
19 |

4. Verifique que o scilab sabe somar vetores calculando u+v depois de definir:
u=1[1,3],v=1[2,4] Verifique que scilab calcula o valor de x em

r=Uu—"7

5. Considere o conjunto £ de todas as fungoes reais definidas no conjunto
{1,2,3,4,5}.

(a) Prove que (€,4+,-) € um espago vetorial real.

(b) Considere f € £ e consequentemente

F(1),£(2), £3), f(4), f(4)
sao numeros reats. Defina uma funcdo de
£ R
tal que
f@) =z =f(i) ;2 € R
Prove que
(a) @ ¢ linear

i. ®(f+g)=2(f) + 2(9)
ii. DNf) =AD(f) ;VAER

(b) ©(0) =0 em que o argumento de ® tem que ser a fungdo zero (iden-
ticamente nula).

(c) ®(f) =0 se e somente se f =0
(d) Mostre que ® € bijetiva.

6. Produto Interno Definimos em R? a funcdo
R?> x R — R ; R? x R?3 (2,9) — x1y1 + T2u2
que chamamos de produto interno e para a qual usamos a notacdao
<zy>

Observacao O produto interno € também chamado produto escalar.



(a) bilinearidade do produto interno Prove que <> € linear em cada uma
das varidveis:

i. =< x,y > € linear considerado y fizo e
1. y—<x,y> € linear considerado x fixo.

(b) Produto interno e mddulo Considere u,v € S' dois pontos do circulo
trigonométrico, entao

u = (cos(a), sen(w) ; u = (cos(f), sen(p)

para dois numeros reais o, 3. Calcule o produto interno de u por v e
verifique que
< u,v >= cos(0)

sendo 8 o angulo entre u e v

(¢) Produto interno e mddulo Prove que para dois vetores quaisquer u,v €
R2

< u,v >= |ul|v|cos(8)
em que 0 € o angulo entre os dois vetores u, v

7. regra do paralelograma Prove, usando semelhanca de triangulos, que a re-
graa do paralelograma corresponde de fato a soma e a diferenca dlgebrica
de dois vetores (uma das diagonais representa a soma, a outra representa
a diferenca). Explicite tudo.

8. Prove que, dados tres vetores uy,us,us € R? ndo colineares dois a sois,
entao existem tres escalares, A1, Ao, A3 ndao nulos tal que

Aug + Aguo + Aguz =0

Descreva o significado geométrico desta questao (sugestio, use a palavra
“triangulo”).

Solugao em scilab

-->1> function escala(l,u,v,w)

> —1xdet ([w(1),w(2);v(1),v(2)])/det ([u(l),u(2);v(1),v(2)])
> —1xdet ([u(1),u(2);w(1),w(2)])/det ([u(l),u(2);v(1),v(2)])
> endfunction

-->2> escala(7,[2,2],[3,1]1,[4,0])

ans = 7

ans = -14

-—>3>

Txu—1dxv+Txw="7(2,2)—14(3,1) + 7(4,0) =0



a ordem dos parametro tem significado, o primeiro € uwm escalar e os trés
outros sao vetores do plano dois a dois nao colineares.

Significado geométrico

Dados tres vetores dois a dois nao colineares, podemos construir wm triangulo
com lados paralelos aos vetores dados, e se dado um dos escalares que ird
multiplicar um dos lados, podemos encontrar os outros dois escalares.

Veja na figura (fig. 3.1) pdgina 71, um exemplo de tres segmentos de reta
nao colineares dois a dois e o triangulo que pode ser obtido com eles com a
funcdo escala(). A solugdo ndao € unica, muitos triangulos semelhantes
podem assim ser obtidos.

Figura 3.1: trés vetores ndo colineares dois a dois formam um tridngulo

3.2 Dependéncia linear

Este é um dos conceitos centrais da Algebra Linear com o qual poderemos de-
finir dimensdo. Uma forma intuitiva de compreendé-lo é a seguinte: considere
que vocé tem n informagoes, mas algumas delas sejam consequéncia de outras
do mesmo conjunto, entdo vocé na verdade tem menos do que n informacoes
e o conjunto de informagodes que vocé tem é redundante o que significa que
um conjunto menor de informagoes lhe diz tudo. Um conjunto de vetores
linearmente dependentes é um conjunto reduntante e que pode ser reduzido
a um conjunto menor que diz tudo sobre o espago a que eles pertencem.
Vamos transformar estas idéias numa técnica...

Exemplo 5 Redundancia Comegamos por explicar dependéncia linear usando
o adjetivo redundancia. Se este adjetivo nao estiver claro, tao pouco terd ficado
claro o que € dependéncia linear.
Vejamos um exemplo.
Suponha que se deseje calcular a inflagdo de um determinado més e que para
isto se eleja a cesta bdsica
feijao, agicar, arroz, leite, farinha



Levantados os precos (suponha) se verifica que os pregos do feijao e da fa-
rinha foram exatamente os mesmo em todos os dias do do més. A cesta bdsica
acima € redundante do ponto de vista do cdlculo da inflacio® e deveria ser
considerada a cesta

acucar, arroz, leite, farinha

E isto que vamos fazer aqui, descobrir quais sao os conjuntos redundantes
do ponto de vista de geragao de um espaco vetorial por um conjunto de vetores.

Temos que comecar definindo o que é gerar um espaco vetorial. As com-
binagoes lineares de vetores sao o instrumento certo.

Definigao 13 Conjunto gerador de um espago vetorial
Dizemos que um conjunto

b:{elv"'aen}

é um conjunto gerador de um espago vetorial £ se todo elemento de £ pode ser
obtido como combinacao linear dos elementos de b
Dizemos também que
€1, ", €n

s@o geradores de £. Notagdo
[617"'7671] = [b] =&
Exemplo 6 Geradores do R?

e Um conjunto gerador do R?

Vamos mostrar que os vetores

by = {(170)7 (17 1)}

geram o R?, quer dizer que qualquer elemento do R? pode ser obtido como
combinacao linear dos elementos deste conjunto:

considere dois escalares a,b (3.
CL(]_,O)—‘y-b(l,]_) = (CL—‘rb,b) = (.Tl,l‘g) (3
€ preciso que a +b=x1,b = x> (3.

(3.

=~ W N -
NN N

deduzimos que b= xsea =x1 —b=1x1 — 19

portanto com escalares a = x1 — x2,b = x2 podemos gerar o elemento
genérico (x1,x) € R2. Mais concretamente

a=3-5b=5= (3—5)(1,0)+5(1,1) = (3,5)

1a menos que se deseje viciar o resultado . ..



Um outro conjunto gerador do R?

Vamos agora considerar o conjunto

by = {(1’0)’ (0’ 1)}

Queremos mostrar que também qualquer elemento do R? pode ser obtido
como combinacao linear destes vetores e portanto que ndo hd unicidade
nesta escolha.

Tome um elemento qualquer (x1,x2) € R2.

Podemos escrever:

(1‘1, 1‘2) = .’El(]., 0) + .’EQ(O, ].)

o que mostra que um elemento qualquer do R? é uma combinacgdo linear
de dos elmentos do conjunto

{(1,0),(0,1)}

Mais concretamente:

3(1,0) +5(0,1) = (3,5).

Portanto
by = {(1’0)’ (0’ 1)}7b1 = {(170)7 (17 1)}’

sdo conjuntos geradores de R2.

Um conjunto gerador redundante

Vamos mostrar que o conjunto

bS = {(17 0)> (0’ ]-)’ (1’ 1)}
também serve para gerar o R? mas que neste caso existem informacoes de
sobra.

considere tres escalares a,b, ¢ (3.5)

a(1,0) +b(0,1) +¢(1,1) = (a + ¢, b+ ¢) = (z1,x2) (3.6)
é preciso que (3.7)

a+c=ux1 (3.8)

b+c=x2 (3.9)

donde deduzimos que (3.10)
a—b=x1—23=a=x1—22+b (3.11)
substituindo na primeira equagdo (3.12)
T1—To+b+c=x (3.13)

c=x2—b (3.14)



Conclusao, os trés escalares a, b, c necessdrios para gerar
(mh x?)

a partir de

by = {(L 0)’ (0’ 1)’ (1’ 1)}
podem ser obtidos de muitas maneiras a partir de uma escolha feita de b.
Quer dizer que ndo € ’'unica a forma de gerar

(z1,22)

a partir de
{(1,0),(0,1),(1,1)}

porque tem excesso de informacdo neste conjunto. Alids, jd haviamos visto
que o conjunto

{(1,0),(0,1)}
era suficiente para gerar o R2.

Portanto by, by, by sdo geradores de R2.

O projeto

Os exemplos acima mostraram que um conjunto de geradores nao precisa ser
Unico .

O nosso projeto agora é encontrar um conjunto 6timo para gerar um espago
vetorial. Este conjunto 6timo serd chamado de base do espaco. Nos também
veremos que mesmo os conjuntos que caracterizamos como dtimos tao pouco
serao unicos a quantidade dos elementos da base serd 'unica e ira caracterizar a
dimensao do espaco.

3.2.1 Dependéncia linear

Em Algebra Linear, redundancia significa Dependéncia linear.

Definigao 14 Dependéncia linear Um conjunto de n vetores € dito linearmente
dependente se um dos vetores do conjunto pode ser escrito como combina¢ao
linear dos demais.

Alguns exemplos.

Exemplo 7 Vetores linearmente dependentes

1. O conjunto de vetores E = {(1,0),(0,1),(1,1)} € linearmente dependente

no R2 por que
(1,1) = (1,0) +(0,1)

e portanto o vetor (1,1) pode ser escrito como combinagdo linear dos ou-
tros dois.



2. Dois wvetores colineares sao linearmente dependentes porque um deles é
combinagao linear do outro (uma combinagdo liner) unitdria, (lembre-se
do fatorial de zero...) Melhor, dois vetores colineares se encontram sobre
uma mesma reta (passando pela origem, porque?).

(a) Eles podem ter mesmo sentido, e entdo existe um escalar positivo per-
mitindo passar de wm para o outro, veja na figura (fig. 3.2) pdgina
75, os vetores colineares de mesmo sentido, u,v e 0s vetores coline-
ares, mas de sentidos inversos, w, z.

Em ambos os casos temos a combinacao linear

U=TU; WwW=S82

Vetores colineares

Figura 3.2: Vetores colineares sdo linearmente dependentes

(b) Um dos exercicios que vocé fez () estabelecia que se fossem dados
tres vetores nao colineares dois a dois no plano, seria possivel com
eles montar um triangulo e portanto a resultante destes vetores (com
escalares adequadamente escolhidos) seria nula:

Au+av+yw =0 (3.15)
w=—2u— 2y (3.16)
B! B!

a segunda linha € possivel se X\ # 0 e isto é sempre possivel se 0s
vetores nao forem colineares dois a dois.

Podemos tirar a hipdtese restritiva de que os vetores nao sejam co-
lineares dois a dois, o que pode resultar num tridngulo degenerado,
um tridngulo que fique em cima de uma reta (lembre-se do fatorial de
zero...). Neste caso um dos escalares da combinagao linear pode ser



zero e o caso dos tres vetores recai simplesmente no item anterior:
vetores colineares.

O seguinte resultado é usado como definicao de linearmente dependente.

12 Dependéncia linear

Seja E{uy, ug, - upn} um conjunto de vetores linearmente dependente, entdo
existe uma combinacdo linear nao trivial tal que

Atug + Ao +us + -+ Apu, =0

,‘ Por combinacgdo linear trivial entendemos aquela em que todos os coeficientes
sao nulos.

Se € assim entdo, como alguma dos escalares € diferente de zero, seja, sem restringir a
generalidade, A1, temos

e u1 pode ser escrito como combinacgdo linear dos demais.
Reciprocamente, se algum dos vetores, por exemplo ui puder ser escrito como combina¢do
linear dos demais entao podemos escrever a combinacao linear ndo trivial

Atur + A2 +Fuz + - Apup =0
Isto mostra, como pretendiamos, que o resultado € equivalente a defini¢ao de dependéncia
linear.

Enfim, se um conjunto de vetores for linearmente dependente, por defini¢ao,
pelo menos um dos vetores do conjunto pode ser escrito como combinagao linear
dos demais, entao o conjunto é reduntante. Entao este vetor que pode ser escrito
em termos dos outros pode ser retirado do conjunto uma vez que os outros
ja o representam. Vamos partir desta iéia para montar o conceito inverso de
dependéncia linear.

Suponhamos que do conjunto de vetores

E{ui,ug, - u,}

se tenha tirado toda a redundancia possivel e portanto nenhum vetor do con-
junto pode ser escrito como combinagao linear dos demais. Entao pelo teorema
acima a combinagao linear

AUl + Ao +us + - Apu, =0

s6 pode ser a trivial: os escalares todos sdo zeros. Assim temos a defini¢do do
conceito inverso de dependéncia linear:

Definigao 15 Independéncia linear Um conjunto de vetores
E{uy,ug, - -un}
¢ linearmente independente se e somente se
AUl + Ao +us + - Au, =0

for a combinacdo linear trivial: todos os coeficientes sao nulos.



Exemplos

Um critério pratico para testar se uma colecao de vetores é linearmente inde-
pendente consiste em

e Escrever uma combinacao linear nula dos vetores;

e Verificar se a solucao dos sistema, as varidveis sao os escalares-oeficientes
da combinacao linear, é a trivial (zero).

Exemplo 8 Conjuntos linearmente independentes

1. Polinomios Um resultado muito usado na Escola Secunddria diz que se
um polinomio for identicamente nulo

ant™ + ap12" P+t ax+ag=0

entao todos os coeficientes sao nulos.

PO’I”qUB 0s vetores
:En7xn—17 ez, 1

sao linearmente independentes. Um polinémio de grau k ndo pode ser
escrito como combinacao linear de polinomios de grau diferente de k.

2. Qual € o significado de uma equacdo Uma equagdo, por exemplo

22 —20—-15=0=22=22+15

somente € verdadeira para um numero finito de valores da incongnita.
Numa equagdo do grau n, para exatamente n wvalores da incdgnita (no
caso de polinomios sobre o corpo dos complexos). Ou seja

2 —2x—15#0.
mas 2 — 2z — 15 = 0 € verdadeira para x € {—3,5}. Insistindo, os vetores

22, 2,1 ndo sdo linearmente dependentes.

3. Dois vetores nao colineares Dois vetores ndao colineares sao linearmente
independentes.

4. Trés vetores nao colineares no plano sdao linearmente dependentes, ver exercicio
8, 70. A resultante € necessdariamente nula.

5. Trés vetores nao colineares no “espaco” nao precisam ser linearmente de-
pendentes. Porque suas coordenadas sao a matriz de um sistema de equacgaoes.

Considere os tres vetores, ui,us, us e uma combinacdo linear nula deles:

A1uq + Ao + Asuz =0 (317)
u11A1 + ureA2 +uizAz =0
U1 A1 + Uoa Ao + UszAs =0 (318)

Uz1 A1 + ug2 Ao +uzzdz =0



uil Uiz U13

Se det( U1 Uy U3 ) #0 (3.19)
U3l U2 U33

entdo o sistema tem solugdo Unica (3.20)

e como o sistema € homogéneo, a solucao unica € zero.

Podemos enunciar um outro critério préatico para verificagao da independéncia
linear de uma colegao de vetores:

13 Independéncia linear

Uma colegao de vetores

Upy -y Up

€ linearmente independente se det(uy, -, up) #0

,‘ Porque o sistema de equagdo lineares cuja matriz for as coordenadas dos

vetores

terd solugao unica.

As expressoes linearmente dependente e linearmente independente sao comu-
mente abreviadas usando-se as iniciais: [.d.,l.i..

UL, ", Un

3.3 Dimensao

H4 algum tempo estamos falando de geradores de um espaco. Agora temos as
condicoOes necessarias para deixar esta questao fechada.

As combinacoes lineares de um conjunto de vetores geram alguma coisa,
um espago de vetores, um espago vetorial. Se a colecao de vetores for 6tima,
(nado redundante), linearmente independente, entao o nimero de elementos desta
colecao é uma caracteristica do espago chamada dimens&o.

Definigao 16 Dimensdo
A dimensdo de um espaco vetorial é o niimero de vetores linearmente inde-
pendentes necessdrios para gerd-lo.

Exemplo 9 Dimensao

1. O plano tem dimensdo dois Porque trés vetores no plano sao l.d., veja
exercicio 8, 70.

2. O espag¢ 3D tem dimensdo trés Porque dois vetores sdo insuficientes para
gerar o espa¢ que convencionamos chamar de 3D. Quatro vetores no espago
38D sao l.d. Consequentemente o niumero exato de vetores necessdrios para
gera o espaco 3D € trés vetores L.




3. A dimensdo € um numero dtimo Para cada espago vetorial existe um niumero
otimo de vetores l.i. que o geram. Qualquer conjunto de dois vetores l.i.
geram o plano. Qualquer conjunto de trés vetores l.i. geram o espaco
3D. Dizer que um espago € de dimensdo n significa que € necessdrio um
conjunto de n vetores l.i. para gerd-lo.

4. Espago de dimensdo quatro Considere o conjunto sequinte de polindomios:

E={1,1+z1+z+2%c+22+23 2% 2% + 23}

O conjunto consiste de 6 vetores, e a pergunta é: qual é a dimensao do
espacgo que eles geram? Para responder a esta pergunta o primeiro passo €
verificar se o conjunto € l.i. e se nao for, extrair deles vetores excedentes,
tornd-lo nao redudante. Uma rdpida inspec¢ao nos chama atengdo de que
existe mais de um polinémio contendo x> o que € indicio de que o conjunto
€ l.d. Verificando, vamos colocar os vetores do conjunto de geradores entre
paréntesis para deixar claro o que estamos fazendo.

s+ +2d =)+ @)+ (1 +2)-(1) (3.21)

0 que mostra que o vetor x + 22 + 23 pode ser escrito como combinagao
linear de quatro outros elementos do conjunto E. Portanto E nao é um
conjunto l.d. de vetores. Retirando x + 2% 4+ 3 do conjunto e temos:

Ey={1,1+2,1+2+2% 2 2% + 23}

Por razao semelhante identificamos outro polinémio que pode ser retirado
do conjunto:

P24+ =0)+Q4+z+2%) - (1+2)
e assim vamos obter
By ={1,14+z,14+z+ 22 2%}

Agora nenhum dos vetores de Es pode ser escrito como combinagao linear
dos demais, sendo entdo o conjuntoEs l.i. e assim gerando um espago
vetorial de dimensdo 4. O conjunto dos polinémios de grau menor ou
igual a 3 € um espaco vetorial de dimensao 4.

5. Espago de polinomios Vamos resolver a questdo anterior de forma dife-
rente,usando diretamente a definicdo de dependéncia linear. Primeiro es-
crevemos a combinagdo linear dos elementos de E (colocamos os “gerado-
res” entre paréntesis), depois rearrumamos a expressao de acordo com as
poténcias de x (equivaléncia de expressoes algébricas).

A1) +A2(1+2) + Aa(1+a +2?) +
+Aq(x + 22+ 2%) + A5 (23) + Ag(a? +2%) =0



AMF+A+A3)+ A+ A5+ Az +
Jr(/\g+/\4+>\6)1’2+(/\4+>\5+>\6)3}3EO
AM+X+A3 =0
Ao+A3+Xdy =0
As+A+X =0
AM+As+Xr =0

As—As =0 A3 = As
)\2_)\6:0 = )\2:)\6
A=A =0 Al=MN\

AM+X+A3 =0
Ada+A3+A =0
A3+ A+ =0
M+A3+A =0
A+A+A3=0

que reduz as varidveis a apenas treés.

Observe que as varidveis sao 0s numeros \; e que 0s polindmios sao 0s
dados do problema, e portanto as constantes.

O sistema de equagoes fica reduzido a uma equacdo para a qual podemos
encontrar a solucdo particular

A =0 ;lambdas =1 ; A3 =—1
donde deduzimos que, nao necessdriamente:
AM=X=A3=X =Xy =X=0

portanto o conjunto de vetores

E={1,1+x1+z+2%z+22+2° 2% 2+ 2}
é l.d.

Este método nao conduz a resposta tmediata sobre a dimensao do espaco
gerado pelos vetores, mas wma prdtica na solucao de sistema lineares per-
mite deduzir qual a dimensao diretamente deste resultado, como veremos
depois. No momento nao resta outra saida que descobrir quais os vetores
que podem ser escrito como combinacgao linear dos outros e retird-los do
conjunto E como jd fizemos anteriormente.

Exercicios 4 Dependéncia linear

1. Para que valores de a o0s vetores
(a,3,6),(1,a,—2),(0,-1,2)

sao linearmente dependentes.



Falamos até agora em conjunto gerador de um espago vetorial e mencionamos
a dimensao. Agora vamos aprender a calcular a dimensdo de um espago
vetorial

Os exemplos que desenvolvemos mostram que podemos ter véarios geradores
para um espago vetorial, os polinémios de grau menor ou igual a trés podem
ser gerados por

By = {1,z,2%, 23} (3.22)
Ey={1,14+z,1+ 2+ 22 2%+ 23} (3.23)
Es={l,14z,1+z+2%1+z+2% a3 2%+ 23} (3.24)

e ndés queremos descobrir qual é o conjunto gerador étimo. Veremos, e inclu-
sive a heuristica nos ensina isto, o 6timo é relativo a conjunto de fatores. E
neste caso vamos ver que existem varios geradores 6timos, mas eles terao algo
em comum que chamamos dimensao.

3.4 O R* tem dimensao quatro

Entendemos que o R* é o espaco abstrato que serve de modelo para o espaco
fisico em que vivemos (o espago-tempo). Consequentemente desejamos poder
“medir” este espago ou “registrar” posicoes em quatro “eventos” independentes
que chamamos largura, profundidade, altura e tempo (ou outros nomes quaisquer
que tenham um significado comum com estes).

Da Fisica nos vém o conjunto de vetores

& ={e1 =(1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1) }

que podemos mostrar que é um conjunto L.i.

Ale;p + A2e5 + A3ezhdey =0 ( )
A1(1,0,0,0) + A2(0,1,0,0) + A3 = (0,0,1,0) + Ay = (0,0,0,1) = 0 (3.26)
(/\1707070)+(07/\27070)+(0707 )‘3>0)+ (070707 )‘4) =0 ( )
Al=X2=XA3=XM=0 (3.28)
e podemos mostrar que todo elemento de R* pode ser obtido como combinacao

linear dos elementos de E

4
R* > (a1,a2,a3,a4) = > \pex (3.29)
k=1

(a1,a9,a3,a4) = (A1,0,0,0) + (0, A2,0,0) + (0,0, A3,0) + (0,0,0, Ay) =8.30)
)\1:a1;>\2:a2;>\3:a3;/\4:a4 (331)

Podemos também mostrar que um conjunto com mais do que quatro vetores,
em R* ser4 1.d. Considere um conjunto formado por cinco vetores

4, _
v1,V2,V3,V4,05 € R™ 5 v; = (Ui1711¢27vi3,vi4)



e vamos testar a combinagao linear trivial destes vetores, tomamos 5 escalares
arbitrarios (as varidveis deste problema)

A1, A2, A3, g, Ag

A1 + Agvg + Agvg + A\vg + Asus =0 (332)
(A1v11, A1z, A1v13, Aqvig)+
(A2v21, Aoz, Ag¥23, Aavag )+
(A3v31, A3U32, A3U33, A3u34 )+ (3.33)
(A4v41, AgVa2, AgVa3, Agvaa)+
(AsVs1, AsUs2, AsUs3, Asvss) = 0

V11AL + V21 A2 +U31A3 + V1A +Us1A5 =0

V121 + V22 A2 + U32A3 + Va2 Ay + Us2Asvs2 =0 (3.34)
V13A1 + V23A2 + U33A3 + V43A4 + U535 =0 ’
V14A] + V24 A2 + V34 A3 + Vgg Ay +UssAs =0

Podemos escalonar este sistema, considerando de cada uma equagao e multi-
plicando o seu primeiro coeficiente nao nulo pelas equacoes que fiquem abaixo,
somando duas a duas e substituindo a soma por cada uma das equagoes. Antes
vamos escrever somente a matriz do sistema (a varidvel nao vale mesmo nada...)
para economisar espaco e fazer o escalonamente apenas na matriz do sistema.
N&o precisamos nos preocupar com a matriz dos termos independentes (matriz
dos dados) pois sdo todos zeros e as combinagoes lineares feitas com eles re-
sultardao em outros tantos zeros. E o que acontece com sistemas homogéneos.
Quando o sistema nao for homogéneo temos que acoplar a matriz dos dados,
uma coluna a mais, para acompanhar com ela as combinagoes lineares feitas
com o resto da matriz, linha por linha. Este nao é o caso aqui.

Vi1 V21 V31 V41 Us1
V12 V22 U3 V42 Us2 (3.35)
V13 V23 U33 V43 Us3
V14 V24 U34 V44 Usg

Anulando o primeiro termo de todas as lilnhas a partir da segunda:

V12011 V12021 V12031 V12041 V12051
—V12V11  —U22V11 —U32V11 —U42V11 —Us2V11 (3 36)
V13 V23 V33 V43 Us3
V14 V24 V34 V44 Us4

com a hipétese de vy; # 0. Se v1; = 0 permutamos todas as colunas da matriz
até encontrar um elemento diferente de zero na primeira posi¢do. Se isto nao
for possivel, quer dizer que v1 = 0 e ai o conjunto de vetores ji ’e 1.d. (um
conjunto de vetores contendo o zero é 1.d.)



U1

—

V21 V31 V41 Us1
0 (vigvar —v11v22) (Vi2v31 — v11v32)  (VigVa1 — v11va2)  (Vi2Us1 — V11Us2)
0 (vizver —v11v23) (V1331 —v11v33) (Vi3var — v11v43)  (V13Us1 — V11U53)
0 (vigvar —v11v24) (V1av31 — v11V34) (V14041 — V11Va4)  (V14U51 — V11V54)
(3.37)
Podemos renomear os coeficientes constantes da equagao acima, é assim que
se faz num programa de computagdo, e mesmo em textos de Matematica: “fa-
zendo”

Vo2 = (U121)21 - U11U22)U32 = (11121)31 - U111132)U42 = (U12U41 - 11111)42)1)52 = (U12U51 - 1111?152)
V23 = (U13U21 - U11U23)U33 = (11131)31 - U111133)U43 = (U13U41 - 11111)43)1)53 = (U13U51 - 1111?153)
Vg = (U14U21 - U11U24)U34 = (11141)31 - U111134)U44 = (U14U41 - 11111)44)1)54 = (U14U51 - 1111?154)

Podemos voltar a utilizar a mesma expressao simples da matriz incial para voltar
a fazer as contas (e dentro de um programa este processo de re-utilizacdo das
varidveis acontecem dentro de um lago ao fim do qual a matriz fica escalonada)
veja sistema.pas em [13]. Teremos entao

Vi1 V21 V31 V41 Vsl
0 wva2 w32 w42 Us2 (3.38)
0  wa3 w33 w43 Us3 '
0 wvoq4 V34 V44 Ussa

e vamos aplicar a esta matriz o mesmo processo para anular suas entradas na
segunda coluna a partir da terceira linha:

V11 V21 V31 V41 Us1
0 wva2 w32 w42 Us2 (3.39)
0 0 w3z w3 vs3
0 0 w3qg wvag Usa

a qual vamos aplicar o mesmo processo para anular as entradas da terceira
coluna a partir da quarta linha:

Vi1 V21 V31 V41 Usi
0 wva2 w32 w42 Us2 (3.40)
0 0 w33 waz ws3 '
0 0 0 V44 VUs4

Podemos agora repor as varidveis \; (necessidade psicolégica) para resolver o
sistema. Basta fazé-lo, para os nossos propdsitos, com a tltima equacgao com a

qual teremos:
Us4
Vaads +vsaAs = 0= Ag = —— A5
V44
se vgq 7# 0 Se vgy = 0 entdao A5 = 0 e Ay é qualquer, portanto ndo necessariamente
zero, e a conclusao foi atingida, o sistema nao necessiariamente tem a solugao
tnica
M=X=A3=XM=X5=0



ou ainda tem uma solucan nao trivial o que significa, pela definicao de de-
pendéncia linear que o cinco vetores no R* sdo 1.d. como queriamos mostrar.

A principal conclusdo aqui é que o maior nimero de vetores 1.i. no R* é
quatro, consequentemente qualquer conjunto de geradores deste espaco formado
de vetores 1.i. tera quatro vetores. E isto que caracteriza a dimensao de R* como
sendo quatro. Demonstramos assim

14 A dimensao do R* A dimensdo do espaco vetorialR* sobre o

corpo dos numeros reais, € quatro.

Observagao 7 O padrao lico para indices de matrizes E’preciso comentar que
desobedecemos o padrdo lico na denominagao (indices) da matriz do sistema.
Fomos forcados a isto pela notagao dos vetores v;. Mas sempre que possivel se
evita fazer isto, aqui teria tornado a notacdo, inutilmente, mais complicada.

A maneira de evitar isto teria sido definir uma matriz A = V' em que
V = (vij)ij. Preferimos, momentaneamente, desobedecer o padrdo.

3.5 O Rjs[z] tem dimensao quatro

J& sabemos, ver exercicio (ex.4 ), pagina 79, que o espago vetorial dos polinémios
de grau menor ou igual a trés tem dimensdo 4. Mas ainda restam alguns for-
malismos para serem preenchidos.

R;[z] é o espago vetorial dos polinémios com grau menor ou igual a 3. Temos
que comegar mostrando que Rg[z] é um espago vetorial.

1. A adicao obedece as regras da adig ao de expressoes algébricas o que torna
intuitivo que tem todas as propriedades que se espera para adicao de
ndmeros e vamos assim nos poupar de demontragoes que parecem inutess.
Mas o leitor desejoso de se aprofundar deve aceitar mal esta proposta e
deve mostrar que (Rg[z],+) é um grupo comutativo.

2. A multplicagdo por um escalar Quando multiplicarmos um polinémio por
um escalar, a alteracao se d4 apenas nos coeficientes, é a regra algébrica.
Vamos escrever isto formalmente:

Aasz® + asz? + a1 + ag = (3.41)
= Aazz® + Nagz? + - + dayw + Aag (3.42)

Consequentemente o grau do polindmio é mantido e portanto a multi-
plicagdo por um escalar real produz um elemento de Rg[x].

Na prdtica (e vocé vai logo ver que é muito mais do que isto), ao multiplicar
o escalar A\ pelo polinémio

asx® + asx® + a1z + ag
tudo se passa como se estivessemos multiplicando o escalar A\ pela énupla

(a37 az, a1, ao)



que é um elemento de R?.

Consequentemente as propriedades da multiplicacdo (assim como as pro-
priedades da adigdo) tém uma demonstragdo semelhante as que fizemos
na péagina 66. Vamos rapidamente mostrar isto:

(a) Vale a associatividade & esquerda

a(A(P(z)) = (aA) P(z)

porque,
a(AP(z)) = (3.43)

a(Mazx® + axz? + ayx + ag) = (3.44)

a(Aazz® + Naxz? + Aa1x + Aag) = (3.45)

(aN)azz® + (aX)agz? + (aN)arx + (aN)ag) = (3.46)

(aN)P(x) (3.47)

(b) o elemento neutro da multiplicagao néo altera o multiplicando (néo
podemos dizer que ele é um elemento neutro...) porque

1-P(z) =1-(asz® + apaz® + a1x + ag) = P(z)

(¢) o elemento neutro da adigao torna nulo o multiplicando porque todos
os coeficientes sao anulados.

(d) Vale a distributividade da multiplicagéo por um escalar relativamente
a soma de vetores porque

P(z) = az17° + az @ + a1z +apr (3.48

Q(z) = agyr® + aga® + arpw + agy (349

P(z) +Q(z) = (3.50

(as1 + a32)x3 + (ag1 + ago)x? + (a1 + ar2)r + (ao1 + ag2) (3.51

(3.48)
(3.49)
(3.50)
(3.51)
AP(2) +Q(x) = (3.52)

= Masy + az)z® + )

+A(a21 + aze)z® +  (3.54)

+/\(G,11 + az)r + (3.55)

+A(ao1 +ap2) = ( )

= (Xazy + hasp)z® +  (3.57)

+(Xa21 + Aaz)z® +  (3.58)

+(Aa11 + Aar)r + (3.59)

+(Aaor + Aagz2) = (3.60)

= (Aaz12® + Aag12? + Xay1z + Aagr) + ( )
+(Aagex® + Aaza® + Aarx + Aag2) = (3.62)
AP(z) + AQ(z) (3.63)



Provamos

15 Rgs[z] € um espago vetorial

O exercicio (ex.4 ), pagina 79 termina agora o nosso projeto, Rg[z] é um
espacgo vetorial de dimensao pelo menos quatro, porque tem um conjunto line-
armente independentes, com quatro vetores e cinco vetores serao linearmente
dependentes.

Podemos agora definir dimensdo.

Definicao 17 Dimensao de um espago vetorial A dimensdo de um espago ve-
torial € o nimero mdximo de vetores Inearmente independentes que € possivel
selecionar no espago.

Infelizmente nao podemos sempre calcular a dimensao de um espago vetorial,
o exemplo mais simples para isto é o espago vetorial de todos os polindmios a
coeficientes reais R[z]. Vamos caracterizar isto de uma forma que néo é precisa,
mas ¢ a unica de que podemos langar mao no momento:

16 O espago vetorial R[x] nao € dimensao finita. :

O conjunto de vetores
1a Ty, x"

€ linearmente independente, para que todo n € N. Consequentemente ndo podemos escolher

um nidmero natural como dimensao de R[z].

Néo dissemos que a dimensdo de R[z] é infinita porque o infinito nao é
singular... hé vérios tipos de infinito!

Laboratoério 12 dimensao

1. Complete o conjunto
E={1+x1+2% 2> +2°

para obter uma base para o espa¢Rs[x] dos polinémios de grau menor u
igual a 5.

2. Verifique se o conjunto dos polinomios de grau exatamente 5 € um espago
vetorial.

3. Verifique se o conjunto das fungées reais definidas no conjunto {a,e,i,0,u}
€ um espago vetorial e encontre uma base para este espaco.

4. Considere o sistema de equacdes

x4+ 229 + 323 + 4x4 + D5 =0
—3x1 — 4z — 923+ 224 +25 =0
201 +4x9 + 623+ 224 4+25 =0
3x1 +6x9 +923+8x4+2x5 =0
1 + 229 + 323 + Tx4 + 925 =0



(a) Prove que o conjunto das solugdes deste sistema de equagdes é um
espaco vetorial.

(b) Verifique que os “escalares” x1, o, T3, T4, X5 combinados com os vetores-
coluna, da matriz do sistema, geram o espaco solucao deste sistema.
Calcule a dimensdo do espaco solugdo.

(¢) Verifique que o sistema

T1+ 220+ 3x3+4x4 + 55 =0b
—3x1 —4x9 — 923+ 224 + 25 = by
2x1 +4xo + 623+ 2204 + 25 = b3
3x1 4+ 6x9 + 923 + 8x4 + 225 = by
21+ 2x2 + 3x3 + Txs + 925 = bs

somente pode ter solucao se o vetor b de dados pertencer ao espaco
gerado pelos vetores-linha da matriz do sistema.

5. Mostre que o conjunto-solu¢do da equacao diferencial
17 /!
Yy +aoy +ary=20
€ um espago vetorial. Observe que nao se lhe pede que resolva a equagao.

(em outras palavras, qualquer solugao do sistema é uma combinacao linear
de no méximo cinco escalares com os vetores-coluna da matriz do sistema).

3.6 Isomorfismo

Vamos desenvolver, nesta segdo um exemplo, a semelhanga entre
R* e Ra[z]

de que ja falamos algumas vezes. Vamos finalmente dizer porque e como estes
dois espacgos sao semelhantes.

Ao longo da discussao do exemplo, iremos tirando a teoria geral das relagoes
de equivaléncia entre espagos vetoriais o isomorfismo.

Finalmente vamos enunciar uma grande relacdo de equivaléncia entre os
espagos que vai colocar os espagos R™ como os representantes de todos eles,
ou os C™ se vocé preferir os espagos vetoriais complexos. Claro hé ainda

alguns que ficarao de fora, os espagos de dimenséao nao finita, mas esta é uma

outra histdéria, ou serd outro livro...

3.6.1 O isomorfismo R* = R;|z]

Os espagos R*, R3[z] sdo equivalentes, e a equivaléncia entre espacos vetoriais
se chama isomorfismo:

Definigao 18 isomorfismo



Dados dois espacos vetoriais, E, F se pudermos estabelecer entre eles uma
funcao
T:E—F

que seja linear
T(z+y) =T(z)+T(y) ; T(Az) = \T(z)
e T seja uma bijecao, entao dizemos que os espagos vetoriais E, F' sao isomorfos.

Observe que esta relagao é reciproca, o que esta implicito na afirmagao “F, F’
sao isomorfos”. Quer dizer, se E é isomorfo a F entao F'é isomorfo a E. No
amago desta questdo se encontra que 7,7~ ! sdo lineares. Isto precisa ser de-
monstrado.

Consideremos o isomorfismo

T:-F—F

e a funcao inversa
T7':F—F

que é bijetiva.
Tome agora a combinacao linear

a1y + ooy € F 5y T (x;)

mas
T(Ozl.’El + OZQ.’EQ) = Q1Y + a2y2 (364)
oy + oy = T Hogyr + asys) (3.65)
(3.66)

mostrando a linearidade de T~! que é assim um isomorfismo.

17 Propriedade I das funcoes lineares

SeT : E — F for linear, entdo

T(0)=0

Do)

o que prova que T(0) € o elemento neutro da adigcdo de vetores, o vetor zero: T(0) = 0

0=0+0= T(0) = T(0 4 0) = T(0) + T(0)

A funcdo T : Rz[z] — R? se define por
ag + a1z + azsx? + asz® — (ag, a1, as, as)

transformando um polindmio na matriz dos seus coeficientes.



Como a soma de polinémios se faz somando os coeficientes, entao
T(x+y)=T(x)+T(y).

Como multiplicar um polinémio por um nimero real consiste em multiplicar
cada coeficiente pelo escalar, entao

T(Az) = AT(z).
Mostramos que a fungdo que associa um polinémio a matriz dos seus coefi-
cientes, na mesma ordem,

3

2
ag + ar1x + asx” + azx” — (ao7a1,@2,@3)

é linear?.

Falta mostrar que esta fungéo linear é bijetiva, (injetiva e sobrejetiva). Va-
mos dar um salto abstrato e demonstrar um teorema que resolve rapidamente
esta questdao sempre que precisarmos dela. Continuaremos usando a notagao
acima, mas estaremos pensando agora em espacos F, F' genéricos.

Considere dois vetores z,y € E, temos

T(x)=Ty)=T(x—y)=0 (3.67)
comoT(0)=0entdozx —y=0=z=y (3.68)

Demonstramos a implicagao
Tx)=T(y) =z=y
que é equivalente a
v#y="T(x)#T(y)
que significa que T é injetiva. Mostramos assim o teorema

18 Propriedade I das fungoes lineares Critério de injetividade para funcoes lineares
Uma fungdo linear T : E — F ¢é injetiva se e somente se T(0) =0

Num dos exercicios que vocé ja fez, chamamos a atencao para a importancia
da solucao da equacao
T(x)=0

o “sistema de equagoes homogéneas”. Um dos exercicios mostrou, num caso
particular, que T'(0) é um espago vetorial. Vamos mostrar isto para uma trans-
formacgao lienar qualquer.

Vamos comecgar com uma defini¢do:

Definicao 19 Nicleo de uma transformacdo linear

Seja T : E — F uma transformacgao linear.

O espago solugio da equagao T(x) = 0 se chama nicleode T, identificado
com uma das notagoes Ker(T) ou Nuc(T).

2se a ordem for permutada, ainda é linear... exercicio



A adigdo de solugoes Considere duas solugées, x1,xo da equagio T(x) =
0. Somando:

(1) = 0 (3.69)
T(rs) = 0 (3.70)
(3.72)

e portanto a soma de solugoes € uma solucao.
Propriedades da adicao de solugoes

1. comutatividade A adig8o de solugdes é comutativa porque x1+To = To+11
em E.

2. existéncia do elemento neutro pela propriedade I das fungées lineares (Te-
orema 17).

3. ewisténcia do inverso aditivo Considere uma solugao x. Para qualquer es-
calar \ temos

T(A\z) = A\T(x)
e portant, quando X = —1 teremos
T(—x)=T(-1x) = -1T(z) = -10=10
e assim se x € Ker(T) entao —x € Ker(T).

4. associatividade da adi¢do A adig¢ao é associativa € associativa em E logo
tem que sé-lo em um seu subconjunto Ker(T).

Mostramos assim que (Ker(T),+) € um grupo comutativo.
Multiplicacao por um escalar
Jd mostramos que, logo acima, que se T(x) =0

T(Ax)=AT(x) =X0=0

portanto o Ker(T) € estavel frente a multiplicagdes por escalares. Vejamos as
propriedades desta multiplicacdo:

1. A associatividade & esquerda vale em Ker(T) porque vale em E de quem
Ker(T) ¢é subconjunto.

2. o elemento neutro da multiplicacdo nao altera o multiplicando, vale em
Ker(T) porque vale em E de quem Ker(T) é subconjunto.

3. o elemento neutro da adigdo torna nulo o multiplicando vale em Ker(T)
porque vale em E de quem Ker(T) é subconjunto.

4. a distributividade da multiplicacdo por um escalar relativamente a soma
de vetores € a propria linearidade de T.




Mostramos assim que

19 Propriedade III das funcdes lineares
Seja T : E — F uma transformacdo linear, entao Ker(T) € um espago
vetorial.

Podemos reformular a propriedade II das fun¢ées lineares dizendo

Teorema | 20 Niucleo de transformacoes lineares injetivas

SeT : E — F for uma transformagao linear injetiva, entdo Ker(T) = {0}
€ o0 espaco vetorial trivial.

Retornando ao nosso projeto, a equivaléncia entre os espagos R* e Rs[x],
vemos que transformagao inversa

(0,0,0,0) +— 04 0z + 022 4+ 02> =0

quer dizer que Ker(T) = 0 portanto, injetiva, e identificamos Rs[z] com um
subconjunto do espaco vetorialR.

Precisamos mostrar que T é sobrejetiva. Tome uma énupla (ag, a1, as,asz) €
R? a ela corresponde a imagem inversa ag + a1z + asz? + agx® portanto T é
bijetiva. Demonstramos que

21 Rs[z] e R? sdo isomorfos

As contas para provar que

22 R, _1[z] e R™ sdo isomorfos

sao absolutamente semelhantes as que fizemos acima. E um exercicio instru-
tivo faé-las detalhadamente porque obrigard o estudante a treinar redacao ma-
tematica e escrever notagoes adequadas para fazer a adaptacao do que escreve-
mos, para 0 novo caso.

3.6.2 R" - o paradigma da dimensao finita

Na solugao dos exercicios da segao anterior, que o leitor podera encontrar na
secao final deste capitulo, usamos com frequéncia a identificagao de espagos com
o eapaco R”.

Vamos desenvolver agora a demonstracao de que os espagos R” ; n € N
servem de representantes para qualquer espago vetorial de dimensao finita.

Considere um espaco vetorial abstrato E de dimensao finita. Dizer que E tem
dimensao n significa que podemos encontrar exatamente n vetores linearmente
independentes em E formando um conjunto de geradores, uma base para F.

Selecionemos um tal conjunto

E={e,ez,e3,--€n}



Dizer que & geral E significa que dado = € E podemos encontrar exatamente

n escalares
)\17/\27/\37 o )\n

4 tal que
n
T = Z )\kek.
k=1

Se a selegao dos vetores que gera E nao é 'unica, ja vimos diversos exemplos
disto, entretanto, quando selecionarmos um conjunto de geradores, relativa-
mente a este conjunto de geradores, a colecao de escalares é 'unica. Suponha
que nao seja assim, que possamos escolher duas colecoes de escalares

A1, A12, A3y A

a1, A2z, Aoz, - - Aoy
tal que

n n
T = E Ager = E Aakek
k=1 =1

entao podemos subtrair as duas somas tendo

> (k= Aak)er =0

k=1

e como os vetores exk € {1,---,n} sdo l.i. entdo
(A1k = A2k) = 0= Aip = Ao

é uma tunica colecao de escalares. Demonstramos o
Teorema | 23 Unicidade da combinagdo linear Dada uma base

E={e1, -en} = (ex)k=1..n

para o espacgo vetorial E, existe uma unica colecdo de escalares
/\17 e >\n

tal que
n
T = Z )\kek.
k=1

Esta unica colecao de escalares cuja combinacao linear representa x em E €
chamada de coordenadas de x relativamente a base

E={e1, -en} = (er)k=1..n

3observe um defeito de notagdo, n pode ser 1, corrija os autores

4 mesmo erro...



Nao poderia ser diferente disto, escolhido um referencial, uma base para o
espago, as coordenadas de qualquer vetor, relativamente a este referencial, sao
Unicas.

Estamos em condicoes de encerrar o nosso projeto:

e Dado um espaco vetorial ¥ de dimensao n;

e fixada uma base (ey)r=1..n, para este espago;

e Podemos associar de forma tnica a cad x € E uma colegao de escalares

)\17 o )\n = ()\k)kzl...n
a menos de alguma permutacao do conjunto dos escalares.

e Fica assim definida pelo menos uma transformacao linear

E L R (3.73)
Esz—T(x)=(\, -, ) €R" (3.74)

garantida pela unicidade das coordenadas de x relativamente a base esco-
lhida.

Temos que provar que esta transformacao é linear e bijetiva, portanto um
isomorfismo de espacos vetoriais.

e A linearidade

Tome x1, 29 € E. A cada um deles corresponde uma énupla de coordena-
das,

T(z1) = (211, -, T10), T(22) = (w21,...,T2,)
Se somarmos as combinacoes lineares que representa cada um deles em E
teremos
T(.’El—‘r.’tg) = (.’EH +1‘21,...,[E1n+1‘2n) = (375)
= (11, .., T10) + (T21,. .., Top) = =T(z1) + T(zAB.76)

Tome agora z € E, A € R teremos

T(Ax) = (Az1, ..., Azy,) = (3.77)
=ANz1,...,2n) = = \T'(z) (3.78)

e injetividade Considere o Ker(T) a imagem inversa de um conjunto de
coordenadas nulas
(0,...,0) e R"

a ela corresponde uma combinacao linear nula, logo o vetor zero de FE.
Portanto Ker(T) = {0} e T é injetiva.



e bijetividade Considere um conjunto de coordenadas
(A, An) €R”
a combinacao linear
n
E Ak€k
k=1
representa um tnico elemento x € F que é a imagem inversa deste con-

junto de coordenadas por T' que ¢é assim sobrejetiva.

Provamos assim que

24 Isomorfismo de espagos de dimensao n I Qualquer espago veto-

rial de dimensao n € isormorfo ao espagco R™.

Observagao 8 Nao unicidade dos isomorfismos Uma simples permutac¢ao da
ordem dos vetores da base altera a definicdo do isomorfismo

T
EFE—R"
Isto mostra que o isomorfismo entre dois espa¢os ndo é ‘unico.

Queremos ir além um pouquinho. Dados dois espago vetoriais de dimensao
n, nao somente eles sao isormorfos com R™, mas entre si.
Para vé-lo, considere dois espacos vetoriais F/, F' de dimensao n e os isomor-
fimos
EZS R F 22 R"

Como T é bijetiva, logo inversivel, temos

EZ R F (3.79)
g4 p (3.80)
(3.81)

e nos queremos provar que a composta TooT; é linear.
Considere

T1,%2, \T1 + Aoxg € E (3.82)

Ty (A1 + Aoza) = ( )

AT (z1) + AT (2) (3.84)

To(MT1(21) + AT (22)) = MTo(Th(21) + AT (T (22)) (3.85)
TooT) (M1 + Aaza) = MT0T1(21) + AoTo0T (z2) ( )

Assim T50T] é linear, bijetiva portanto um isomorfismo e E, F' sdo isormor-
fos.



Teorema | 25 Isomorfismo de espacos de dimensao n II Quaisquer espagos
vetoriais de dimensao n sao isormorfos entre si.

Isto torna a relacao isomorfismo uma relacao de equivaléncia entre os espacos
vetoriais. Vamos denotar o isomorfismo entre dois espagos vetoriais com o
simbolo ~, temos entao:

e reflexividade A transformacao linear identidade é um isomorfismo:

E~F

e simetria
EFx~F=F=~F

e transitividade
Ex~xFeF~G=FE~G

3.7 Morfismos de espacos vetoriais

Também chamados por alguns autores, de homomorfismos de espagos vetoriais.

Os isomorfismo sao muito radicais, e a radicaliza¢do parece ser um defeito,
hoje em dia. Vamos considerar uma forma mais amena de relagao entre os
espagos, 0S8 morfismos.

Para ter um morphismo entre dois espacos vetoriais, basta ter uma trans-
formagao linear entre eles. Vocé pode dizer que estamos apenas trocando o nome
das transformagao lineares, dizendo que agora as chamaremos de morfismos. E
verdade.

Observagao 9 Morfismos

E verdade que estamos criando um conceito aparentemente gratuito, mas
€ possivel ver de uma forma mais ampla, que englobe diversas estruturas ma-
temdticas, os tipos de fungdes que operam entre duas estruturas preservando as
propriedades bdsicas das estruturas, como € o caso das transformagoes lineares
que preservam a linearidade entre espacos vetoriais. Um outro exemplo disto
sdo as fungoes continuas, que preservam as propriedades basicas dos espacos de
fungoes continuas e sao assim um tipo morfismo dos espacos topoldgicos que €
a estrutura natural onde se pode definir continuidade.

Podemos dizer que Matemdtica € uma teoria de modelos, que criamos, em
Matemdatica estruturas compostas de objetos e dos morfismos entre eles. Ape-
nas para que vocé compreenda que esta ndao € uma generalizacdo gratuita, as
estuturas computacionais modernas vem se beneficiando fortemente desta forma
descrever as relagoes entre os objetos.

Exercicios 5 Dimensdo

1. intersecao reta plano




(a) Descreva as possiveis intersecées entre uma reta e um plano

(b) Justifique por que, se a interse¢io de uma reta com um plano ti-
ver dois pontos distintos, entdo a reta estd contida no plano (€ um
subespago do plano).

(¢) Justifique por que a dimensdo maxima da intersecio de uma reta com
um plano, se a reta ndo for um subespaco® do plano, é zero.

(d) Justifique que se uma reta tiver interse¢do vazia com um plano, uma
reta perpendicular a ela intercepta o plano em exatamente um ponto.

2. intersecdo reta® e espaco

Generalizar a questao anterior discutindo as possibilidades de interse¢dao
de uma reta com um espaco tridimensional.

3.8 Dimensao e variedade

Falando de uma forma imprecisa, mas que expressa o fundamental, dizemos que
se uma equacao tiver apenas uma “variavel livre” ela representa uma curva. Se
tiver duas “variaveis livres”, representa uma superficie...

Vejamos um exemplo.

Exemplo 10 Varidvel livre

Considere a equacao w = F(x,y, z), uma fungao de tres varidveis.

Dizemos que w € uma varidvel dependente porque seus valores sao deduzi-
dos dos valores que dermos a cada uma das varidveis x,y, z. Consequentemente
as varidveis T, y, z se chamam livres porque a elas podemos associar, arbitraria-
mente valores. Observe que este conceitos sao difusos porque podemos intercam-
biar a posicao das variaveis e, consequentemente, considerar outra das varidveis
como dependente...

O que interessa aqui é a “quantidade de varidveis livres”, trés.

Por exemplo, poderiamos calcular, se o ponto (—3,0,2) estiver no dominio
de F, usando um pacote computacional, scilab, por exemplo, que € software
livre,

F(z,y,2) =23+ 322y — 4ay® + ° (3.87)
w(=3,0,2) = F(-3,0,2) ; c =-3;y=0;2=2 (3.88)
w=F(-3,0,2) = —27 (3.89)

Com a mesma forma de pensar, dizemos que as varidveis x,y, z sao livres por-
que atribuimos wvalores de nossa escolha para estas varidveis e assim calculamos
o valor de w associado.

Considere agora a equagao F(z,y,z) = 0.

50 vazio ndo é um espaco vetorial...



Pelo Teorema da Fungdo Implicita7 podemos escrever

r=fi(y,z); y= folz,2) ; 2= fa(z,y),

sob certas condigoes. Isto mostra, usando o mesmo raciocinio anterior, que em
F(x,y,z) =0 existem duas varidveis livres. Portanto

F(x,y,2)=0
representa uma superficie, um objeto de dimensdo 2, enquanto que
w=F(r,y,z)

representa um objeto de dimensao 3.
Observe que vocé pode substituir o zero por qualquer constante. Ao fazermos

w==c

eliminamos uma varidvel, o que pode também ser feito com qualquer das outras
varidveis na expressao. Veja também que se

F(x,y,2)=0
€ de dimensdo 2, uma superficie, entao caberia perguntar o que €
w=F(z,y,z)

tanto do ponto de vista de dimensao, como do ponto de vista geométrico. Dire-
mos logo que € de dimensdo 3 e que lhe daremos o nome de hipersuperficie. E
o método subversivo que adotamos, espalhando as idéias sem discuti-las, para
que vocé se acostume com elas.

O que se encontra por tras do ntimero de varidveis é o conceito de “dimensao”
e uma outra forma de expressar o conteido do parigrafo anterior consiste em
dizer-se que curvas sao variedades de dimensao 1, superficies sao variedades de
dimenséo dois, e que w = F(z,y, z) representa uma variedade de dimenséo trés.

A dimensao é o nimero de varidveis menos um.

Acabamos de introduzir dois novos conceitos, por comparacao: variedade,
hipersuperficie.

Curvas, retas, planos, superficies, sao variedades. A palavra variedade vai
nos libertar da prisao dimensional em que a nossa intuicao geométrica nos acor-
renta e que linguagem que falamos reflete.

Vamos ”definir”, informalmente, variedade. Que o leitor seja critico e veja
aqui uma falha na axiomaética.

"veja no indice remissivo onde se encontra este teorema e o leia agoral



Definigao 20 Variedade O conceito de variedade nos libera da prisao tridi-
mensional da lingua que falamos. Uma variedade é um “objeto geométrico” do
espaco. O grdfico de uma fungdo

{(@,y);y=f(z); R" LR} cR" x R=R""!

¢ uma variedade, também designada pelo nome de hipersuperficie do R*1.

As wvariedades sdo portanto, as superficies, os planos, as retas, as curvas,
0s graficos de fungoes, os pontos. Distinguimos dois tipos de variedades: as
variedades lineares, retas, planos enfim todas cuja equacdo seja uma combinacdo
linear de “coeficientes” com “variaveis” que representam as coordenadas dos
pontos do espaco e as outras, as variedades nao lineares. Mais a frente falaremos
de uma outra classificagao.

e As variedades lineares sdo os grdficos de fungdes lineares que se podem
expressar matricialmente como

R's2x—y="Tux.
e Os hiperplanos sdo as variedades lineares de dimensao mdximal, imedia-
tamente inferior a do espago que estivermos considerando.

e As hipersuperficies sdo as variedades (nao necessariamente lineares) de
dimensao mdximal, imediatamente inferior a do espaco que estivermos
considerando.

Exemplo 11 Variedade e dimensao

e Sabemos o que sao pontos, apesar de que nunca tenhamos visto nenhum.
Sao as variedades de dimensao zero. Sdo os hiperplanos de R e também
s@o as hipersuperficies deste espaco. Neste nivel ndao distinguimos os tipos
de variedade...

o (O proximo item na hierarquia dimensional, sao as variedades de dimensdo
1, as curvas. As retas sdo variedades lineares de dimensao 1. Uma cir-
cunferéncia nao € uma variedade linear, € uma variedade nao linear de
dimensao 1. As “retas”sdo os hiperplanos do R?, sdo também hipersu-
perficies deste espaco. As curvas sdo as hipersuperficies do R2.

o Seguindo para uma dimensao maior temos as superficies, as variedades de
dimensdo dois. Planos sdo variedades lineares de dimensdo dois. E um
tipo de superficie. Tem superficies que ndo sao planas, nao sao variedades
lineares, sao variedades de dimensao dois. Os "planos”sao os hiperplanos
do R3, as superficies sdo as hipesuperficies do R3.

e Depois temos as variedades de dimensao 3, o espaco em que vivemos € uma
variedade linear de dimensao 3. O globo terrestre, a Lua, os planetas, sdo
variedades nao lineares de dimensao 3. Uma variedade linear de dimensao
trés é um hiperplano do R3.



e Nis vivemos na superficie terrestre, um exemplo de variedade nao linear
de dimensdo dois. O globo terrestre, com o seu interior, € um exemplo de
variedade nao linear de dimensao trés.

e As hipersuperficies sdo as variedades de dimensdo mdximal, imediata-
mente inferior a do espaco que estivermos considerando. Assim

— as "retas”sao os hipersuperficies do R?, como os circulos, as pardbolas,
as elipses. Enfim as curvas sio as hipersuperficies do R2.

— 0s "planos”, a fronteira das esferas, as faces de um cubo, os para-
boldides hiperbdlicos (sela do macaco), sao hipersuperficies do R3.

— Uma variedade de dimensdo 3 contida no R* é uma hipersuperficie
deste espaco.

— Uma variedade de dimensdo n — 1 contida no R™ € uma hipersu-
perficie deste espaco.

Os dois conceitos, hiperplanos, hipersuperficies sdo conceitos relativos. Nao
podemos falar de hiperplanos sem mencionar qual é o espaco em que os consi-
deramos. O mesmo se diga das hipersuperficies.

3.8.1 Hiperplano e hipersuperficie no R*

Mas podemos nos colocar em dimensdo ainda mais elevada, o R* é um espaco
de dimensao 4, porque os seus elementos se expressam usando quatro varidveis
livres

(.Tl, T2, 373,.T4)

todas de sua livre escolha. O espago em que vivemos é uma variedade linear,

um hiperplano do R*. O globo terrestre e os planetas sdo hipersuperficies do
R*.

e hiperplano Uma variedade linear de dimensdo 3 é um hiperplano do R*.
Quer dizer que o R? é um hiperplano do R*. Qualquer translacio R> + 7
é um hiperplano do R*. Nos vivemos num hiperplano do R* a bordo de
uma hipersuperficie do R3.

e hipersuperficie Uma variedade nao linear de dimensao 3 é um hipersu-
perficie do R*. A Terra por exemplo, ndo a superficie em que vivemos,
mas o globo terrestre todo, é uma hipersuperficie do R?.

3.8.2 Um pouco sobre classificacao de variedades

Nem toda variedade tem uma equacao explicita, porém, e isto é consequéncia
do Teorema da Funcao Implicita, que todas as variedades tem uma equacao.
O tipo de equagdo de uma variedade serve para classifica-la:



e Variedades algébricas sao aquelas que tem uma equagao polinomial; Va-
mos incluir neste caso uma variedade que seja definida por um programa
em uma linguagem de alto nivel.

e Variedades nao algébricas quando a equagao que as definem tem expressoes
transcendentais.

o Graficos de fungoes quando tivermos uma fungao

R"OW-LvcRrm
entéo graf(f) serd

— uma variedade algébrica, se f for uma expressao polinomial;
— uma variedade nao algébrica, se f for uma expressiao nao polinomial,

contiver fungbes transcendentais em sua féormula.

e Variedades Diferencidveis sao aquelas cuja expressao que as definem sao
diferencidveis. As variedades algébricas sao diferencidveis, por exemplo.

Definigao 21 Variedades tangentes
Sejam duas funcoes f, g

w Lg%y

e as correspondentes variedades, do tipo “grafico de funcao”, graf(f), graf(g).
Diremos que as duas variedades graf(f),graf(g) sao tangentes no ponto
(a,b) e W x V se houver uma vizinhanga D(a,r) C W tal que

f(a) = g(a) =b
{ f(a+h§fg(a+h) =o(|h]) 5 |l <7 (3.90)

Definigao 22 funcdo diferencidvel Considere W 4, V uma fung¢do continua
definida num aberto W C R™ e tomando wvalores em outro aberto V-.C R".
Diremos que f € diferencidvel no ponto a € W se houver uma fung¢ao linear T
tal que graf(f),graf(T) sao tangentes no ponto a.

fla+h) = f(a) =T(h) = o(|h])

Definicao 23 dimensao de uma variedade linear

As variedades lineares sdo as variedades da forma graf(T) em que T é uma
fungdo linear afim.

Podemos definir de forma natural a dimensao das variedades lineares porque
o grdfico graf(T) é um espago vetorial (afim), entdo a dimensao de graf(T) €
a dimensao do espago vetorial afim graf(T).

Considere uma variedade e uma vizinhanca aberta de um ponto a € Q. Se
houver uma variedade linear graf(T) tangente a 2 no ponto a, entdo diremos
que a dimensao local da variedade 2 em a € a dim(graf(T)).



Exemplo 12 Variedades com componentes de dimensao variada

Observe que a definicdo acima admite a possibilidade de que uma variedade
seja composta de componentes-variedades com dimensoes distintas. Por exem-
plo, uma reta e um ponto que ndao pertenca a esta reta formam uma variedade
que tem uma componente de dimensao zero e outra componente de dimensao 1.

Observagao 10 Grdfico e outros conceitos indefinidos

Observe que precisamos do conceito de dimensdo local para variedades que
nao sejam lineares. As variedades lineares terdo a mesma dimensao em qualquer
de seus pontos, porque sao espacos vetoriais afins. Mas as variedades nao linea-
res podem ser aglomerados os mais extranhos de sub-variedades com dimensoes
locais distintas. Considere “Saturno e seus aneis”, supondo que 0s aneis sejam
de dimensao dois e Saturno de dimensao trés, obviamente, estamos dentro de
um exemplo forcado uma vez que nenhuma variedade do espago x tempo em
que vivemos tem dimensao diferente de trés....

Nao definimos grafico, este conceito fica entre os muitos que iremos usar
implicitamente sem alertar o leitor para isto, afim de nao tornar enfadonha a
leitura.

Vejamos de imediato qual a relagao que pode haver com distintas fungoes
lineares T, Ty que sejam tangentes ao grafico de f no ponto (a, f(a)).

fla+h) = f(a) = Ti(h)
fla+h) = f(a) = Ta(h
Ty (h) = Ta(h) = o(|h])
(Ty = T)(h) = o(|h[)

porque “também” a varidvel é linear relativamente as funcoes lineares... e como
S =T — Ts é uma funcao linear, temos

S(h) = o(|h])

mas a Unica funcao linear que tem esta propriedade é a funcao identicamente
nula, logo

o([hl)
o(|hl)

T, =1,

e concluimos

26 Unicidade da derivada

Se or diferencidvel, a funcao linear tangente € ‘unica.
b

Neste momento é interessante fixarmos uma base para o espaco vetorial.
Como nao precisaremos de mudar o referencial, vamos usar a base usual

er =(1,0,...,0),---, e, = (0,0,...,0,1).

Consequentemente, a cada transformagdo linear lhe corresponde uma inica ma-
triz.



Considere agora uma fungao
R">Q:-LR™

e um ponto a € Q = Domy. A derivada, J(f), calculada em a é uma funcao

linear cujo grafico é tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)). Seja T a matriz
desta transformacao linear

Como
a1l ai2 A1n
a21 a22 o A2
T=| T () = (3.95)
Gnp1  Ap2 Gnn
g_g; = ( it A2 - Qip ) (396)

a derivada na direcao de e;. Observando que esta é também a derivada de f na
direcao de e;, podemos concluir que

9 of ar

o0p 00T 90T 0 0T 0 0f
6€i8€ja_6€i8€ja_ O 86]‘861‘“_

a"' —_— __l [
Jr a —
86]‘ 861‘ 86]‘ 861‘

Assim, se f for derivdvel, (tiver uma variedade linear tangente ao seu gréfico),
entao

27 Teorema de Schwartz

0°f 99  Pf 9 0f

(96,’6j N 861‘ aej - (96j€i N 8_%861

As derivadas parciais de ordem 2, mistas, sdo iguais.

Devido a erros de concepcao os que nos antecederam chamaram 7' de jaco-
biana de f no ponto a, J(f)(a), em vez de chamé-la simplesmente de derivada
de f. Continuaremos com a notacao histérica mas corrigindo a idéia.

Observacao 11 A notagdio J(f)(a)

A matriz jacobiana é uma matriz funcional, uma fun¢ao de n varidveis no
contexto destas notas. Consequentemente tem sentido escrevermos o seu valor
no ponto a € R™ identicando assim uma matriz que foi obtida ao substituirmos
cada uma das varidveis pelas coordenadas de a.



Capitulo 4

Sistemas de equacoes
lineares 11

O teorema deste capitulo se chama teorema da imagem e do nicleo e ele
descreve como ¢ a solugao de uma sistema de equagoes lineares.

Este teorema nos diz tudo a respeito do tamanho do espago-solucao de uma
equacao linear.

Mais a frente no capitulo vamos estudar como é que se resolve uma equagao
linear, o problema é que nem sempre sabemos fazer as contas... Se o sistema
for muito grande o tempo de computagao pode ser proibitivo, isto para nao
considerar a precisao que se perde.

Portanto, para calcular mesmo, nos encontramos em franca drea de pesquisa
algoritmica na qual ndo vamos entrar neste livro, veja [?] e a bibliografia ali
citada.

4.1 O Teorema da imagem e do nicleo

Vimos no (ex. 4), pdgina 86 que as colunas de uma matriz geram a imagem da
funcao linear que esta matriz representa. Se a matriz for quadrada podemos
rapidamente deduzir dai a dimensao do nucleo e consequentemente ter uma
idéia muito precisa de como sao as solugdes do sistema linear que esta matriz
representa, é o que nos diz o teorema da imagem e do nicleo.

4.1.1 A imagem de uma matriz como fungao linear

Ao considerarmos um sistema como

1171 + 1222 + -+ a1y, =b1
G211 + Q2% + - -+ + G2, Ty, = ba
An1T1 + Ap2Z2 + - + QpupTn = bn

temos:

103



e Uma funcao linear

T, R

RTL
e Uma familia de vetores, a; - - - a,, as colunas da matriz, linearmente com-
binados com os escalares x1 -z,

ria1+ -+ xpa, =b
gerando I'm(T), a imagem de T.

e Se os vetores a; nao forem li. entao este conjunto de vetores pode ser
simplificado com a retirada de alguns que sao combinacao linear de outros,
tornando o conjunto de vetores-linha (ou o conjunto dos vetores-coluna)
um conjunto linearmente independente, Consequentemente a dimensao da
imagem de T' é menor que n.

e Uma consequéncia disto é que as linhas desta matriz também sao I.d.,
porque o determinante da matriz é zero, o Ker(T) nao é trivial, tem
dimensao diferente de zero.

e Inversamente, se os vetores a; forem [.i. entdo a dimenséao do espago Im(T)
é n o que significa que o determinante da matriz nao é nulo, portanto o
espago Ker(T) = {0}, cuja dimensdo é zero. Neste dltimo caso temos a
equagao

dim(Ker(T)) +dim(Im(T)) =0+n=mn

que desejamos generalizar:
e Vemos que,

— se a dimensao do nucleo crescer, a dimensao da imagem decresce ;
— reciprocamente, se a dimensdo do nucleo decrescer, a dimensao da

imagem cresce.

Esta relagao é de grande importancia para entender a estrutura da solugao
dos sistemas lineares. Vamos fazer algumas defini¢oes para melhora-la.

Definicao 24 Posto e liberdade
Considere, como acima, que uma fungdo linear T esteja definida por uma
matriz.

e dim(Ker(T)) é chamada de liberdade do sistema de equagdes T(Z) = b.
o dim(Im(T)) é chamada de posto do sistema de equagées (ou da matriz)

Estamos aqui sugerindo que transformagoes lineares sejam sempre definidas
por matrizes. Em alguns dos exercicios, ao final deste capitulo, vocé ird ver que
isto € falso. Mas, uma matriz sempre define uma transformagao linear.



Nao é usual falarmos da liberdade de uma matriz, porque posto e liberdade
estando conectados por uma equacgao, podemos deduzir a liberdade do posto.
Em geral fala-se apenas do posto' de uma matriz.

Observagao 12 O significado da liberdade

Se dim(Ker(T)) # 0 entdo hd muitas solugoes possiveis.

A palavre “muitas” tem pouco sentido®uma vez que muitas sdo as solucées
apenas se dim(Ker(T)) # 0. E preciso caracterizar melhor a amplidao do con-
Junto das solugoes, usando o conceito de dimensao porque

dim(Ker(T)) = 1,dim(Ker(T)) = 2

sao distintos graus de liberdade, ambos com muitas solugoes, uma infinidade
delas.

e liberdade = 0, quando a dim(Ker(T)) = 0, neste caso a solugdo, se hou-
ver, € um ponto, € 'unica.

e liberdade =1, quando a dim(Ker(T)) = 1, e se houver solugao, entdo o
espaco solucao € uma reta, qualquer solucao € multipla de uma solucdo
particular xg # 0. Todas as solugbes se encontram sobre a mesma
direcao.

e liberdade = 2, quando a dim(Ker(T)) = 2, e se houver solugdo, entao o
espaco solucao ¢ um plano, e, consequentemente, as solugoes passam a
ser geradas por duas solucdes Li.: ha solugoes em varias diregoes.

e liberdade = 3, quando a dim(Ker(T)) = 3, e se houver solucao, entdo o
espaco solucao € um espago 3D, e, consequentemente, as solugoes passam
a ser geradas por trés solucoes 1.i.: ha solugoes em varias dimensoes.

liberdade € a dimensao da solucdo.

Liberdade e Posto

Ha autores que propdem, simplesmente, a eliminacao do conceito de determi-
nante. Eles tém razao num ponto, o determinante é dificil de ser calculado,
deixando de ser pratico. N6és consideramos o determinante um instrumento
tedrico, nao pratico. Quando falarmos do determinante nao pretendemos cal-
culd-lo diretamente.

Para encontrar liberdade de uma matriz (ou de um sistema de equagoes
associado a uma matriz) procuramos o maior subdeterminante nao nulo desta
matriz.

1N3o é atba que a ‘liberdade” depende diretamente do ‘posto”.

2estamos fazendo referéncia & cardinalidade, se houver mais de uma solugdo a “quanti-
dade” (cardinalidade) delas é a mesma, muitas, portanto o adjetivo muito é vdzio de sentido,
dimenséao é que conta.



Vamos comecar pensando numa matriz quadrada A cujo determinante seja
zero. Isto significa que existe pelo menos uma linha desta matriz que pode
ser escrita como combinacao linear das outras e portanto esta linha pode ser
anulada.

Método pratico:

e triangularize superiormennte a matriz, anule todos as entradas abaixo
da diagonal principal, e vocé vai encontrar todas as linhas que podem ser
anuladas e assim calcular a liberdade da matriz: o nimero de linhas nulas,
é a dimensao do ntcleo.

e Ao mesmo tempo o complementar (o nimero de linhas complementar) é
a dimensao da imagem.

Com esta notacao, ou terminologia, vamos enunciar o resultado,

Teorema | 28 Teorema do nicleo e da imagem

T S -
Se R — R"™ for uma func¢ao linear, entdo

dim(Im(T)) + dim(Ker(T)) = n = posto(T) + liberdade(T)

[Dem;

. . L T
Considere a matriz A e a transformagao linear que ela representa R™ — R™

all al12x2 ain
a1 azer2 -+ az2p
(4.1)
anl an2T2 . Qnn
a1171 +ai2x2 + - +ain®Tn =b1
a2171 +agex2 + - +aspnrTn  =ba
= (4.2)
Anl1T1 + an2x2 + -+ + AnnTn =bp
z1a1 + -+ Tpan =b (4.3)

que jd interpretamos como sendo os vetores ai - - - ay, expandindo a imagem, Im(T). O nimero

mdzimoa de vetores 1.i. deste conjunto é o posto(A)

Laboratério 13 Posto e liberdade

1. Calcule posto e liberdade das matrizes Use octave para verificar suas res-
postas.




1 2 0 1 3 -1
o 2 4 -2 ) 0 -1 —2
0 3 -1 0O 0 -1
cos(2) —sin(2) 0 i 8 _01 ;
c) | sin(2) cos(2) 0 d)
0 0 1 0 0 -1 1
0O 0 0 -1
1 0 O 2 0 0
el 1 1 0 Hl 1 20
-1 1 -1 -1 1 2
0 2 3 1 2 3
g 1 0 4 | o 2 4
-1 1 0 0 0 3
1 0 0 O 1 2 3 0
i) 0O -1 0 O j) 0 2 4 1
0O 0 2 0 0o 0 3 2
0O 0 0 -2 2 2 2 -1
L0 300
k) Dl o —2 o
1 2 1 0 0 0 -4
3 4 5 -1

2. Para cada uma das matrizes, A, no exercicio anterior, resolva o sistema
de equagoes

AZ =1

considerando os vetores de dados:

5 1 0 S
a)b= | —2 b)b=| -5 )b=1 0 b= |

-5 0 -1
—4
~1 3 ~1 1
e)b=| —1 Ho=1 2 gb=1{ 0 b= 2
0 7 1 3

2 2

- -2 1 - ~1 - 3
)o=1| Db=1 | Kb=| Db=| 2
—4

—9 3 2

3. Prove que a translagao de uma reta por um ponto (vetor) é uma reta.

4. Considere r, uma reta, e g € r um ponto escolhido sobre a mesma. Se
x € 1 representar wm ponto arbitrdrio sobre a reta, verifique que o conjunto

{x —x0; 20 €T}

€ uma reta paralela a reta r passando pela origem.



5. Prove que a translagdo de um plano por um ponto (vetor) é um plano.

6. Considere I1 um plano e xy € II um ponto escolhido sobre o mesmo. Se
x € II representar wm ponto arbitrdrio sobre o plano, verifique que o
conjunto

{z —z0; zo €I}
€ um plano paralelo ao plano Il passando pela origem.

7. Encontre as translagoes v + U em que r € a reta cuja equacdo se encontra
abairo e o vetor U se encontra indicado junto com a equacdo:

a)3x+4y=0; 4= (1,2) b)3x+4y:0;11':
)t 2,3t) s @=(2,3,4)  d) (t,2,3t) ; @ = (2.4,6)

8. Encontre as translacoes II+u em que I1 € o plano cuja equagdo se encontra
abairo e o vetor U se encontra indicado junto com a equagdo:

a)3z+4y+2=0; (1,2,3) b)3x+4y+2=0;

—(2,3,-18)
c)t+s,8—t,t—3) ;ﬁ:( 3,4) d) (t+s,t—s,s—t); 4=

(2,0,0)

4.1.2 Espacgo vetorial afim

Nos exercicios trabalhamos com translagoes de retas e planos. Uma reta, ou
um plano, que passe pela origem é um espaco vetorial. Uma translacao de um
espago vetorial que nao passe pela origem se chama espaco vetorial afim.

Generalizamos esta nogao se retirarmos da frase anterior a restricao “nao
passe na origem” de formas que os espacos vetoriais também possam ser consi-
derados espacos vetoriais afins.

Isto nos permite dizer que retas e planos sao espacos vetoriais afins, sim-
plesmente.

4.2 A solugcao de uma equacao linear

Vamos fazer uma descrigdo “abstrata da solucdo de uma equacdo linear. O
protétipo do problema é uma transformacao linear

ELF

em que FE, F' sdo dois espagos vetoriais. Esta forma de apresentar o problema
serve inclusive para a discussdo das equagdes diferenciais lineares, por exem-
plo. Faremos uso da tultima lista de exercicios como um laboratdério em que o
estudante desenvolveu a intuiz¢ao necessaria a compreensao do problema.

Dada uma funcao linear F T, F definida entre os espagos vetoriais F, F,
veja o diagrama de Venn, figura (fig. 4.1), pagina 109, existe um conjunto que



é efetivo relativamente & transformagao T, a imagem, Im(T) de modo que a
equacao

T(z)=5b

somente terd solugao se b € Im(T'). Este é o primeiro passo na discussao de uma
equacao linear:

Im(T) C F

Figura 4.1: . Espacos de saida e de chegada

a verificagao de se
beIm(T);T(x)="0

se o vetor de dados estd na imagem de 7.

Quando consideramos uma transformacao linear, a linearidade nos leva a um
resultado muito especial, consequéncia direta de um resultado que ja estudamos:

A solugdo de um sistema homogéneo é um espago
vetorial, ¢ Ker(T).




Suponha que conhecamos duas solucoes particulares®, z1, zo de T'(x) = b
T(x1) =b,T(x2) =0.
Calculando a diferenca destas equacoes
T(x1) —T(z2) =b—b=0=T(x1 — x2) (4.4)

portanto a diferenca de duas solugdes particulares é solucao da equagao ho-
mogénea.

Como as contas valem para duas solugoes quaisquer, vamos escrever as contas
novamente assim

T(xg) —T(x)=b—-b=0=T(xg— ) (4.5)

cujo significado agora é que nos fixamos em uma solucao particular, xg, que obti-
vemos de alguma forma, e uma outra solucao x, que deve existir, se Ker(T) # 0
(ou equivalentemente dim(Ker(T)) > 1), discutiremos em seguida o caso em
que dim(Ker(T)) = 0.

Temos:
T(xog—2)=0=T(x—2x9)=0 (4.6)
x —xo € Ker(T) (4.7)
x € Ker(T) + xg (4.8)

e podemos, agora, fazer a conta que podemos traduzir com as palavras “z
pertence a uma translacao xy do nicleo de T. Veja isto expresso na na figura
(fig. 4.2) pdgina 112, quando dim(Ker(T)) = 1.

Observe que as contas que fizemos assim nada tem de particular, apenas a
figura feita sob a hip6tese de que dim(Ker(T)) = 1 para que obtivessemos um
grafico compreensivel.

Numa linguagem algoritmica, o méotodo para resolver equagoes lineare é

e Considere a equagao linear

e primeiro passo: Verificamos se b € Im(F);

e segundo passo: Procuramos uma solucao particular zo da equacao, por
exemplo, escalonamos a matriz se tivermos uma equacao matricial?.

e terceiro passo: Procuramos o Ker(T), se a equacao for matricial, calcu-
lamos o posto da matriz e usando o Teorema do nucleo e da imagem,
calculamos a dimensao de Ker(T).

Sestas palavras soam naturais para quem j4 estudou equagdes diferenciais lineares...
4equacdes lineares néo precisam ser matriciaias, podem ser equacdes diferenciais...



e parte final: A solucdo da equagao serd
Ker(T) + xg

. Na figura (fig. 4.2) a solugao é a reta Ker(T) + z( paralela a Ker(T)
passando pelo ponto xy que é uma solugao particular da equacao.

Desta forma provamos o teorema

29 Solugdo de equagoes lineares

Se .
F—F
for uma funcdo linear entao a equacdo linear

T(z)=5>

tem solucao somente se
be Im(T)

e neste caso a solucao geral serd uma translagao do nicleo,
Ker(T) + xo,

em que o € uma solucao particular da equacao.

4.2.1 Quando dim(Ker(T)) =0

Se dim(Ker(T)) = 0 entdao Ker(T') é o ponto {0}, o espago vetorial trivial. Vale
o teorma (Teorema 29) nos mesmos termos como se encontra enunciado, mas
neste caso a solugao resume a x0 que é a translagao

Ker(T) 4+ xo = {0} + (.

Neste caso a solugao é 'unica. Se a equagao for matricial, entdo o determi-
nante da matriz é diferente zero e ela podera ter uma forma triangular equi-
valente com todos os elementos da diagonal diferentes de zero conduzindo o
sistema de equagoes a uma unica solugao.

4.3 Independéncia linear das solucoes

Vamos dar mais passo na compreensao dos sistemas de equagoes lineares e
como consequencia final teremos a demonstragdo Teorema do Nicleo e da
Imagem que ainda lhe estamos devendo.

Comegaremos com um laboratério em vocé vai se treinar com as idéias bésicas
que precisaremos.




Figura 4.2: Translagdo do niicleo

Laboratério 14 Sistemas linear, estrutura da solucdo
1.
2.

4.4 Base e matriz

A mudanga do referencial no espago vetorial altera a matriz de uma trans-
formacao linear, mas néo altera a solugdo de uma equagao linear porque nao
modifica o problema que a matriz representa, modela. Em outras palavras, a
matriz de uma transformacao linear é consequéncia da escolha de uma base,
ela é uma forma de modelagem do problema.

Veremos mais a frente que isto pode ser usado com o objetivo de encontrar-
mos uma matriz mais simples para uma determinada transformacao ou ainda
melhor, podemos procurar a base em que uma determinada transformacao
linear tem uma matriz mais simples.

Em 1985, (a data nao é precisa), Ingrid Daubechies encontrou uma base ade-
quada as ondas sonoras como elas sao percebidas pelo ouvido humano® este
fato alterou algoritmos até entdo usados nas telecomunicagoes: a escolha de

uma base adequada. O assunto é wavelets, ver [14], onde mais bibliografia

pode ser encontrada. Vamos ver a parte elementar deste assunto aqui.

%para descrever, ou modelar as ondas sonoras

J& vimos que as colunas de uma matriz 7 , geram a imagem, I'm(T"), em



que
L F

é a transformacao linear que 7 representa.

Vamos tornar este topico mais preciso partindo de uma base escolhida para
nos espagos F, F.

O cenario que nos interessa aqui é o seguinte:

e Consideramos dois espacos vetoriais F, F' de dimensao finita, e neles esco-
lhemos as bases
e={e1, - -,en}t base de F

f=A{f1,--, fm} base de F

e Consideramos a transformagao linear
T
EFE—F

A linearidade de T nos permite, dado um vetor v € E escrever sucessiva-
mente:

n
u = E [e7A%
k=1

i=1

e Mas, para cada i, T'(e;) € F e portanto pode ser expandido relativamente
a base f o que nos permite escrever, para cada i

m
T(e:) =Y Bif;
Jj=1
e Se substituirmos esta tltima soma na soma anterior, vamos obter
n m
E E i3 f;
i=1 j=1
e Mas para cada par de indices (¢,j) o produto «;f; é um nimero que
podemos chamar a;; = o;0; e assim encontramos uma matriz que tem
m = dim(F) linhas e n = dim(FE) colunas, uma matriz m x n

Esta matriz A = (a;;) é a representacao matricial da transformacao linear
T relativamente as bases e, f escolhidas para os espagos F, F.



4.5 Exercicios resolvidos

Um exercicio resolvido é uma pequena tedria para a qual os autores nao con-
seguiram encontram local exato no texto, e que ao mesmo tempo consideram
que o esforco pessoal do leitor para construi-la é uma contrinui¢ao para o
seu desenvolvimento. Vocé fica, assim, convidado a tentar sempre resolver
os exercicios antes de ler a solucao e possivelmente nao se conformar com a
solugao aqui apresentada.

Nos exercicios abaixo, a menos que o contrario seja indicado, a base do espaco
vetorial R™ é a canodnica

(1’070)(0,0771)

Exercicios 6 Sistemas Lineares

1.

Compostos quimicos, [4] ° Considere a reagdo quimica descrita no (ex. 8,
pdgina 61). Resolva o sistema linear que rege a rea¢do quimica que deriva
do tolueno CyHg e dcido nitrico HNOs o trinitrotolueno C7; HsOg N3 mais
agua,

xCrHg + yHNOg — z07H5Og N3 + wH>O.

e justifique (quimicamente) a multiplicidade de solugdes encontradas, se
vocé for estudante de quimica. Os autores agradecem algum comentdrio a
respeito.

espago de polinémios. Seja Raolz] o espago vetorial dos polinémios de grau
menor ou igual a 2 com coeficientes reais. Mostre que a fun¢ao derivada

F :Rslz] — Ro[z] ; D(P) =P’
€ uma fungao linear e encontre a matriz A de D relativamente a base
1,t,t2.
Resposta
0 0 O
010 (4.9)
0 0 2

espago de polindmios. Seja Rax] o espago vetorial dos polindmios de grau
menor ou igual a 2 com coeficientes reais. Defina em Rpglx] a func¢do

F: Rolz] — Rola] 5 F(p(t)) = (2t — a)p(t + 1) — ' (t)
em que a € um numero real dado.

(a) Prove que F € linear.

5Compostos quimicos aqui citados sdo danosos para a satide, o objetivo é apenas exempli-
ficar o uso de sistemas lineares. ver http://www.atsdr.cdc.gov/es/toxfaqs/es_tfacts56.html



(b) Encontre a matriz A de F' relativamente a base
1,t,t2
(¢) Calcule Ker(F)

. Estocolmo, 18/01/2003 Encontre o coseno do dngulo agudo entre a reta
de equacao

(z,y,2) = (1,0,1) +¢(1,0,2)

e o plano de equacao
r=24+t+s,y=3—t+s,2=4+1t+2s
Considere no espaco R> a base candnica

(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1).

. Considere uma sucessdo de matrizes definida recursivamente por

1 -2
An+1—A3;A1—(0 1)

Descubra a expressdo geral para a matriz A, e prove que sua hipdtese é
correta.

. Resolva, o sistema abaizo e discuta sua solu¢do para cada nimero real a
r—y+z =a

T+y+3z =a-+2
20 —2y+(a+1)z=(a+1)

. operador diferencial linear Verifique que a equagdo diferencial

' +py' +qu=0

€ equivalente ao sistema de equagoes

y' = z
4.10
{Z'— -y —qy=-pz—qy (4.10)

(4.11)

e consequentemente pode ser escrita em forma matricial. Obtenha a forma
matricial equivalente deste equacdo.

. Discretiza¢do de um sistema Considere uma funcdo

R ->0-LR



que representa uma forca potencial, por exemplo o conjunto das forcas
atuando sobre um prédio, gravidade, ventos, peso da estrutura. Uma es-
trutura metdlica, ver figura (fig. 2.4) pagina 63, pode ser concebida como
uma discretizacao da estrutura e podemos modelar a atuacdo de F a par-
tir das tazas de variagdo aplicadas nos nds da estrutura metdlica (discre-
tizagao). Na figura considerada existem 8 nds e considere (682“, %f;, %I;E)
seja estas taxas de varia¢do no né xy. Interprete

OF, OF, oF,

Oeq Oea Oes T — ay

g(z1,22,23) = : : : Ty — a
OFy OFy OFy T3 —as
861 862 863

em que as derivadas parciais estio sendo calculadas no ponto (a1, az,as)
Na figura (fig. 2.4) vocé pode ver algumas dessas for¢as, (fsq, f3,y), Te-
presentadas.

Se interpretarmos

OF
fk,,r = 8—ek

podemos dizer que a figura (fig. 2.4) representa a discretizagdo de um
sistema, por exemplo da gravidade, obtido com a andlise estrutural feita
nos 8 nos considerados

(a) Escreva a matriz A,8 x 3 que descreve este sistema.

(b) Se o sistema for estdtico (sem movimento) entéo a resultante é zero.
Ezxpresse isto com um sistema linear.

Solucao 3 (a)
OF, OF, oF;
661 662 883
A=| (4.12)
OFy OFy 0OFg
661 662 883

(b)

9. Considere uma matriz da forma

o A1 B1 Cl
A= < A By G (4.13)
em que A,‘, B,‘, C, sao ndmeros6 Teals (ou complea:os). Prove que o sistema
X1 0
.A X1 = 0
X1 0

tem pelo menos uma reta como solucao.

6¢ poderiam ser outra coisa, ?



Solugao 4 Todo sistema homogéneo (quando a matriz dos dados é nula)
tem pelo menos uma solugao que € o zero.

Podemos completar esta matriz com Az = 0, B3 = 0,C3 = 0 sem alterar
o significado do problema que ela representa deizando agora claro que

det A = 0 e portanto que nicleo, ker(A), tem dimensao maior ou igual a
1.

Por exemplo se tivermos o sistema

Gen(i)-G)

A dimensao do nicleo € 1 quer dizer que as solugoes sao retas passando
por um ponto (solugao particular). A dimensdo da imagem - o espago dos
dados, € dois, qualquer ponto (a,b) € R? é um dado vdlido para este sis-
tema de equacoes e a solugao € reta perpendicular ao plano XOY passando
pelo ponto (a,b).

Outro exemplo, considere o sistema

Z ) (4.15)

** aqui
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Uma das caracteristicas da ciéncia, e em particular das estruturas em Ma-
tematica é a busca de elementos simples com os quais podemos gerar todos os
elementos de um determinado espago, por exemplo,

na Fisica as particulas basicas, &tomos, protons, neutros e diversas outras
(mas nao muitas) que compodem toda a matéria, ou a energia, que é um
estado da matéria;

os elementos quimicos com os quais podemos compor todo o restante da
matéria que existe no Universo, mineral ou bioldgica, porém eles mesmos
feitos com as particulas basicas da Fisica;

na biologia o dcido DNA constituido de apenas seis compostos quimicos
mas, que, nos seus diversos arranjos guardam todas as informacgoes dos
diversos tipos de células que compoem o corpo de qualquer ser vivo,
mas os compostos quimicos do DNA s@o construidos com os elementos
quimicos bésicos;

teoria da informacao os bytes com que podemos registrar, transmitir,
toda a informacao que conhecemos, como textos, arquivos de compu-
tador, fotografias etc..

Os algarismos basicos de um sistema de numeragdo com so quais cons-
truimos todos os demais niimeros, mas também representamos os alga-
rismos béasicos com bytes;

na Algebra Linear os vetores bédsicos que geram um espago vetorial, ou
matrizes mais simples com as quais podemos construir outras matrizes.

De forma analdga, se busca encontrar matrizes simples dentro as muitas que
representam uma transformacgdo linear, este é o objetivo deste capitulo e do
préximo.







Capitulo 5

Autovalor e autovetor

A solugdo de um sistema de equagoes lineares implica em uma série de
operagdes com matrizes nos levando a discutir formatos especiais para as
matrizes, como matrizes triangulares e um caso especial destas, as matrizes

escalares,
1 0 0 O
0 2 0 O
0 0 3 0
0 0 0 4

que tem elementos diferentes de zero apenas sobre a diagonal principal. Como
temos feito até agora, estamos os concentrando em matrizes quadradas, as
outras matrizes tem a sua teria dedutivel destas.

5.1 Autovalor e autovetor

O primeiro laboratério deste capitulo deve conduzi-lo a entender o significado
dos autovalores e seus correspondentes autovetores. A tonica serd dada aos
exemplos e pequenos experimentos. O método consiste em usar matrizes di-
agonais e escalares, aquelas que somente tem entradas nao nulas em cima da
diagonal principal, estas matrizes estao associadas ao problema dos autovalores
ou dos autovetores. Nestas matrizes os autovalores aparecem explicitos.

5.1.1 Primeiros exemplos de autovalor e autovetor

As duas formas para matrizes, diagonal ou escalar sdo as formas mais simples que
uma matriz pode assumir, e o problema é que nem sempre podemos conseguir
este formato para uma matriz qualquer. Neste capitulo vamos estudar quando
isto é possivel e quais as consequéncias desta possibilidade.

Laboratério 15 Matrizes escalares
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1. matriz escalar Considere a matriz T = 3xZ em que I representa a matriz
identidade 3 x 3. Quais das afirmacoes abaixo sdo verdadeiras:
(a) Para todo vetor v € R® ; Tx =x
(b) Para todo vetor v € R® ; Tz = 3w
(c) Ker(T) = {0}
(d) Im(T) =R?
(e) T expande o R® de trés unidades.
(f) T contrdi o R® de .
2. matriz escalar Considere a matriz T cujas entradas sao todas nulas exceto
as da diagonal principal que sdo todas iguais ao numero real . Uma
matriz deste tipo se chama escalar. Verifique que Tx = Ax. Ou seja T

expande o espaco inteiro, por igual, com o fator de expansdo uniforme \.
Expande ou contrai, conforme A > 1 ou A < 1.

3. matriz escalar

(a) Escreva a matriz que ezpande o R* de 5 unidades.
(b) Escreva a matriz que contrdi o R® com o fator 0.5.

(c) Escreva a matriz que multiplica todos os vetores do R® por —1.
4. matriz escalar Verifique a identidade
T=X
se a matriz T for a matriz escalar que tem todas as entradas nulas ex-

ceto as da diagonal principal que sao todas iguais ao numero real A\. T
representa a matriz identidade.

2 0 0
5. matriz diagonal Considere a matriz7 = | 0 3 0 definida no R3
0 0 -2

com a base
€1 = (17070)761 = (17070))63 = (070) ]-)

Verifique quais das afirmagées sao verdadeiras

(a) T expande o subespaco [e1] com o fator 3.
(b) T expande o subespaco [e3] com o fator —2.

(¢) T expande o subespago [e2] com o fator 3.

Resposta: errada, (a)



0
0 definida no R3
—2

6. matriz diagonal Considere a matriz T =

O O N
o w o

com a base
€1 = (170’0)’61 = (17 1,0),63 = (17 1, 1)

Verifique quais das afirmagoes sao verdadeiras

(a) T expande o subespaco [e1] com o fator 2.
(b) T expande o subespaco les] com o fator —2.

(¢) T expande o subespago [e2] com o fator 3.
Resposta: erradas, (b), (¢), a base foi mudada!

7. matriz diagonal Na matriz S todas as entradas sao nulas exceto as da
diagonal principal onde se encontram os numeros Ai,...,A,. Considere
em R™ a base

{e1 =(1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1)}
Uma matriz deste tipo se chama diagonal. Mostre que !

Sx = \jx =<1z € [e}]

8. matriz diagonal Na matriz S todas as entradas sao nulas exceto as da
diagonal principal onde se encontram os numeros Ai,...,A,. Considere
em R" a base

{e1 =1(1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1)}

Mostre que
S=X

nao ¢ uma identidade e sim uma equacao. Encontre as n solucoes desta
equacao.

9. equacao caracteristica

Definicao 25 FEquacdo caracteristica

Dada uma matrizn x n S a expressao
det(S — A7)

€ uma equagdo polinomial chamada equacao caracteristica associada a ma-
triz S.

1 As matrizes escalares sio um caso particular de matrizes diagonais com o mesmo escalar
em todas as posicoes da diagonal



Para cada uma das matrizes S abaizo, resolva a equagao caracteristica
det(S — A7)
na varidvel \.
o3 1) w(e ) 9o(ss) (s
o () (o) w(4L1) w(d
J(50) () o (4 8) o (2 )

10. Verifique quais das afirmacoes abaizo sao verdadeiras para uma matriz S
de dimension x n

S = oW
— O =N

—_ =

(a) A equacgao caracteristica é de grau maior do que n
(b) A equagado caracteristica € de grau menor do que n

(c) A equagdo caracteristica é de grau menor ou igual a n.

11. expansao de subespaco

Analise o resultado do item anterior e conclua se € verdade que

(a) a matriz S expande uniformemente o espago gerado pelo vetor e;. Dé
exemplo que apoie sua resposta.

(b) a matriz S expande de forma diferente os espagos gerados pelos ve-
tores e; e ej se i # j. Dé exemplo que apoie sua resposta.

12. deformacgoes geométricas

(a) Verifique que a matriz < g g )tmnsforma circulos de centro na

origem e raio r em circulos de centro na origem de raio 3r. Sugestao
As equagoes paramétricas de um circulo de centro na origem sao

(rcos(t), rsen(t)).

(b) Verifique que a matriz < g 2 )tmnsforma circulos de centro na

L[S

origem em elipses com taxa de distorcao

13. matriz diagonal Na matriz S todas as entradas sdo nulas exceto as da
diagonal principal onde se encontram os nimeros Ai,...,A,. Considere
em R™ a base

{er =(1,0,...,0),ea=(1,1,...,0),...,en = (1,1,...,1)}

(a) Mostre que
Sz = \ix =<=1x € [eq]



(b) Mostre que
Sx = \jx =<1z € [e}]

€ falso para todo i > 1.
(¢) Escolha as opgdes certas:

i. A escolha da base no espaco altera o significado das matrizes.
it. Um operador linear tem diversas matrizes que sdo a “cara ma-
tricial do operador” associada a uma determinada base escolhida
para o espago vetorial.
11. Uma matriz representa um unico operador linear.
w. Um operador linear tem uma matriz que o representa.

5.1.2 Autovalor: a definicao e o método

Nos exercicios do laboratorio nos fixamos na propriedade que tém alguns opera-
dores lineares, aqui todos representados por matrizes, de expandir certas regioes
do espago nas quais eles atuam como se fossem escalares. O escalar A\ que cor-
responde a esta expansdo (ou contragdo) recebe um nome assim como o vetor
expandido (na verdade o espago espandido):

Definigao 26 Autovalor, autovetor Se para uma transformacdo houver algum
vetor T tal que

A#0;TF = AT

dizemos que A € autovalor de 7 e que ¥ € um autovetor associado ao auto-
valor \. Autovalores e autovetores também sdo chamados valores préprios e
vetores préprios.

As matrizes diagonais sdo formados de autovalores em sua diagonal quando
a base do espago for a base candnica

er = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,en = (0,0,...,1).

Para determinar os autovalores somos levados a resolver a equacao

Tx = Ax. (5.1)

Um dos itens do laboratorio nos conduziu a formas equivalentes desta equagao:
Te=MNr+—=— (T -X)z=0

e é em geral a ultima forma que sempre usamos quando o operador linear estiver
expresso sob forma de uma matriz. Como “queremos” ter solugoes, na variavel
A, diferentes da trivial

A#£0
entao concluimos que
det(7 — A7) =0,

portanto o sistema homogéneo tem solugoes nao triviais. Demonstramos assim
o teorema



30 Autovalores

Dada uma matriz T as raizes da equacdo caracteristica
det(7 — A7)
sdo os autovalores de T

A terminologia é confusa, em geral a terminologia em Matemaética é mais
precisa. As denominacoes

e autovalor
e valor préprio
e valor caracteristico
se referem ao mesmo conceito, assim como
e autovetor
e vetor proprio
e vetor caracteristico
e o que é pior, a equagao algébrica de grau menor ou igual a n
det(S — \7)

se designa exclusivamente por equacao caracteristica .
Neste livro vamos usar a terminologia autovalor, autovetor e equag¢ao carac-
teristica.

Observagao 13 O autovalor nulo e o autovetor nulo

Observe que a definicdo descarta o “autovalor” nulo, ele ndo acrescentaria
nenhuma informacao, produziria o nicleo do operador. Depois vocé verd que
ele seria intutil para os objetivos que temos com o conceito de autovetor, mas
o nucleo pode ser agregado ao conjunto dos autoespacos. Esta € uma linha de
acao que retomaremos ainda na decomposicao de um espacgo relativamente as
propriedades de um operador.

Por outro lado o vetor zero satisfaz a definicdo de autovetor com qualquer
escalar:

T0 = \0.

Consequentemente vamos simplesmente considerd-lo um elemento de qualquer
autoespago como uma complementacao natural destes conjuntos. Sem o vetor
zero eles ndo seriam espacos vetoriais.



5.1.3 Estrutura dos autovetores associados a autovalores

No préximo laboratodrio faremos mais alguns experimentos para entender melhor
o significado dos autovalores, quando eles existirem, e a estrutura do conjunto
dos autovetores e do conjunto dos autovalores.

O conjunto dos autovalores é chamado de espectro de um operador linear e
nos da informagoes sobre o operador.

Também vamos ver que tem sentido alterar o sistema de referéncia do espacgo,
para adotar uma base de autovetores quando houver uma boa colecao de auto-
valores. Neste momento estamos perdidos por usar diretamente matrizes para
representar os operadores lineares, mas logo retoremos a histéria pelo outro lado
da descricao em que os operadores lineares terao expressoes analiticas, ndo ma-
triciais, neste momento a figura ficard inteiramente clara, quando separarmos
os conceitos de matriz e operador linear .

Vamos introduzir uma definicdo que serd necessaria em um dos itens do
laboratorio.

Definicao 27 Matriz de mudanca de base. Uma matriz T se diz de mudanga
de base se ela transforma T€; em U; em que ({€);, (0;);} sao duas bases do

espaco.

Definicao 28 FEspectro de um operador linear
O conjunto dos autovalores de um operador linear T se chama de espectro
de T' e usamos a notagcdo o(T) para nos referirmos a este conjunto.

Laboratério 16 Autovetores e base de autovetores

1. Multiplicidade dos autovetores Considere uma matriz T .

(a) maltiplo de um autovetor Suponha que @ seja um autovetor de T as-
sociado ao autovalor \. Mostre que qualquer maultiplo de @ também
€ um autovetor.

(b) combinagdo linear de autovetores Suponha que @y, 41 sejam autove-
tores de T associados ao autovalor \. Mostre qualquer combinacdo
linear ayi; + agtiy € um autovetor de T associado a \.

(¢) Escolha a alternativa certa justificando sua resposta:

i. O congunto Ey dos autovetores de T associados a A € um espago
vetorial;

ii. Se acrescentarmos o vetor zero ao conjunto Ey dos autovetores
de T associados a X entao E, se torna um espaco vetorial;

2. Encontre os autovalores e os autovetores associados a matriz

05 8
1)71_<_82 g) )= 5 0 8
8 5 0



Respostas

(a)
(b)

autovalores 4,2 ; autovetores (3,-1), (2,-1)
autovalores -5, -8, 18 ; autovetores (5,-13,5), (8,8,-13), (1,1,1)

Solug¢do completa no capitulo final do livro.

3. autovalores distintos

(a)

(b)

Suponha que o operador linear T tenha dois autovalores A1 # Ao € as-
sociados a estes autovalores, respectivamente, os autovetores iy, Us.
Mostre que o conjunto {iy, s} € 1.

hipotese de indug¢do Suponha que o operador linear T tenha k > 2
autovalores \i,..., N\ distintos considere 0s autovetores respectiva-
mente associados a estes autovalores, iy, . .., Us.

hipotese: os vetores Uy, ..., U. sao li.. Verifique que se T tiver mais
um autovalor A1 distintos dos demais, entao o conjunto {iy, ..., Uy,
serd também 1.i. em que Ux11 € o autovetor associado a Ajy1-

4. matriz sem_autovalores

(a)

(b)

cos(0) —sen(0)
sen(f)  cos(0)
ter autovalores, nem autovetores, a nao ser para exatamente para dois
valores de 0, quais?

Verifique que a matriz de rotagao real nao pode

Verifique que esta matriz tem um autovalor, determind-lo, se repre-
sentar T : C — C

5. mumero mdximo de autovalores Considere uma matriz 7 que representa

um operador linear

(a)
(b)

T:C"—cC"

Enuncie um teorema da Algebm que garante que T' tem exatamente
n autovalores, com possivel repeticao.

Considere agora T : R™ — R"™. Decida quais das afirmacgdes sao
corretas, e justifique

1. T terd exatamente n autovalores;

1. T terd mo mdximo n autovalores;

wi. T terd no minimo n autovalores;

6. espago proprio Suponha que haja dois autovetores 1.i. vy, vy associados ao
autovalor \1. Mostre que os vetores do espaco

[v1, V2],

gerado por estes vetores, sao autovetores associados a 1.

Up41



7. base de vetores prdprios. A matriz A = [ _11 i } representa o operador

linear A relativamente a base ortogonal

{e1 =1(1,0),e2 = (0,1)}

do R2.

(a)

(b)

(c)

(d)

(¢)
(f)

(9)

Encontre os autovalores de A e um par de autovetores ¥y, Vs cor-
respondendo aos autovalores encontrados, para matriz.

Resposta A € {3,2};v1 = (1,1),v2 = (2,1)

Verifique, e justifique, que
{v1 =(1,1),v2 = (2,1)}

é uma base para o espaco R2.

Resolva a equagao linear, (use scilab),

a b 10\ (1 2

c d 01/ \11
Decida qual das afirmagoes sequintes é verdadeira relativamente a
matriz T = ( CCL d ) que vocé encontrou na solucao do sistema
anterior.
i. T transforma a base {e1,e2} na base {vy = (1,1),v2 = (2,1)};
ii. T transforma a base {vy = (1,1),v2 = (2,1)} na base {e1, es}.

Veja na figura (fig. 5.1) pdgina 132,

Calcule o produto T * A* T~ e justifique o resultado.

Qual é a matriz de A relativamente a base de autovetores? Verifique
as contas.

Encontre a matriz de mudanca de base, M.

Vamos a sintese dos resultados do laboratdrio:

e multiciplidade dos autovetores Qualquer multiplo de um autovetor associ-

ado a um determinado autovalor é também um autovetor.

e autoespago Mais geralmente, se uma colegcao de autovetores estiver asso-
ciado a um autovalor, o espago gerado por estes autovetores é formado de
autovetores associados ao autovalor.

e equagao caracteristica Os autovalores da matriz 7T sao as raizes da equag¢do

caracteristica

det(7 — \2)



" em

B=TAT

Figura 5.1: Matriz de mudanga de base

e inexisténcia de autovalores Ha equacoes polindmiais que nao tem raizes
sobre o corpo dos reais isto sugere que esta teoria somente pode ser bem
aplicada se o corpo de base for o dos ntimeros complexos.

e distintos autovalores Se u] for um autovetor associado a A e us for um
autovetor associado a Ay entao

é um conjunto l.1.

Como os ”experimentos” feitos foram de caracter ”abstratos” nés assim pro-
vamos o teorema:

31 Matriz de autovalores

Seja T um operador linear definido em R™ e consideremos as m < n raizes
da equacdo caracteristica de T, os autovalores

Al)"'a)\m

e um conjunto de autovetores correspondentes a estes autovalores



€ uma matriz diagonal contendo os autovalores

/\17"'a>\n~

e Sem < n entdao podemos completar uma base para R™ a partir dos auto-
vetores 1.1.

—

- . -
Uty y U,y Um1, "5 Up

de tal modo que T tenha uma matriz relativamente a esta base (e ndo
serd 'unica), divida em blocos, um bloco-diagonal formado pelos autovalo-
res e outro bloco de dimensao n x n — m cujas colunas serao da forma
T(d;); j>m

At 0 0 a1y o a1m

0 Ao 0 agmi1 -+ azn
T =

0 0--- )\m, Umm+1 " Qmn

0 0 0 Gume1r - Gnn

O teorema somente pode garantir o que obtivemos a partir de nossos expe-
rimentos. Por exemplo, os vetores

— —
um,—i—l,' cry,Up

podem estar no nicleo do operador T e neste caso os nimeros aj ; que aparecem
na matriz seriam todos nulos e

posto(T) = posto(T) = m.

Teorema | 32 Dependéncia linear e autovetores

Sejam dois autovalores A1 # Ao de um operador linear T. Dois correspon-
dentes autovetores vy, vs sao linearmente independentes

[ Dem;

Por absurdo, vamos supor que vi,vz sejam l.d., suponhamos que vi = awvz para um
determinado escalar o. Aplicando T temos

T(v1) = A1 (5.2)

T(v1) = T(aw2) = Azawz (5.3)

;—?UQ = a'vo (5.4)

como o # a, um absurdo logo v1,v2 sdo L.i.

Observe que um coroldrio deste teorema é os autoespagos, correspondentes a
distintos autovalores, sao diferentes e portanto podemos decompor o espago em
subespacos diferentes de acordo com um operador linear.

A1V1 = Aoaua — V1 = @



5.2 Exercicios sobre autovalor e autovetor

Exercicios 7 Autovalor e autovetor

1. autovetor e operador diferencial Considere o operador diferencial

L(y) =y"

(a) Verifique que os vetores
y = sen(x) ;y = cos(x)

sdo dois autovetores 1.i. de L. Identifique os autovalores aos quais
eles estao associados.

(b) Descubra um autovetor associado ao autovalor 1 para o operador L.
(¢) Férmula de Abel-FEuler Verifique que

y=e
€ um autovetor de L, encontre a que autovalor estd associado.

(d) Verifique que y = €' pertence ao espago gerado pelos vetores y =
cos(x),y = sen(x).

2. Raizes racionais de polinémios

(a) Prove que se
P(l“) =apx" 4+ +a1x+ag € R[x]

com coeficientes forem inteiros, tiver uma raiz inteira r € Z entdo r
divide ag

Solugao 5
P(r)=apr™+---+a1r+ay=0

apr™ 4+ ar = —ag € Z

apr" 4 tay =R eZ

(b)
(¢) Prove que se
P(l“) =apx" + -+ a1x+ag € R[x]

com coeficientes inteiros e se r = § € Q for uma raiz de P entdo p
divide ag sendo p,q sao primos entre si.

Sugestdo: multiplique por q" e use o item anterior.



3. aplicagao de matrizes diagonais.

(a) Suponha que{€,...,E,} sejam os distintos componentes de um sistema

econdémico,

todos indispensdveis e independentes. A economia de um setor
deste sistema, (um municipio, por exemplo, dentro de um pais), ca-
racteriza sua presenca no sistema com os pesos {xi,...,x,} com
que participam na producdo: U= x1€1 + ...+ x,€,. F 0s vetores sdo
definidos pela relagao

51 = (51‘]‘

Delta de Kronecker

formando um sistema ortogonal de vetores.

Se o municipio nao produzir o item €; entdio x; = 0. A matriz T
memoriza a evolucdo do sistema em dois momentos. Suponha que

o municipio U duplicou sua presenca na economia com 08 produtos

{€1, €3, &7}, nao teve presenca relativamente aos produtos {€s, €y, €s, €3, €9, €10},
e sua producdo de €5 se reduziu a, metade, relativamente ao periodo

anterior observado. Suponha que o niumero de itens da economia €

10, (sua dimensao). Determine a matriz T que memoriza a transicdo

de um estado da economia U para o sequinte T.

(b) planejamento politico-econémico Considere a mesma terminologia an-
terior, mas agora consideremos que a matriz’T com elementos diago-
nais A1, . . ., A\p representa as taxas de juros aplicadas aos empréstimos
de financiamentos na produc¢ao dos distintos componentes. Qual o
significado economico para o municipio se o banco central estabelecer

as tazas de juros {\1 = 10%a.m. = ... = A7 = 10%, A\g = Ag = Ajg =
1%a.m.}, nao esquecendo que o municipio U comparece na economia
apenas com o intens €i,...,€r.

(¢) Suponha que uma taxza de juros razodvel seja de 2.5%a.a. e que o pla-
nejamento econémico deseje estimular a produgdo dos itens {€1, €3, €5},
desestimular a produgdo dos itens {€s,€s, €10} e manter estdveis o0s
restantes. Como poderia ser a matriz T?7

4. planejamento politico-econémico Considere que um sistema de vetores or-
togonais (€;)i=1..n) ; €ij = 0ij

Considere que parte destes vetores representam as distintas profissoes na
economia, por exemplo, i < ni e a outra parte, por exemplo, i > ny
representam os produtos industriais. Considere a matriz T que distorce
a economia com a inflacdo. Deduza que T ¢é uma matriz diagonal e que
N>1l<—i>n el <1l<<—1i<n;.

5. Verifique a identidade
Ar = t=A—- Nz =0



em que I € a matriz identidade compativel com A.



Capitulo 6

Matrizes e suas formas
especiais

Neste capitulo iremos estudar alguns assuntos que povoaram os capitulos
anteriores de maneira informal, as propriedades das matrizes.

Comegaremos do comego porque este capitulo serd usado como referéncia
pelos capitulos anteriores e sua leitura podera ser feita de forma simultanea
com o resto do livro.

Um sistema de equagbes pode ser escrito em forma mais simples, isto implica
em alterarmos a matriz do sistema de equagOes para obter outra em uma
forma forma tal que nédo altere o significado das solucao do sistema.

Ha duas formas de “equivaléncia” entre matrizes e vamos discuti-las aqui:

e semelhanga de matrizes (sistemas lineares)

e equivaléncia de matrizes

para serem semelhantes as matrizes tém de ser equivalentes, assim a seme-
lhan¢a é um caso especial da equivaléncia.

6.1 A semelhanca de matrizes

Aqui consideraremos uma matriz como esquema de nimeros que guarda as in-
formagoes de um sistema de equagdes lineares, ou de uma funcao linear.

Os meétodos para transformar uma matrizes em outra que lhe seja semelhante sdo as
operagoes-linha ou as operagdes-coluna, veremos que isto nado altera o significado do
sistema de equagdes, mas certamente nos obriga a registrar as operagoes feitas para
podermos retornar as condigoes do sistema primitivo.

Um sistema de equacoes pode ser escrito em forma mais simples como um
produto matricial:

ai; - ag 71 by 1
=] e
am1 o Qmp T bn Cm

e assim muitas das contas elementares que se podem fazer com equagbes do
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primeiro grau,
ax+b=c; a,bc,x e R

podem ser repetidas com os vetores e com as matrizes.

aip o Qg by c1 71
eMn X m> ER”? ERm) ERn
Am1 o Amn bn Cm Tn
(6.2)
As operacoes com as matrizes, sobre tudo as matrizes realmente grandes,
como sao necessarias para guardar dados, em informacoes do tipo

e andlise econdmica; O Departamento de Economia da Universidade do Mis-
souri at St. Louis, rodava um programa de modelagem econdmica numa
estagao RISC com dois processadores levando 12 meses para fazer a analise
dos dados, em 2000, um agregado de 10 PCs rodando Linux conseguiu re-
duzir este tempo para 3 meses;

e previsdo meteoreoldgica. A NASA tem um centro, Goddard Space Flight
Center, dedicado a meterologia rodando, num Cray com 512 processadores
um programa que coleta a nivel mundial as informacoes metereoldgicas.
Em 1999 este computador levada 6 horas para processar as informagoes re-
cebidas e outras 6 horas para montar o sistema de cartas meteoreoldgicas,
ver [11, 1999]. Vocé pode ler mais a respeito e inclusive obter informacoes
bibliograficas no endereco eletronico indicado na bibliografia.

Isto para citar apenas dois exemplos “grandes” em que se usam sistemas lineares,
e que exigem um conhecimento mais intimo com as propriedades das matrizes
para que possamos encontrar atalhos que minimizem o tempo de calculo. Nos
casos acima é usada uma ferramenta computacional chamada processamento
paralelo para a qual a Algebra Linear tem uma contribuicao significativa.

Em escala bem menor do que os dois exemplos acima, e mais préximo dos
nossos meios, veja a diferenca, no cdlculo do determinante:

a a
det < 1 12 ) = Q11022 — A21Q12 (63)
az1 Q22
2! = 4 termos (6.4)
a1 Gai2 a3
det a1 Qg2 (23 = (6.5)

az1 asz2 ass

a1y det @G22 d23 — agp det 2 413 + asy det 2 413 (66)
azz2 as3 azz2 as3 G2z Q23
3! =6 termos (6.7)
e podemos facilmente imaginar que o det(.4), numa matriz 4 x 4, teria

4! = 24 termos,



o que é verdade.

Os calculos envolvendo grandes matrizes tem uma quantidade muito grande
de operagoes o que os fazem proibitivos, mesmo com grandes computadores, se
nao tivessemos atalhos adequados para contorna-los.

Mas ja vimos que o escalonamento de matrizes é um desses atalhos que
torna simples a solucdo de sistemas de equagoes substituindo as n! operagoes
necessarias ao calculo de um determinante por

nn—1) (m+1)n

5 + 5 ~n?<nl

operagoes necessarias para anular a metade dos termos de uma matriz e mais a
resolucao das n equacoes com um unico coeficiente, uma progressao aritmética
de coeficientes.

6.1.1 O projeto

Nosso primeiro objetivo, neste capitulo, é o de validar as operagoes que fizemos
para escalonar matrizes, a semelhanca entre matrizes. Depois vamos discutir de
forma mais ampla a equivaléncia entre matrizes.

Definicao 29 Semelhanc¢a entre matrizes
Duas matrizes se dizem semelhantes,

A=~B
se e somente se os sistemas de equacoes lineares ,
Ar =b ;Bx' =V

tem as mesmas solugoes, a menos de um isoformismo, uma matriz inversivel,
nao singular que transforme

(x,b) = (', V).

Mas, colocado nos termos acima existe uma seguinte dificuldade operacional,
veja que podemos fazer operagoes a esquerda com as matrizes do sistema:

Ar =b = MAx = Mb

porém nao podemos alterar facilmente a matriz A com operagoes a direita. Uma
saida para esta dificuldade vai ser elaborada em dos itens do laboratorio. Esta
dificuldade vai ser o gancho em que nos iremos apoiar para discutir uma forma
mais aprofundada de equivaléncia entre matrizes.

6.1.2 Semelhanca entre matrizes

Nas proximas sessoes de laboratorio vamos nos dedicar aos varios tipos de se-
melhanca entre matrizes e sistemas lineares.



Laboratério 17 Operagoes linha ou coluna com matrizes

Use scilab para executar as experiéncias aqui descritas. Onde abaizo esti-
ver escrito uma matriz qualquer, despreze o excesso de generalidade dos autores
e use matrizes 3 x 3 e procure se convencer que funciona para matrizes quais-

quer...

1. Permutacao de linhas ou colunas de uma matriz

(a)
(b)
(c)

(d)

Considere a matriz identidade e permute as suas duas primeiras li-
nhas obtendo a matriz U.

Verifique que o resultado serd o mesmo se vocé permutar as duas
primeiras colunas.

Permute agora tres linhas da matriz identidade obtendo assim a ma-

triz U veja que o mesmo se da, relativamente as colunas, na matriz
Ut. Com scilab

-->U

U =

! 0. 0. 1. !

! 1. 0 0. !

! 0 1 0. !

__>U7

ans =

! 0. 1 0. !

! 0] 0. 1.1

! 1 0. 0. !
1 2 3

Defina uma matriz A qualquer, por exemplo, 4 5 6 |, mas
7 8 9

com a mesma dimensdo da matriz identidade que vocé tiver escolhido.
Efetue as operagoes:

UA ;. AU~
e registre qual das operagées permutou (1) as linhas ou (2) as colunas

de A.

Resposta: a multiplicacdo a direita, por U, permuta as linhas de A, e

\

a multiplicacdo & esquerda, por Ut, induz a mesma permutacdo sobre as
colunas de A.

2. Soma de linhas, soma de colunas

Convencgao: Vamos designar as linhas de uma matriz por L;, a linha de
ordem i. Uma expressdo como

aLi+bLj——>Lk



significando que fizemos a combinacado linear das linhas L;, L; e o resultado
fot colocado em lugar da linha Ly,. Considere a matriz identidade e execute

Ly+Ly——> Lo

obtendo a matriz U. Defina uma matriz A qualquer, mas com a mesma
dimensao da matriz identidade que vocé tiver escolhido.

(a) Multiplique UA e AU registrando o que ocorreu.

(b) Retome a matriz U igual a identidade, agora executando nela
3Ln—1 - 4Ln -—> Ln—l
Efetue as multiplicacoes UA e AU registrando o que ocorreu.

Resposta: A multiplicacao a direita efetua em A uma operagcao sobre as
linhas e a a multiplicacdo a esquerda, com a matriz transposta, efetua em
A a mesma operacdo, porém sobre as colunas. Convengdo:

axCij+bxClp——>Cy

representa a combinacao linear das colunas de indices j,k substituindo,
com este resultado, a coluna Cl.

. Operagdes inversas Defina as duas matrizes abaizo, a partir da matriz
identidade:

o U L1+ Lo——> 1o
e W:Lo—Li——> Lo
Considere uma matriz arbitrdria A, mas com a mesma dimensdo da ma-

triz identidade que vocé tiver escolhido. Efetue as operagoes, nesta ordem,
e registre o resultado:

e C=UA;WC
e C =AU ;CW
o UW ; WU

Resposta: A matriz W inverte a operagao que U tiver feito, a esquerda,
com as linhas. O mesmo acontece com as matrizes W, U' relativamente
as colunas, quando multiplicadas a direita.

W,U é um par de matrizes inversas. Da mesma forma W', Ut é um par
de matrizes inversas. Se vocé multiplicar WUt ou U'W? o resultado serd
a identidade. Veja os cdlculos feitos em scilab:

// definindo as matrizes A, U, W

-->A = [1,2,3;4,5,6;7,8,9]



! 1. 2 3. !
! 4. 5 6. !
! 7. 8 9. !

U =
! 1. 0. 0. !
! 1. 1. 0. !
! 0. 0. 1.1

-->W = [1,0,0;-1,1,0;0,0,1]

W =
! 1 0. 0. !
-1 1. 0. !
! 0 0. 1.1

// Testando: U,W inversas uma da outra

——>UxW
ans =

! 1 0. 0. !
! 0 1. 0. !
! 0 0. 1. !
—=>W*xU

ans =

! 1 0. 0. !
! 0 1. 0. !
! 0 0. 1. !

// W desfaz a operacao feita por U

-=>C=U*A

C =

! 1. 2 3. !
! 5. 7 9. !
! 7. 8 9. !



ans =

o
-
o

(@]
O = =
= O O

-->A = [1,2,3;4,5,6;7,8,9]

[
w
w

——>A%U’ %W’
ans =

¢
© O W

Il

=

4. Justifique cada linhas na seguinte sequéncia de operacoes com o sistema
de equagoes Ar = b

Az =01 (6.8)



TAz =Tb (6.9)
TAT Tz =Thb (6.10)
By =c (6.11)

Ver o diagrama (fig. 5.1) pdgina 132.

Na préxima sessao de laboratdério vamos mostrar como vocé pode memori-
zar operacoes linhas feitas sobre uma matriz, que serd muito mais util do que
primeiro efetuar estas operacgoes com a identidade.

Vocé deve usar scilab para agilizar o seu trabalho. Se vocé quiser limpar a
memoéria do scilab, use o botao control, quando cair o menu, selecione restart
e scilab vai esquecer todas as matrizes que voceé tiver definido anteriormente.
Mas, mesmo depois de ter reiniciado, vocé pode usar a seta para cima afim de
repetir alguma definicao ja feita anteriormente. Experimente com scilab para
ver o que queremos dizer.

Laboratério 18 Memorizacdo de operagoes Relembrando a convengao, L; sig-
nifica a linha de ordem i de uma matriz qualquer. O sinal —— > significa,
“coloque no lugar de”. Assim

a1y +ajnle —— > Lo
significa que vocé deve:
1. Multiplicar a primeira linha por asq;
2. Multiplicar a sequnda linha por ai1;

3. somar as linhas assim resultantes e colocar o resultado em lugar da “se-
gunda linha”

1. Composicdo de operagdes Considere a matriz A = e a ma-

N & =
o Ot N
©© O W

triz T identidade de mesma dimensao que A.
(a) Em scilab defina Uy com as operagées (permutacao de linhas)
Li——>Ly——>14

e calcule (com scilab)

U A.
(b) Em scilab defina Uy com as operagdes (permutagdo de linhas)
L3——>L2——>L3

e calcule (com scilab)

Uslh A.



(c) Calcule (com scilab)
L{QUlA ; Z/I1U2A

(d) Escolha as alternativas corretas (duas):

i. Uslh A permuta as linhas de A efetuando
Li——>Lyo——>L3——>1,4
it. UsU1 A permuta as linhas de A efetuando
Iin——>Lsg——>Ly——> 1,
5. Usly € a composta das duas permutagoes
Li——>Ls——>L1,Lo——>Lsg——> Lo

nesta ordem.
w. Usly € a composta de das duas permutagoes

LQ——>L3——>L2,L2——>L1——>L2
nesta ordem.

Resposta: Corretas (i), (i), (i)

o = O

1 0
. Operagoes-linha Considere o esquema matriz 0 0
0 1

N B~ =
co Ut DN
© Oy W

em que vocé pode identificar a matriz identidade e a matriz A justapostas.

Ezecute (sobre todo o “esquema’”), a juncao das matrizes (A) e identidade,
as as sequintes operacoes, re-escrevendo um novo “esquema” depois de
cada operacdo executada.

(a)
4dx L1 — Lo —— > Lo

(b)
T«Ly—Ls——>Ls

Em scilab basta apertar duas vezes a seta para cima e atualizar a
matriz U e voltar a multiplicar pela matriz original.

(c)
6xLo—3%xL3—— > Lg

(d) Use a dltima operagdo, com troca de sinal, para verificar que ndo hd
unicidade de solucdo, quer dizer, vocé pode chegar ao esquema final

1 0 0 1 2 3
4 -1 0 0 3 6
-3 6 -3 0 0 O



(e) Verifique que a multiplicacao das matrizes

1 0 o0 1 2 3
4 -1 0 4 5 6
-3 6 -3 7 8 9
produz a forma escalonada da matriz A.
(f) Escolha as opgées corretas:
1 0 0
. Amatriz{ 4 -1 0 € a composta das tres operacgdes feitas,
3 -6 3
passo-a-passo sobre a matriz A.
1 0 O
. Amatriz| 4 -1 0 € o produto das matrizes
3 -6 3
1 0 0 1 0 O 1 0 O
4 -1 0], 0 1 O , 1 01 0
0 0 1 70 -1 0 6 -3
nesta ordem.
1 0 O
wi. Amatriz| 4 -1 0 € o produto das matrizes
3 —6 3
1 0 0 1 0 0 1 0 O
01 0 ,{ 0 1 0 {4 -1 0
0 6 -3 7 0 -1 0 0 1
nesta ordem
1 0 0
w. AmatrizM=1 4 -1 0 € a composta das operacies efe-
3 -6 3
tuadas na matriz A e a multiplicagio MA produz uma matriz

escalonada.

Resposta: Corretas A,C,D. Em B, o erro, € a ordem como as matrizes
estdo sendo multiplicadas.

8. Escolha as alternativas corretas para completar a afirmagao ”As operacoes
feitas sobre as matrizes U sdo ....”

(a) ... do tipo
aX+Y
em que X,Y sdo linhas (ou colunas) da matriz;
(b) ... do tipo

aX+Y —-——>27
em que X,Y,Z sao linhas (ou colunas) da matriz e Z € {X,Y}.



(c) ... do tipo
aX

em que X € uma linha ( ou coluna) da matriz;

(d) ... inversiveis (tem uma operagdo inversa).
(e) ... tais que se Z for uma linha modificada na matrizU pela operagao
aX +Y

em que X,Y sao todas linhas ou colunas da matriz, entdo a operacao
L(Z —Y) € a operacio inversa.
a

(f) ... tais que se Z for a linha modificada na matriz U pela operagao
aX +Y

em que X,Y,7Z € {X,Y} sdo, ambas, linhas ou colunas da matriz,
entdo a operagdo %(Z —Y) € a operagao inversa.

Resposta: Corretas ii, v, vi.

4. Mudanca de base

(a) Considere o sistema TT = b. Justifique por que a sequinte sequéncia
légica (e de operagées) garante que ainda temos o mesmo sistema:

Ti=b=ATZ = Ab= (6.12)
ATA L AZ = Ab = (6.13)
=Tz =¥ (6.14)

se a matriz A for inversivel (nao singular).

(b) Considere que o sistema Tz = foi modificado de um sistema ori-
ginal (mudanga de base) sendo a matriz inversivel (nao singular) A
a matriz de mudanca de base. Mostre qual das opgoes abaixo devolve
o sistema primitivo:

i x=A"12'.
it. v = Ax'.
i, v = A"12' A
Resposta: (i)

6.1.3 Discutindo as experiéncias do laboratorio
Operacgoes elementares

operagoes elementares-linha
operagoes elementares-coluna



As matrizes! que chamamos U representam operacio do tipo
aX+Y —-——>7

em que X,Y sao, ambas, linhas ou colunas de uma matriz. Esta operacao tem
sempre uma inversa que é
Z-Y
a
em que Z é alinha modificada. As duas equagoes acima sdo exatamente similares
ao par de equagoes inversas, numeéricas:

2 —
z=ar+y,; x:—y
a

assim demonstramos o teorema,

33 Operagoes-linha elementares

As operagoes-linha sdo representdveis por matrizes inversiveis cujas inversas
também sao operacgoes-linha.

Estamos usando a frase ”operagoes-linha elementares”sem justificar o adje-
tivo.

Operagao-linha é uma sucessao de operagoes elementares. E operacdo ele-
mentar é uma operacao do tipo

1. do tipo
aX+bY ——>7

em que Z é uma das linhas X,Y ou
2. uma permutacao de linhas.

o que, possivelmente, ja ficou ébvio a partir do uso. Vocé ja deve ter observado
que estas operacoes nao alteram um sistema de equacoes lineares cuja matriz
for modificada por estas operacoes.

Estes dois tipos de operagoes sao inversiveis, e consequentemente uma com-
posicao, de qualquer quantidade delas, sera inversivel também.

Matrizes que representam operagoes elementares

O laboratério nos sugeriu que estas operagoes podem ser representadas por uma
matriz. Simulamos, com scilab, a representacao das operagoes modificando,
sucessivamente, a matriz identidade. Quando chegamos & matriz escalonada, o
conjunto das operagoes esta memorizado no produto de matrizes.

Embora tenhamos usado exemplos de matrizes 3 x 3 fica claro que a di-
mensao pode ser arbitraria:

aL,+bLy——>7; Z€{Ly, Ly} ;p,q<n (6.15)

—abptle > 7 Z€{L, L ipg<n (6.16)

lesta ndo é uma notacio padrao



é um par de operacoes inversas copiadas do par de equacoes numéricas inversas
(pouco tradicionais)

ar+by——>z; z€{z,y} (6.17)
St > 2z € {z,y) (6.18)
O sinal —— > muitas vezes é substuido pelo "recebe”da linguagem de pro-

gramagao Pascal e neste caso as equagoes numéricas se escreveriam assim

p,g<n (6.19)
Lgi=alL, +bL, = (6.20)
Ly :=—al, = (6.21)
Ly=1s (6.22)

(21) e (22) é a seqiiéncia de operages que inverte a primeira operagio, feita na
equagao (20).

Usamos uma expressao nao definida, “sequéncia de operagodes” e é preciso
tornar este conceito bem definido:

e Cada matriz U que definimos acima, representa uma “operagao”, uma
operagao-linha.

e Multiplicamos, sucessivamente, (observe a ordem),

. UsUslhy
e As matrizes ao final sdo o resultado da multiplicacdo:
Uy, .. . UsUsUy Uy, .. . UsUsl A
e A “seqiiéncia de operagdes” é o produto, (observe a ordem),

u, .. .UgUQUl.

Falamos produto de matrizes porque a matriz que se encontra a esquerda
foi sucessivamente modificada,

Uy A (6.23)
Usthy A Ustholhy A (6.24)
U, .. . Usholly A (6.25)

foi sendo multiplicada a esquerda pela matriz identidade modificada, veja abaixo
as operacoes feitas com scilab



IS
(&)
[0)}

! 7 8. 9. !
U1 =
! 1 0. 0. !
! 4. -1 0. !
! 0. 1.1
-—>U1x*A
ans =
! 1 2. 3. !
! 3. 6. !
! 7 8. 9. !
-—>U2xU1xA
ans =
! 1 2. 3 !
! 3. 6 !
! 0 6. 12. !
-—>U3*U2%U1*A
ans =
! 1 2. 3. !
! 3. 6. !
! 0 0. 0. !

em que U1l,U2,U3 é cada uma das operagoes elementares-linha efetuada, su-
cessivamente sobre a matriz A.

Escalonamento de matrizes

Isto sugere

34 FEscalonamento de matrizes

Dada uma matriz n x n qualquer, cada uma das operagoes elementares
é uma operacao inversivel, portanto o escalonamente sendo um produto de
operagoes inversiveis, € uma operacao inversivel.

Uma formulagao equivalente deste teorema é

35 Escalonamento de matrizes



Dada uma matriz T, n x n, qualquer, existe uma matriz inversivel A tal
que

AT

€ uma matriz escalonada, triangular superior.

Laboratério 19 FEscalonamento e resolucdo de sistemas

. 4 -1 x 3 . .
1. Escalone o sistema 2 1 | \y =\ o |, memorize as operagoes

na matriz identidade, e determine a matriz A que transforma o sistema
primitivo no sistema com matriz escalonada.

1 -1 3 1 -1
2. Escalone a matriz do sistema 3 2 4 To = 2 e
-2 -3 -1 T3 -3
discuta se ele tem solucdo.
1 -1 3 1 0
3. Escalone a matriz do sistema 3 2 4 To = 0 e
-2 -3 -1 T3 0
discuta se o sistema solucdo e compare com a solu¢ao do sistema anterior.
1 -1 3 T1 -1
4. Discuta o sistema linear 3 2 4 Ty | = 2
-2 -3 -1 T3 -5
1 -1 3 1 1
5. FEscalone o sistema 3 2 4 To = 2 e memorize na
-1 -2 -3 T3 3

matriz identidade as operacées feitas de modo a ter ao final a matriz A
que efetua o conjunto das operacgdes feitas. Discuta o sistema.

6. Mostre que, se T for uma matriz simétrica, existe um matriz A tal que
AT A=Y € uma matriz diagonal.

7. sistemas equivalentes Considere o sistema Tx = b. Prove algebricamente
que, se

a1

<y
Il

a n

for uma solugcao do sistema e se A for inversivel entdo o U € solugdo
do sistema

ATz = Ab.



Definigao 30 Sistemas lineares equivalentes Diremos que dois sistemas
de equagoes lineares

Tr=bMy=c

s@o equivalentes, se houver uma matriz inversivel A tal que
AT =M ;Ab=c

As matrizes T, M se dizem semelhantes .

8. Considere o sistema de equagoes lineares

1 2 3 T1 1
4 5 6 T = 2
7T 8 9 1 3

FEncontre a solugao geral deste sistema.

9. nao unicidade do escalonamento Considere o sistema de equagoes

2 6 1 2 - 5
0 3 1 4 ; =11 (6.26)
03 1 2 3 5
T4
Verifique que podemos obter
2 6 1 2 il 5
0 3 1 4 IQ 1 (6.27)
00 0 —2 3 4
T4
ou a forma escalonada reduzida
1 T 9
1 0 2 0 . 5
01 35 0 - (6.28)
00 0 1 3 2
T4

e verifique que ambos o0s casos (nao podia ser diferente...) a solugdo é

a3 -3 3

o3 ] 5 | ier (6.29)
zs || 0 1 ’ :
Ty —2 0

A conlusao final, dos experimentos do laboratério, é:
Dada uma matriz A



e as operagoes-linha permitem-nos de sucessivamente anular todos os ele-
mentos que se encontram abaixo da diagonal.

e cada operagao-linha elementar é representa por uma operacao-linha ele-
mentar efetuada na matriz identidade

e a sequéncia de operagoes-linha elemntares corresponde a um produto de
matrizes a esquerda. O produto destas matrizes memoriza todas as operagoes-
linha numa matriz que chamamos M.

e MA é uma matriz escalonada superior, tem zero em todas suas entradas
abaixo da digonal principal.

e O escalonamento nao é unico, podemos escalonar de muitas maneiras di-
ferentes, mas a solucao tem que ser a mesma porque o sistema nao foi
alterado. As matrizes inicial e final sdo semelhantes, porque os sistemas
sao equivalentes.

e de forma absolutamente andloga temos as operagoes-colona de modo que
podemos resumir dizendo que o conjunto das operagoes-coluna fica memo-
rizado numa matriz N

e AN é uma matriz escalonada inferior, tem zero em todas suas entradas
acima da digonal principal.

e Se a matriz A for simétrica (simétrica em torno da diagonal), quer dizer,
A = A’ entdo podemos executar aos pares cada operacdo-linha com a
equivalente operacao-coluna o que nos levara a uma matriz diagonal, uma
matriz de valores préprios que é um resultado que anunciamos no capitulo

5.
36 Matriz de autovalores Toda matriz simétrica pode ser diago-
naliZavel.
Dem |: Considere a matriz simétrica A

e as operagdes elementares-linha podem anular todos os elementos abairo da diagonal
principal;

e cada operacgao elementar-linha € representada pela multiplicagdo a esquerda por uma
matriz na qual foi efetuada a operagao elementar-linha, que vamos chamar de matriz
elementar;

e as matrizes elementares efetuam a mesma operagcao elementar-coluna quando multi-
plicadas a direita;

e (Consideremos entdo a sequéncia finita
My, ..., My
que anulam passo-a-passo as entradas abaizo da diagonal principal.
e Pela simétria, o produto
B=My - MiAMy--- My

anulam todas as entradas de A abaizo e acima da diagonal principal, portanto B é
uma matriz diagonal.



Exercicios 8 Operagoes elementares linha

1. Resolva o sistema de equacoes

18 -6 —6 0 d 60
:g 102 102 :2 22 - 200 (6.30)
0 -6 —6 12 dy 0

2.

3.

4.

6.2 Matrizes singulares e nao singulares

Ja definimos, na pagina 61 o que é matriz ndo singular, a que tem inversa.

Uma matriz é nao singular, ou inversivel, se for quadrada, e se houver uma
matriz B da mesma dimensao que A tal que AB = BA =7 em que Z é a matriz
identidade da mesma dimensao que A.

O experimento de laboratdrio (ex. 4b), na pagina 147, mostra como se utili-
zam matrizes inversiveis para alterar a base de um espago vetorial com o objetivo
de obter uma matriz mais simples para um sistema de equagoes.

A préxima sessdo de laboratdrio tem o objetivo de fixar estas idéias.

Laboratério 20 Sistemas equivalentes

1. Verifique por cdlculo direto qual das matrizes sequintes

v ) R R H

tem inversa, (€ no singular).
1 -1

9 9 ], € uma matriz singular.

Resposta Apenas a terceira, A = {

2. inversao passo-a-passo de uma matriz

Observagéo 14 Memorizacdo de operacées. Ao efetuar uma multiplicacdo na
matriz quadrada T podemos memorizar esta operacao fazendo a mesma multiplica¢do
na matriz identidade. O resultado desta memorizacao € uma matriz inversivel, a matriz
de passagem.

MIT M T

Mo M T Mo M T
My - MaMIZT My - Mo M T
MZ MT



Em cada uma das linhas acima temos, sucessivamente, o produto de matrizes M;
operando de um lado sobre a identidade e do outro sobre T .

Na dltima linha temos a matriz M que memoriza o produto das matrizes M; efetuado
sobre T.

M= My MaMj. (6.31)

Algumas vezes este método produz a inversa de uma matriz T, se ela for inversivel, se
na ultima linha tivermos

MT =1 (6.32)

mas isto € pouco provdvel e portanto mao tem interesse como método para inversao
de matrizes, o real interesse no mé todo é que ele ird indicar se a matriz é ou nao é
inversivel. O proximo exercicio ilustra a aplicagdo do método.

Ndés veremos, posteriormente, uma variante deste método que construt a inversa de

uma matriz, se ela for ndo singular. A idéia, aqui, € a da triangularizagao de uma
matriz.

o Multiplique a matriz B }, a esquerda, pela matriz [ ! 0 ]

2 1 -1/2 1
verficando que o resultado € o anulamento do sequndo elemento da
primeira coluna.

1 1/15

o Multiplique a matriz T assim resultante pela matriz My = { 0 1

resultando na matriz diagonal { 40 ] .

0 1.5
e Descubra uma matriz diagonalMs que multiplicada pela dltima ma-
. . . ) 4
triz, resulte na identidade, (a inversa de 0 105 ).

o A matriz que faz todo o trabalho, e memoriza as tres operagoes efe-
tuadas, € M = MsMoM;. Verifique isto. FEsta matriz-produto é
também a matriz inversa da matriz original.

Calcule a inversa da matriz [ g :? } usando o método descrito na

questao anterior.

. . 4 2 . . , ,
Verifique que a matriz { o 1 ] nao tem inversa, devido uma tmpos-

stbilidade de aplicar o método de inversao passo a passo.

. Solucao de um sistema de equacdes.

(a) Considere a equagdo linear TX = B = { 3 -1 ] . ( r ) =

2 1 Y
130 . Encontre uma matriz M, ndo singular, tal que a nova
- . 3 -1 z a . .
equacgao linear M 9 1 oy =M p | seja algebrica-

mente idéntica a anterior e a nova matriz seja diagonal.

|\



(b) Resolva a nova equagdo linear, e verifique, testando a solu¢do na
anterior, que ela € solucao da equacao linear antiga.

No laboratdrio chegamos a conclusdo de que algumas matrizes tem inversas,
mas que existem as matrizes singulares...

O método desenvolvido mostra que podemos encontrar matrizes equivalen-
tes, no formato triangular e uma nebulosa nocao de determinante? foi sendo
implantada, que para as matrizes triangulares, é o produto dos elementos da
diagonal. Mas nao estamos em condicao de provar que

37 Produto de detereminantes

O determinante do produto de matrizes € o produto dos determinantes:
det(MT) = det(M)det(T) = det(A) <= MT = A

e que assim o determinante da matriz triangular é diferente de zero sempre
que determinante da matriz do sistema de equagbes originais o for, mas isto €
verdade. Este é um elo que ficard faltando na teoria desenvolvida neste livro.

Precisamos fundamentar os fatos do laboratorio, provar que o método de
triangularizacao é universal, isto é, se aplica a todas as matrizes quadradas.
Vamos redigir a demonstragao com o sabor de um programa de computacao, ou
como ainda se diz, numa linguagem algoritmica.

Consideremos, para isto, uma matriz n x n arbitraria.

a11 aiz - Qip
a21 QA22 -+ Q2p

A= . . . (6.33)
anl an2 tee Apn

Hipdtese 1 a1; # 0 Consideremos por hipdtese que ay; # 0

Vejamos que sempre sera possivel, a menos de alteragoes na matriz que
produzam um sistema equacgéos equivalentes, e, é esta equivaléncia, que nos
interessa:

e Se a;; = 0 mas algum outro elemento da primeira linha for diferente
de zero, podemos trocar as colunas da matriz de modo que o “novo”
a11 seja diferente de zero. Isto na pratica corresponde a troca da ordem
das “variaveis” x1,...,x, do sistema portanto nao altera o significado do
sistema de equacoes;

e Se a primeira linha for toda nula, e houver alguma linha que nao o seja,
podemos levar esta linha nao nula para o primeiro lugar, troca de linhas,
C1

corresponde a troca na ordem das coordenadas do vetor de dados

Cn
e portanto nao altera o significado do sistema de equagoes.

2Neste livro nao definiremos o determinante de uma matriz, porque nao precisaremos
diretamente deste conceito.



e Se nada disto for possivel temos um sistema nulo, uma matriz nula, que é
uma matriz triangular superior, como queremos. Voltaremos a discussao
sobre sistemas nulas ao final.

Isto prova a consisténcia de nossa hipdtese, fora do caso do sistema nulo
que foi discutido sumariamente acima. Este é o primeiro passo num programa
para resolver sistemas lineares, identificar se a1; # 0 e, nao sendo, produzir as
permutacoes de linhas ou colunas mencionadas acima.

Vamos adotar uma técnica que nao empregamos no laboratorio porque para
as contas feitas manualmente ela representa um complicante, mas ela é excelente
na implementagao de programas para resolver sistemas de equacoes. E nossa
segunda hipotese

Hipdtese 2 a7 =1

Se a hipdtese nao for verdadeira vamos dividir a primeira linha por aq; de
modo a tornd-la verdadeira, (inclusive o primeiro elemento do vetor de dados) e
consequentemente ainda teremos um sistema equacoes equivalente ao primitivo.

Observagao 15 Notacao computacional
Observe que estamos usando o método algoritmico da computagao.
Onde escrevemos a;; deveriamos estar escrevendo

’ 1"

Qs oo Oy
porque a cada passagem estamos substituindo os elementos da matriz por outros
obtidos por combinacoes lineares.

Num programa de computacdo isto se faz simplesmente com o comando “="
que nada tem a ver com o teste logico-matemdtico ‘=". Em boa matemdtica
classica se usava com frequéncia a frase, “fazendo A = B” que equivale ao
comando “A = B” da computacdo em que, a partir do ponto em que se escreve
esta linha, A passa a ter o valor que for evaluado para B.

Nao € atboa que anunciamos que este texto € de Matemdtica com apoio com-
putacional...

Vamos agora nos referir as linhas da matriz como os vetores-linha a; e su-
cessivamente, a partir da segunda linha da matriz, vamos fazer a substituigao:

a; = ;141 —a; C; = a;1C1 — C; (634)

verifique que isto substitue a linha de ordem i por uma linha que lhe é equi-
valente, do ponto de vista de sistema de equagoes. Na nova linha o primeiro
elemento é nulo: substituimos uma equacao pela soma de duas equagoes, isto
nao altera o sistema de equagoes.

E agora iteramos o processo iniciando com a segunda linha:

® ass o segundo elemento da segunda linha deve ser igual a 1 elemento;



® a99 = 1 aplicamos a segunda hipdtese

e com a segunda linha anulamos todos os segundos elementos das demais
linhas abaixo da segunda.

e isto serd possivel a menos que a matriz a partir da segunda coluna ja seja
totalmente nula o que reduz o sistema a primeira linha, ou as primeiras
para as quais conseguimos aplicar o processo.

Isto prova que sempre poderemos, com combinacao linear de linhas, e depois
de n(n—1) operagoes (sem contar com as somas e multiplicagdes ...), transformar
uma matriz A em uma matriz triangular superior 7. Isto sumarizamos na
observacao 14, pagina 154.

Com a segunda hipétese facilmente escrevemos, nos programas, a solucao
das equacoes. No trabalho manual vamos evité-la.

Sistemas cuja matriz seja nula

Num tal sistema, em que a matriz é nula, a solugao é o espago inteiro, no caso
homogéneo. Em particular a matriz é triangular superior, como ji observamos
e portanto a técnica desenvolvida no laboratorio se aplica.

6.3 Mudanca de base e mudanca de matriz

Nos cursos de Geometria Analitica se estuda a mudanca de referencial que
fica muitas vezes pouco clara, no seu objetivo. Aqui teremos uma forma de
retomar esta técnica num contexto que ird mostrar a sua importancia: pode
existir uma base para o espago vetorial em que a matriz de uma transformacao
linear fica muito simples.

Vamos, inicialmente, estudar um tipo de simplificagao caracterizada pelas
palavras-chave autovetor e autovalor, usaremos esta forma simplificada para
discutir outras formas simplificadas para as matrizes.

A mudanga de base é a mudanga de referencial.

Introduzimos os conceitos
e sistemas equivalentes ;

e matrizes equivalentes do ponto de vista do sistema de equacoes que elas
representam (ou podem representar);

que ficou caracterizado pela equacao

Te=b=Az=Ab=0V; A= MT (6.35)

e denominamos a matriz inversivel M que memorizou as transformacoes das
operagoes-linha de matriz de passagem entre os dois sistemas equivalentes, o
novo e o velho.



Mas na equagao acima tem um erro visivel que é preciso corrigir, sem co-
mentarios, correta, a equacao fica:

Te=b=As' =Ab=V; A=MT (6.36)

porque a solugcao que iremos encontrar para o sistema, nao é exatamente a
original. A matriz das varidveis, possivelmente, foi alterada... Muitas vezes
este fato passa desapercebido, outras vezes ele representa uma modificacao que
precisa ser desfeita para que a resposta se coloque no “formato original do
problema”.

Lembre-se que as matrizes representam transformagcoes “geométricas do espaco
de saida para o espaco de chegada, rotacoes, homotetias, ou achatamentos vi-
olentos, levando espacos inteiros a se concentrarem em espacos de dimensao
menor, (e o caso em que a liberdade da matriz é grande, maior do que 1).

Claro, agora estamos nos referindo a matriz de passagem M que é inversivel,
por construgao (ainda ndo mostramos isto) e portanto Ker(M) = {0}. Isto é
necessario para que os sistemas, o novo e o velho, sejam equivalentes.

Entao o que encontramos foi ' e nao z. Na linguagem dos espacos vetoriais
o que houve foi uma mudang¢a de base. Vamos tornar estas idéias mais concretas
no proximo laboratdrio.

Laboratério 21 Mudancas de base

) 4 -1 T 3 . .
1. Escalone o sistema 2 1 | \y = o ), memorize as operagdes

na matriz identidade, e determine a matriz A que transforma o sistema
primitivo no sistema com matriz escalonada.

1 -1 3 T -1
2. Escalone a matriz do sistema 3 2 4 To = 2 e
-2 -3 -1 T3 -3
discuta se ele tem solucdo.
1 -1 3 1 0
3. FEscalone a matriz do sistema 3 2 4 To = 0 e
-2 -3 -1 X3 0
discuta se o sistema solugcao e compare com a solugdo do sistema anterior.
1 -1 3 T -1
4. Discuta o sistema linear 3 2 4 To | = 2
-2 -3 -1 T3 -5
1 -1 3 T 1
5. Escalone o sistema 3 2 4 To =1 2 e memorize na
-1 -2 -3 X3 3

matriz identidade as operacées feitas de modo a ter ao final a matriz A
que efetua o conjunto das operacgdes feitas. Discuta o sistema.

6. Mostre que, se T for uma matriz simétrica, existe um matriz A tal que
AT A=Y € uma matriz diagonal .






Parte 111

Solucao dos exercicios
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Capitulo 7

Solucoes dos exercicios

7.1 Propriedades das fungoes lineares afins

1. (ex. 1, pagina 53) Listagem das propriedades das fungdes lineares afins

(a) fungao linear associada Se f for uma fungao linear afim entao existe
uma funcao linear g, chamada associada, e uma matriz constante B
tal que

f(X)=9(X)+B=f(X)-B=g(X)

: Pela definicao de fungao linear afim

(b) imagem de combinagoes lineares As fungoes lineares afins transfor-
mam combinagoes lineares em translagoes de combinacoes lineares.

: Ff(A1X1 4+ X2 X2) — B é a fungéo linear g associada, entéo

g(A1 X1 4+ A2 X2) = A g(X1) + Aag(X2) (7.1)
FAX1 4+ A2 X2) — B =X 1g(X1) + A29(X2) (7.2)
FA1X1 4+ X2 X2) = Ag(X1) + Aeg(X2) + B (7.3)

(7.4)

(c¢) As fungoes lineares afins preservam combinagées lineares a menos de
uma translagao.

: é uma reformulagdo da propriedade anterior.

(d) As fungdes lineares afins transformam segmentos de reta em segmen-
tos de reta

: Considere um segmento de reta PQ. A imagem por f de PQ é
f(PQ)=g(PQ)+B

mas como g ¢é linear, g(PQ) é um segmento de reta e B é a "matriz translagio”,

portanto a translagdo, por B de um segmento de reta, outro segmento de reta.
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2. (ex. 2, pagina 53)

0 = x — x para um vetor x qualquer, logo, se f for linear:
f0)=f(z—2)=f(z) - f(x) =0

3. (ex. 3, pagina 53)

Se f for linear afim, entdo existe uma funcao linea associada g tal que
f(X) =9(X)+B.

f(0)=9(0)+B=0— f(0)=B=0
o termo independente B é zero.

4. (ex. 4, pagina 53 )

: Considere uma fungao linear afim f e a fungao linear g que lhe é associada.

Pelo item anterior do laboratdrio, a imagem dos lados do poligono, sdo segmentos de
reta formando uma poligonal fechada.

A convexidade: Considere um segmento PQ no interior do poligno-pre-imagem. A
imagem f(PQ) é outro segmento de reta. Resta apenas saber se f(PQ) estd no interior
da imagem do poligono. Vamos resolver esta questdao num caso particular, quando o
poligono for plano.

Seja Q o poligono cuja imagem queremos calcular e f(2) a sua imagem. Seja P €
e vamos calcular o o indice de f(P) relativamente a imagem da fronteira do poligono,
F(09). Como f é uma mudanca de varidvel e o seu determinante pode ser nulo, entao
é melhor partir do indice de P relativamente a curva 9€):

I= gk [ (7.5)
o0
=L dw det(J(f)) (7.6)
2pt F59) w— f(P)
w = f(2) (7.7)
(7.8)

Vemos que se o det(J(f)) # 0 entdo a integral no segundo membro tem que ser diferente
de zero e assim o indice de f(P) relativamente & curva f(92) é ndo nulo o que mostra
que f(P) é um ponto interior da image, se P for ponto interior da pre-imagem.

5. (ex. 5, pagina 53 )

Porque a imagem de uma funcao linear afim é uma translagao, um movi-
mento rigido que nao altera a semelhanca dos poligonos.

7.2 Sistemas lineares - Solucao dos exercicios

1. (ex. 1, pag. 61)



Por defini¢ao, o momento de um corpo é sua massa pelo raio (comprimento
do brago) que sustenta o corpo. Lendo o gréfico (fig. 2.3) pdgina 62, temos
o sistema de equacgoes

40h + 15¢ — 2450 = 100 (79)
%c =225+ 50h = 50+ 50h '
40h+15¢ =100
{ 25¢ =50+ 50h (7.10)

(5 2)()-(%) o

Cuja solugao com octave é

octave:1> a [40,15;-50,25]

a =

40 15

-50 25
octave:2> b = [100;50]
b =

100

50
octave:3> a\b
ans =

1

4
h=1; c =4

As duas outras massas sdo 1.00kg, 4.00Kg.
. (ex. 8, pag. 61)

Aplicando o principio do equilibrio dos dtomos antes e depois de uma
reagao quimica aos componentes C, H, N, O

xC7Hg + yHNO3 — zC7H5OgN3 + wH>O.

temos o sistema (estamos comparando as quantidade de 4&tomos por substéncia,

em cada uma das equagoes)

Tx =Tz
8r+y =5z+42w
y — 3, (7.12)

3y =6z+w



70 -7 0 . 0
8 1 -5 —2 v | | o
01 -3 0 P Il (7.13)
0 3 —6 —1 w 0
10 -1 0 . 0
01 -3 0 v | [ o
o0 1 -1 z |10 (7.14)
00 0 w 0

em que na udltima linha a matriz do sistema foi escalonada (vocé pode
encontrar resultados diferentes, mas equivalentes).

Resolvendo as equagoes, a partir da dltima, temos:
w=3z;y =322 =3x
o que nos da as equacoes paramétricas
(2,32,2,32)

para a reta, espaco vetorial de dimensdo 1, nucleo da transformacao linear
representada pela matriz, solucao do sistema homogéneo.

. (ex. 3, pdgina 62 )

-->function u = f(x)
>y = x

——>u(1) = fix(y/50)
-—>y =y - u(1)*50
——>u(2) = fix(y/20)
-—>y =y - u(2)*20
-—>u(3) = fix(y/10)
-->endfunction

-=>f(70)
ans =

-->f(190)
ans =

! 3. !
! 2. 1!
! 0. !
-->f(230)



ans

=D

7.3 Estrutura do R? - Solucao dos exercicios

1. (ex. 5, pdgina 69)

Considere o conjunto £ de todas as fungoes reais definidas no conjunto
{1,2,3,4,5}.

(a) Prove que (€,+,-) é um espago vetorial real.

Considere f € £ e consequentemente

f(1),£(2), £3), f(4), f(4)

sao numeros reais. Defina uma funcao de
®
£E—R’

tal que
fli) =z = f(i) ;2 € R

Prove que

(a) @ ¢ linear
i ®(f+g)=2(f) + ®(9)
ii. ®(\f) =A0(f);VAeR
(b) ©(0) =0 em que o argumento de ® tem que ser a fungao zero (iden-
ticamente nula).

(¢) ®(f) =0 se e somente se f =0
(d) Mostre que ® é bijetiva.

(a) € é um espago vetorial. Temos mostrar que (£,4) é um grupo abe-
liano.
: Primeiro temos que exibir o modo de somar os vetores f,g. Dadas
duas fungoes f, g uma nova fungdo, H = f + g se define por

H(i) = f(i) +9(2) ; i € {1,3,3,4,5}




i. A associatividade da adigdo de niimeros reais se transmite para a operagao
assim definida:

Vi f() + (9(2) + h(8)) = (f(2) + () + h(2)
logo
f+@+h)=({(+g9 +h

ii. A comutatividade da adigdo de numeros reais se transfete para a operagao
com demonstragdo semelhante a que fizemos acima para a associatividade.

iii. Elemento neutro A fungédo identicamente nula
0:{1,2,3,4,5} — R ; 0:i—0
somada a qualquer outra fungdo f reproduz f sendo portanto o elemento
neutro da adicao de fungoes.

(b) Inverso aditivo considere uma funcédo f definida em {1,2,3,4,5} e defina a funcéo
Vi 1) = —f(0).
Temos
Vi ff(i) + f(i) = —f(@) + f(i) =0
e assim ff é o inverso aditivo da fungao f. Obviamente, em vez usar a notagao
ff vamos usar a notagao “—f” para a fungao inveso aditivo de f que existe para
toda fungao do conjunto £ e assim (€,+) é um grupo abeliano.

Observagao 16 Dificuldades linguisticas e de comunicagao
Fica claro, na invengdo que fizemos acima do nome f f para a funcdo

“—f7 para escrever um pedago da demonstrac¢do, uma dificuldade
de comunicacao que permeia o ensino de Matemdtica. O leitor, ao
ser exposto a um texto movo de Matemdtica, enfrenta a cria¢do de
novos objetos com o sentimento de que nds, os matemdaticos, estamos
criando complicagoes possivelmente indteis. E dificil superar esta
crise... estamos definindo novos objetos, os elementos do conjunto €
que sao muito semelhantes a numeros reais, mas que Nao0 sa0 NUMEros
reais. A adi¢do parece a a adigdo dos nimeros reais mas € uma nova
operacdo definida num novo conjunto.

No fundo o que se passa € a constru¢ao de novos objetos € feita com
auzilio dos velhos. ..vamos continuar o processo.

Temos agora que demonstrar as propriedades do produto por escalar.
Primeiro temos que definir o que é o “produto por um escalar”. Dada
uma fungao f, definimos

(A1) = Af (i)
e queremos demonstrar que

i. associatividade a esquerda
Por definicio [(a))f](i) = (@A) f(i). A direita temos o ntimero
real “f(7)”, para cada valor de i € {1,2,3,4,5} multiplicado pelo
numero real (a)\) e, propriedade dos ntimeros reais, isto é igual
a

[(aX) f1(@) = (@A) f (i) = a(Af(D)



A dltima expressdo define a fungéo [a(Af)] para um valor qual-
quer de i € {1,2,3,4,5} logo

(@A) f = a(Af).

ii. O elemento neutro da multiplicacao nao altera as funcoes por
quem ele for multiplicado. O elemento neutro da mulplicacao
é a funcao identicamente 1:

Vie {1,2,3,4,5}; i—1
Vamos chamar esta funcao de 1. Temos
(Lf)ci—1-f(@) = f(9)

provando o que queriamos, 1 nao altera a funcao f.

iii. O elemento neutro da adi¢ao anula qualquer fungao que for por
ele multiplicada. De fato, chamemos

0

a funcao identicamente nula. Temos
(0f):i—0-f(i)=0

é a funcao identicamente nula.

iv. distributividade da multiplicao por um escalar relativamente a adicao.
Queremos mostrar que

[f(g+h)]=[fg+ fh]

De fato,

[Flg+ )] i f(D)(g(i) + h(D) = f(D)g (@) + f(i)h(i)

que define a fungéo [fg+ fh] provando a igualdade que queriamos
provar.

Provamos assim que £ é um espago vetorial sobre o corpo dos niimero
reais.

Vamos agora discutir as propriedades da func¢ao

PE — R

Vamos adotar uma notagao melhor do que a proposta no exercicio:

f@@) — fi=mx;



(a) linearidade

[f+gl:im f()+9(i) = fi+gi (7.15)
logo ©([f + g]) = @([f]) + @([g]) (7.16)
Af]:i— Af () (7.17)

logo ©([Af]) = A®([f]) (7.18)

provando a linearidade.

(b) imagem da fungdo identicamente nula,®(0) é a énupla com todas as
coordenadas nulas, logo ®(0) = (0,0,0,0,0)

(c) imagem inversa do zero A tnica fungao que leva todo i € {1,3,3,4,5}
em zero é a fungao identicamente nula, logo ®(f) =0= f =0.

(d) bijetividade Temos que demonstrar que ® é injetiva e bijetiva:

i. injetividade Tome duas funzccoes diferentes, f # g entéo, para
pelo menos um valor de i € {1, 3,3,4,5} temos

fi 7é 9i = (f17f27f37f47fi) 7é (91792793794791')

e portanto
O(f) # 2(9)

ii. sobrejetividade Temos que mostrar que todo elemento de R® tem
uma imagem inversa (pré-imagem) via ®. Mas qualquer énupla
de R® é um arranjo (possivelmente com repeticao) dos elementos
de R tomados cinco a cinco, e portanto uma funcao do conjunto
{1,3,3,4,5} em R que é a pre-imagem deste arranjo por ®.

Moral da histéria, o conjunto de todas as func¢ao definidas num conjunto
finito € equivalente ao conjunto das eniuplas de niumeros reais,

(21,22, ..., 2p)

sendo n o numero de elementos do tal conjunto finito, dominio das funcaoes.
Isto é um exemplo de isomorfismo.

7.4 Espaco vetorial - Solugao de alguns exercicios

1. (ex. 1), pagina 86 Complete o conjunto

E={l+az,1+2%2%+2°}

para obter uma base para o espa¢Rj;[z] dos polinémios de grau menor u
igual a 5.



tarcisio@cap02:™/tex/algling octave

GNU Octave, version 2.0,16,92 (i386-pc-linux-gnu).
Copyrlght (C) 1996, 1997, 1998, 1999, 2000 John I}, Eaton,
This is free software with ABSOLUTELY NO WARRANTY ,

For details, tupe ‘warranty'.

octave:1> a = [1,1,0,0,0,0;1,0,1,0,0,0;1,0,0,0,0,0;0,0,0,0,1,0;0,0,1,0,0,1;0,0,0,1,0,0]
a=

(=Y =Y = F S
coocoor
orooro
POOCOOO
coroOO
ORrOoOOOO

octave:2> det(a)
ans = 1
octave:3> I

[=][m[x]

Figura 7.1: Célculo do determinante com octave
Solugao 6
{1,1+ 2,1+ 22 2% 23 2% + 2°}

Identificando um polinémio com seus coeficientes, este conjunto corres-
ponde as enuplas

(1,0,0,0,0,0),(1,1,0,0,0,0),(1,0,1,0,0,0),(0,0,0,0,1,0)(0,0,0,1,0,0), (0,0,1,0,0,1)

Com octave, podemos definir a matriz que tem estas linhas e calcular
o determinante desta matriz, veja (fig. 7.1). Como o determinante €
diferente de zero, entdo as linhas (e também as colunas da matriz) sdo l.i.
portanto o conjunto de vetores € uma base para Rs[z].

. ex. 2, pagina 86 Verifique se o conjunto dos polindmios de grau exata-
mente 5 é um espacgo vetorial.

Solugao 7 Nao é um espaco vetorial. Falha na existéncia do elemento
neutro para adicao, o polinomio identicamente zero.

. ex. 3, pagina 86 Verifique se o conjunto das fungbes reais definidas no
conjunto {a, e, 1,0, u} é um espaco vetorial e encontre uma base para este
espaco.




Solugao 8 nota¢do Considerando que o alfabeto tem uma ordem, pode-
mos entender que as letras a,e,i,0,u estao ordenadas e identificar uma
fungao definida neste conjunto por uma sequéncia (ordenada) de 5 nimeros
reais: © = (x1,%2,%3,%4,T5) €M que 08 nimeros memorizam a ordem das
letras:

a—1;3— 21— 30— 4;u+— 5

Dadas duas tais seqiiéncias, podemos definir a adi¢do ponto a ponto por:

x = (21,22, T3, %4, T5) (7.19)
Y= (Y1,92, Y3, Y4, Y5) (7.20)
r+y = (21 +y1, T2+ Y2, 73 + Y3, T4 + Y4, T5 + Y5) (7.21)

(a) elemento neutro para adi¢io € a sequéncia de zeros

(0,0,0,0,0).

(b) associatividade Dadas tres seqiiéncias, X,Y, Z o valor emi € {1,2,3,4,5}
de X+ (Y +2)¢

i+ (yi + 21) = (@i +ys) + 2
sendo a expressio a esquerda o valor de (X +Y) + Z portanto
X+Y+2)=(X+Y)+Z

(¢) comutatividade Dadas duas seqiiéncias, X,Y o valor emi € {1,2,3,4,5}
dex+yé

Ti+Yi =Y + T
sendo a expressao a esquerda o valor de y + x portanto

r+y=y+z.

(d) inverso aditivo Dada uma seqiiéncia x a seqiiéncia em que trocarmos
todos os sinais dos valores de x

(_xly —Zx2, —T3, —T4, —.T5)

quando somada a setiéncia x vai produzir a seqiéncia nula, sendo
portanto o inverso aditivo de x.

Provamos assim que o conjunto F das fungoes definidas no conjunto
{a,e,i,0,u} com a adi¢do ponto a ponto, € um grupo abeliano.

As propriedades da multiplicacao por um escalar.



(a) a associatividade & esquerda Dados dois escalares a, \ e uma setiéncia
X,

a(AX)

em cada ponto i € {1,2,3,4,5} estd definida naturalmente por
a(Az;)

mas agora temos o produto de tres numeros reais para os quais vale
(a\)z;

que € o valor de
a(AX)

no ponto i € {1,2,3,4,5} portanto vale a associatividade ¢ esquerda
na multiplicacao por escalares.

(b) o elemento neutro da multiplicagdo nao nao altera o multiplicando
O elemento neutro aqui € o escalar 1 € R que multiplicado porque
quaquer seténcia X, reproduz esta.

(¢) o elemento neutro da adi¢io multiplicado por qualquer setiéncia X
anula todas as coordenadas de X produzindo a seténcia

(0,0,0,0,0)

que € o elemento neutro da adi¢do de vetores.

(d) a distributividade da multiplicacdo por um escalar. Considere duas setiéncias
X,Y e um escalar A temos:

)\(.”EZ + yz) = Az; + A\y;

porque todos saGo numeros reais. A esquerda temos o valor de A mul-
tiplicado por X +Y em um ponto i € {1,2,3,4,5} e a direita temos
a soma dos valores de AX e AY no ponto i € {1,2,3,4,5} somados.
Como sempre sdo iguais, para qualquer valor de i entdo

AX +Y)=AX + AV

Vemos assim que o espaco F das fun¢ées definidas no conjunto {a, e, i,0,u}
€ um espago vetorial. As funcgoes

E ={(1,0,0,0,0),(0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1) }

sdo l.i. As contas sdo semelhantes as que poderiamos fazer para os ele-
mentos do R®. E como identificamos as funcdes a um elemento do RS
podemos usar esta identificacao para verificar que uma funcao qualquer
vai ser obtida por combinacgdo linear desta funcoes do conjunto E que €
entdo uma base para E.



4. ex. 4, pagina 86
Solucao 9 Considere o sistema de equagoes

T + 2x9 + 323 + 4x4 + D5 =0
—3x1 —4xo — 923+ 2204+ 5 =

201 +4x9 + 623+ 224 4+25 =0
3x1 +6x9+923+8x4+2x5 =0
x4+ 229 4+ 323 + Tx4 + 925 =0

(a) Prove que o conjunto das solugdoes deste sistema de equagdes € um
espago vetorial. Considere duas solugoes do sistema

T = ($1,1‘2,1‘3,.’E4,$5),y = (y1>y2>y3>y47y5)'

Quer dizer que € verdade:

T + 229 + 323 + 424 + D) =0

—3x1 —4xo — 923+ 224 + 25 =

201 +4x9+6x3+2x4+25 =0 (7.22)
3x1 +6x9 +923 +8x4+ 225 =0

1 4+ 229+ 33+ 724+ 925 =0

y1+2y2 +3ys +4ys +5ys =0
—3y1 —4y2 — Yy +2ys +ys =0
201 +4y2 +6ys + 2y +ys =0 (7.23)
3y1 +6y2 +9ys +8ys + 2y =0
y1+2y2 +3ys + Tya +9ys =0

Podemos somar estes “dois sistemas”, como somariamos duas equacoes
lineares, linha a linha, respeitando a ordem dos indices. O resultado
da soma €

(r1+y1) +2(z2 +y2) +3(x3 +ys3) +4(ws +ya) +5(x5 +ys) =0
—3(x1 +y1) —4w2+y2) — 9wz +y3) +2(xs +ya) + (25 +ys5) =0
2(xy +y1) +4(z2 +y2) +6(z3 +y3) +2(xs +ya) + (25 +ys) =0
3(@1+y1) +6(z2 +y2) +9(z3 +ys) +8(xa+ys) +2(z5+y5) =0
(w1 +y1) +2(z2 +y2) +3(x3 +y3) + T(wg +ya) +9(x5 +y5) =0

sendo zero no sequndo membro porque somamos primeiro membro
com primeiro, sequndo membro com sequndo membro. Isto mostra
que se os vetores X, Y forem solucdo do sistema homogéneo, também
o vetor X +Y ¢ solucdo do sistema homogéneo. Quer dizer que o
espaco de solugoes € fechado para a soma de solucdes.

Observagao 17 Produto de matrizes - distribuitivida

A soma dos “dois sistemas” acima pode ser vista de um outro angulo.
Um “sitema de equacoes € um produto de matrizes:



—3x1 — 4o — 923+ 214 + 25 =
2x1 + 4x9 + 623 4+ 224 + T5 =0
3x1 + 6x9 + 923 4+ 84 + 225 =

T 4 229 + 3x3 + 44 + D25 =0
1+ 229+ 33+ 724 +925 =0
4
2
2
8

1 2 3 5 I C1 T
-3 -4 -9 1 xI9 Co Hi)

2 4 6 1 T3 = c3 |z = T3 jC=
3 6 9 2 Ty Cyq Xa

1 2 3 79 Ts Ccs s

Se chamarmos a matriz de A o produto de matrizes acima pode ainda
ser escrito de forma mais compacta:

AX =C

e como o sistema é homogéneo, o vetor de dados é C = 0.

Retornando agora a “soma dos sistemas”, com esta notagdo com-
pacta, o que fizemos foi:

AX+Y)=B=AX + AY =B

que prova a distributividade do produto de matrizes pela soma de
vetores (ou soma de matrizes}. Quer dizer, demonstramos o teorema;:

38 Distributividade do produto de matrizes com a adi¢cdo

Seja A uma matrizn x m e X,Y € R™. O produto da matriz A
pela soma dos vetores X +Y € distributivo

AX +Y) = AX + AY

Vamos verificar as propriedades da adicao de solugoes

1. Elemento neutro Uma solucdo deste sistema de equagoes € um
vetor

(3517%27%3, Ty, 365)

Como o sistema € homogrieo, a énupla nula (0,0,0,0,0) € solucdo,
pelo teorema dos sistemas homogéneos.

i1. Inverso aditivo Suponha que uma enipla destas satisfaca @ equagdo.

Se multiplicarmos o sistema por —1 nao o altera (porque éle €
homogéneo) o que mostra que

—r = (*331, —X2, —T3, —T4, *365)

€ solucao, portanto o inverso aditivo de uma solucdo estd também
no espaco solucao. Na verdade isto vale para qualquer escalar
pelo segundo teorema dos sistemas homogéneos isto vale para
qualquer escalar A

(7.24)

4]
C2
63(7. 5)
Cyq
Cs



111. associatividade A soma de vetores € associativa. Se estes veto-
res forem solucdo jd vimos que a soma deles € também solugdo.
Se ndo wvalesse a associatividade no espa¢o solugdo seria uma
contradicao.

iv. comutatividade O argumento anterior sobre associatividade se
aplica aqus.
Verificando as propriedades do produto por um escalar.
1. Produto por um escalar de uma solugao € também solucao pelo

segundo teorema dos sistemas homogéneos. Vamos escrever o
sistema como um produto de matrizes

AX =0

em que A € a matriz do sistema

1 2 3 45
-3 -4 -9 2 1
2 4 6 21
3 6 9 8 2
1 2 3 79

Acabamos de provar, usando o segundo teorema dos sistemas
homogéneos que AX =0= AANX) =0= X AX

1. Associatividade d esquerda do produto por escalar. Dados dois
escalares A\, e uma solucao X do sistema, provamos que AX
é solugdo. Consequentemente, a(AX) = (X)X € solugao e nao
pode ser uma solugdo diferente, logo no conjunto das solugoes
vale a associatividade a esquerda da multiplicacdo por um esca-
lar.

141, Distribuitividade do produto por escalar relativamente a adicdo
de solucoes do sistema.
Considere duas solucoes X,Y do sistema de equacdes, e um esca-
lar qualquer, X. Entao AX, \Y sao também solucdes, assim como
também a soma destas solucoes

AX + Y
é também solucdo. Para os vetores do R® vale
AX+AY =AMX+Y)

provando que no espaco das solucoes do sistema vale a distribu-
tividade da multiplicagao por um escalar relativamente a adigao
de vetores.

Provamos assim que o eapago de solucoes de sistema de equagoes
lineares é um espago vetorial.



(b) Verifique que os “escalares” x1, o, T3, T4, X5 combinados com os vetores-
coluna, da matriz do sistema, geram o espaco solucao deste sistema.
Calcule a dimensdo do espaco solugdo.

Jad vimos que o sistema pode ser escrito de forma compacta assim:
AX =B

em que A € a matriz do sistema, X € o vetor-varidvel, e B € o vetor
de dados.

Mas analisando a forma expandida do sistema, (veja abaizo), pode-
mos observar que

e a primeira coordenada do vetor-varidvel, multiplica a primeira
coluna da matriz;

e a sequnda coordenada do vetor-varidvel, multiplica a sequnda co-
luna da matriz;

e ¢ sucessivamente..

de formas que podemos interpretar o produto Ax como uma soma
r1a1 + X202 + -+ - + Tsas

em que agora estamos considerando a; como a coluna de ordem i da
matriz A, combinacdo linear das colunas da matriz com os escalares
x; e interpretamos agora o sistema como

x1a1 + x2a2 + - + X505 = b

portanto o vetor b € uma combinacao linear dos vetores-coluna da
matriz A.

O sistema somente terd solucdo se b for um elemento do espago ge-
rado pelos vetores
a1, a2, ", 05

os vetores coluna da matriz, como queriamos provar.

A dimensao do espacgo solucao serd entdo o miumero mdzximo de ve-
tores l.i. dentre os vetores coluna da matriz. Para encontrar este
numero calculam-se os determinantes menores da matriz até achar
um determinante diferente de zero. Se o determinante da matriz jd
for diferente de zero, entdo a imagem tem dimensao n = 5. Este
numero, a dimensao da imagem, é denominado de posto da matriz.

(¢) Verifique que o sistema

T1+ 220+ 3x3+4x4+ 55 =0b
—3x1 —4x9 — 923+ 224 + 5 = bo
2x1 + 4xo + 623 + 2204 + 5 = b3
3z 4+ 6x2 + 923 + 8x4 + 225 =y
T+ 229 + 3x3+ Tx4 + 925 = bs



somente pode ter solucdo se o vetor b de dados pertencer ao espaco
gerado pelos vetores-linha da matriz do sistema.

E consequéncia do item anterior. Se o vetor de dados b nao pertencer
ao espaco gerado pelos vetores coluna, a combinacao linear

Tia1 + Toas + -+ x5a5 = b

nao pode ser verdadeira.

5. ex. b, pagina 87

Mostre que o conjunto-solucao da equagao diferencial
1 /
Yy +ay +ary=0

é um espagco vetorial.

Solugao 10 Respeitando cuidadosamente a departamentalizacao das ciéncias
e dos curriculos, observe que ndo vamos resolver a equagdo diferencial.

Por coincidéncia esta € uma atitude “moderna” no estudo das equagoes di-
ferenciais, primeiro estudar-lhe as propriedades, depois resolvé-las usando
um padrao adequado.

Comecamos verificando se, dadas duas soluc¢des y1,y2, a soma delas €
ainda uma solugcao. Vamos somar duas equagoes:

Yy + aoyy + aryr =0 (7.26)

Yy + a0Yy + arya = 0 (7.27)

(1 +v2)" +aolys +y2) +ar(yr +y2) =0 (7.28)
(7.29)

e vemos que y1 + yo satisfaz a equacao diferencial, porque a derivada da
soma € a soma das derivadas, mesmo para a sequnda derivada, e o termo
independente € zero (este fato € crucial, temos uma equagao homogénea,).
Vamos agora verificar se o espago solugao € um espago vetorial

o Adicdo é comutativa Mas y1 + y2 sdo funcgdes reais, e a soma de
funcées reais é comutativa.

e cxisténcia do elemento neutro para adicio O elemento neutro, na soma
de funcoes € a funcdo identicamente nula. Qualquer derivada desta
funcao € zero o que mostra que ela satisfaz équacao diferencial .

e cxisténcia do inverso aditivo Vamos verificar se, y for uma solucdo
desta aequacao diferencial, se também —y € solu¢do. Se multiplicar-
mos a equaccao por um numero real qualquer X temos

Ny + Xaoy’ + dary = 0= (\y)" +ao(M\y) +a1(\y) =0



porque a derivada de Ay é \y’, inclusive para derivadas de ordem su-
perior. Também estamos usando a comutatividade do produto dos es-
calares e a associatividade com o produto envolvendo fungées, (iden-
tifique aonde) .

e associatividade da adigdo Se y1,y2,ys forem trés solugoes da equagdo
diferencial, queremos saber se

Y1+ (Y2 +y3) = (y1 +y2) +y3

mas a soma de funcgoes € feita ponto a ponto, quer dizer, considera-
mos 08 niumeros Teais

y1(t) + (y2(t) + y3(t)) = (v (t) + y2(t)) + ya(?)

para 0s quais vale a associtavidade, logo a soma de fungoes € associ-
ativa, (dizemos, de solugdes...)

Isto torna o espaco-solucao, com a adigcao, um grupo comutativo.

Ja verificamos acima que a multiplicagao por um escalar estd definida no
espago-solucdo. Vamos ver as propriedades deste produto.

associatividade @ esquerda A justificativa é a mesma que usamos para a
associatividade da adicao, no fundo estamos multiplicando os escalares
A, a pelo nimero real y(t) e logo vale

May(t)) = (Aa)y(t)

para todo t portanto também € verdade

AMay) = (Aa)y

o elemento neutro da multiplicacdo nao altera o multiplicando, por argu-
mento semelhante ao que usamos acima.

o elemento neutro da adigao torna nulo o multiplicando, por argumento
semelhante ao que usamos acima.

a distributividade da multiplicacao por um escalar por argumento semelhante
ao que usamMos acima.

Provando assim que o conjunto-solugao da equacao diferencial
11 /!
Yy +ay +ary=0

é um espago vetorial.

Por esta razao, as equagoes diferenciais com este formato,

y(n) + aoy(“_l) 4+ Fay = 0



7.5

se chamam equacoes diferenciais lineares de ordem n. FElas podem ser
transformadas em um sistema de equacoes diferenciais lineares de primeira
ordem e o espaco solucao destas equagoes tem dimensao menor ou igual a
n.

(ex. 1, pdgina 80) Os valores de a que fazem os vetores

e1 = (a,3,6),ea = (1,a,—2),e3 = (0,—-1,2)

linearmente dependentes.

Solugao 11 O det(ey,eqz,e3) =0

Sistemas Lineares- solucao

. (ex. 1, pag. 114)

Encontramos o sistema abaixo

Tz =7z
8r+y =52z+42w
Y — 3, (7.30)
3y =6z+w
7T 0 -7 0 x 0
8 1 -5 =2 Y 10
01 -3 0 z I (7.31)
0 3 -6 -1 w 0

cuja solugao com octave é

octave:1> a=[7,0,-7,0;8,1,-5,-2;0,1,-3,0;0,3,-6,-1]
a =

7 0 -7 0
8 1 -5 -2
0 1 -3 0
0 3 -6 -1

octave:2> b = [0;0;0;0]
b =

o O O O

octave:3> a\b



warning: matrix singular to machine precision, rcond = 1.09339e-18
ans =

O O O O

octave:4> rank(a)
ans = 3
octave:5>

Um sistema homogéneo possivel, indeterminado, cujo posto octave calcula
como sendo 3 e portanto, pelo Teorema da liberdade e do posto o nticleo
tem dimensao 1 sendo uma reta. Este resultado foi obtido ao resolvermos
o (ex. 8 ), pagina 61. O método usado foi o do escalonamento da matriz
que é chamado também de método de Gauss e que consiste em subtragoes
sucessivas das linhas da matriz para a eliminacao do méaximo de variaveis
até ter apenas duas nas ultimas equagoes. Este método pode também
ser chamado de elimina¢do das varidveis. No método de Gauss se obje-
tiva deixar o primeiro coeficiente nao nulo de cada equacao sendo 1. Veja
escalonamento no indice remissivo.

Comentando a natureza da solugdo (somente um quimico poderia fazé-
lo de forma exemplar), se ndo houver dtomos das substancias reagentes
resultaria em nenhum resultado, portanto a solucao zero do problema é
de se esperar. Consulte um quimico para entender por que a equacao da
reta-solucao é a ja obtida:

(2,32, 2,32).

2. (ex. 3, pagina 114 )

(a) linearidade de F' Considere dois polinémios p1, po

F(pi(t)) = (2t — a)pr (t + 1) — 2p) (1) (7.32)
F(pa(t)) = (2t — a)pa(t + 1) — tpy(t) (7.33)
F(pi(t) +pa(t)) = (7.34)

= (2t —a)[pa(t + 1) + palt + 1)] — 2[p) (£) + po(t)] = (7.35)
=2t —a)p(t+1) —t2p|(t) + (7.36)

+(2t — a)pa(t + 1) — t2py(t) = (7.37)

= F(p:1(t)) + F(p2(t)) (7.38)

F(ap(t) = (7.39)

= (2t —a)\p(t+1) —t2(\p)'(t) = (7.40)

= N2t —a)p(t+1)—t2p'(t)] = (7.41)



mostrando que F' é linear.

(b) Encontre a matriz A de F relativamente & base
1,t,t2

As colunas da matriz procurada sdo os valores do operador, calcula-
dos em cada um dos elementos da base,

F(1), F(t), F(t*)

e expandidos segundo a mesma base.

F(1)= (2t —a) = > (7.44)
0
Fit)=t2+(2—a)t —a = 2fa (7.45)
Ft2)=@A4—-a)t’+(2—-2a)t—a=| 2— 2a (7.46)
4—a
—-a —a —a
A=| 2 (2-a) 2(1-a) (7.47)
0 1 (4—a)
(¢) Ker(F)
—a —a —a ap 0
2 (2—-a) 2(1-a) ag | =10 (7.48)
0 1 (4—a) az 0
—a —a —a agp 0
0 —a® —2a2 ap | =10 (7.49)
0 1 (4—a) az 0
—-a —a —a ap 0
0 —a® —2a? ap | =10 (7.50)
0 0 2a%2-da° as 0

o a¢{0,2) = Ker(F) = {0}

e a = ( o nicleo do operador é

p(t) = ag + art + ast® ; ag — 3ag =0



e a = 2 o nicleo do operador é
p(t) = ao +art + ast? ; a1 +2a2 =0

(d) (ex.4, pag. 115

Método: produto escalar de um vetor paralela a reta por um vetor
ortogonal ao plano.

e climinagao dos parametros Eliminando os parametros s, t na equacgao
paramétrica do plano:

x 2 1 1
vy |=(3],[1 -1 (7.51)
z 4 2 1
x 2 1 1
y—z |=111],{ 0 -2 (7.52)
2z — 2 0 0 1
x 2 1 1
y—z = 1], 0 -2 (7.53)
22z —2)+y—=x 1 0 0
22z —2)+y—z=3z+y—22=1 (7.54)

) Angulo entre vetor ortogonal ao plano e um vetor da reta

i. Vetor ortogonal ao plano

A=(3,1,-2)

ii. Vetor paralelo a reta

u=(1,0,2)

iii. produto escalar < A, u >

<A’u>—cos(9)— 3+0—4 -1
A [ful| VIF1+4yT+4 V70

O angulo procurado é ¢ =6 — 7.

3. (ex. 77, pagina 77 )

Usando octave temos:

octave:1> a = [1,-2;0,1]



octave:2> ax*xa

ans =
1 -4
1
octave:3> a = ax*a
a =
1 -4
1
octave:4> a = ax*a
a =
1 -8
1

conduzindo-nos a hipdtese ( (1) _12 )

Demonstracao da hipétese, por inducgao

1 2! ,
e P : A= 01 é verdade.

0 1

o Hipétese de inducio. P, : 4, = ( 1 -2 )

. Recursao P, = P11

e (1 =2 1 -2\ (1 —2n—2n
A1 =4, = < 0 1 ) ( 0 1 ) "( 0 1 )

confirmando a hipétese de indugao.

(s

. (ex.?7?, pagina 7?7 ) Escalonando a matriz temos

_2n+1
1

1 -1 1 la 1 -1 1 la
1 1 3 a+2 =0 2 2 2 (7.55)
2 -2 (a+1) [(a+1) 0 0 (a—1) |1—a

Se a # 1 o sistema tem solucdo unica igual (¢ + 3,3,—1) Se a = 1 a

dimensao do ntcleo serd 1, a solucao é a reta

2y, y,1-y); yeR

)



6. (ex. 7, pagina 115)

Solugao 12 A introducdo da “varidvel” z permite escrever a derivada
sequnda em duas etapas:

/ 1

Y=z =2=-py—qu=-pr—qy
portanto o sistema de duas equagoes representa a equagdo diferencial de
sequnda ordem inicial. Se considerarmos agora o vetor X = ‘Z ) po-

demos escrever a equagao matricial que representa o sistema de equacoes

acima como
e () -(0)- (3 7))o

X' = AX (7.57)

7.6 Matrizes nao singulares-Solucao dos exercicios

1. (ex. 4, pagina 143)

Solugao 13 Se T for uma matriz inversivel entdo podemos recuperar o
sistema inicial com a seqiiéncia de operacoes:

T—'T =T a matriz identidade
TAT '=B«——TA=BT «—— A=T BT
Tr=y; Thb=c——a2=T 'y; b=T ¢
By=c
T 'By=T"1c
T IB(TT Yyy=T""c
(T1BT(T ly)=T""'c
AT 1y) =T e
Az =5
O diagrama (fig. 5.1) pdgina 132, mostra o que fizemos, a matriz in-

versivel T se chama, matriz de mudanga de base, ela altera o referencial
do espaco.

2. (ex. 2, pagina 145)

Solugao 14 (a) Com scilab



-->A=[1,2,3;4,5,6;7,8,9]

A =
! 1 2. 3. !
! 4. 5 6. !
! 7. 8 9. !

U1 =

! 1. 0. 0. !
! 4. - 1. 0. !
! 0. 0. 1.1
-—> UlxA

! 1 2. 3. !
! 3. 6. !
! 7 8. 9. !

(b) -==>U2 = [1,0,0;0,1,0;7,0,-1]
-->U2xU1l // composta de operacoes U1xU2

ans =
! 1. 0. 0. !
! 4. - 1. 0. !
! T. 0. -1."!
—-=> TU2xU1xA
! 1 2. 3 !
! 0 3. 6 !
! 0 6. 12. !
1 0 0 1 2 3
(c¢) Resposta: O esquema final é: | 4 —1 0 0 3 6
3 —6 3 0 0 0

3. (ex. 4b, pagina 147)

Solucao 15 Se A for uma matriz ndo singular, entdo sua inversa, A~!
existe e podemos efetuar as sequintes operacoes equivalentes, se a matriz
T for quadrada:

T#=b=AT% = Ab= ATA ‘A7 = Ab =



Como todas as operagées feitas acima sao inversiveis, (porque podemos
efetuar as operagoes inversas), entdo os dois sistemas sao equivalentes,
quer dizer, se resolvermos T'z' = U entdo v’ = Ar = 2 = A~'2’ pode-
mos obter o valor de x com uma simples multiplicacao de matrizes. Isto
equivale na prdtica a ter trocado as varidveis, (coordenadas), resolvido um
novo sistema e depois com uma multiplicacao de matrizes, obéer a solucao
do sistema primitivo ao qual correspondia a matriz de dados b. Se obteve,
assim, a solu¢do no referencial primitivo. S6 vale a pena fazer isto se o
novo sistema for mais fdcil de resolver, em outras palavras se a matriz T’
for mais simples. Mas se pode demonstrar que € sempre possivel se obter
uma expressao mais simples para T.

z

Usamos a hipotese:”T é uma matriz quadrada”. Fsta hipdtese sempre
pode se verificar completando T com linhas ou colunas nulas.

4. (ex. 1, pdgina 151)

Solugao 16 Para escalonar um sistema, vamos executar apenas opera-
coes elementares-linha, portanto vamos multiplicar, a esquerda, por matri-
zes que induzem combinacgao linear de linhas. Vamos escrever o sistema
espandido I|TZ% = gjustapondo a matriz identidade ao lado da matriz
T. Todas as operacoes elementares feitas com T serdo também efetuadas
com a matriz justaposta, (que jd nao mais serd matriz identidade), na
linha abaizo temos A|TT = b em que a matriz A Jjd estd memorizando as
operagoes “multiplicar a sequnda linha por —2, a primeira linha por 1 e
escrever a combinacao linear das mesmas no lugar da sequnda linha”:

e 7 1 0| (4 =1 ( 3 o
I,Tx_b<:>[0 2},{0 3],<1><:>A,Tx_b

Isto transforma a matriz T na matriz triangular superior T' e o sistema
ja estd escalonado e podemos resolvé-lo facilmente:

- 4 -1 T 3
- N 1 _
Tx_b<:>[0 3}(352)_(1){:}

T = <=, T1 = =.
3’ 6
Observe que quando se fazem apenas operacoes elementares-linha, a ma-
triz das incognitas ndo muda o que equivale a dizer que nao foi feita ne-
nhuma mudanca de coordenadas, e se tem assim, diretamente, a solucdo

no referencial original.

5. (ex. 2, pagina 151)




Solugao 17

1 00 1 -1 3 x1 -1
-3 10|;]0 5 =5 Ty | = 5 1,
2 0 1] |0 -5 5 |\ =3 -5
1 0 0] (1 -1 3 ]/ = -1
-3 10|;]0 5 =5 Ty | = 5 1,
| -1 1 1] [0 0 0 |\ a3 0

Donde se conclue sucessivamente que x3 € qualquer, vamos chamar 3 =
teR, b5z —5t=5 = x9=141t,x1 = —2t. Temos assim as equagoes
paramétricas de uma reta que € a solucdo do sistema de equagoes lineares
proposto.

. (ex. 3, pagina 151)

1 0 0
Solucao 18 A matriz A que escalona este sistema é | —3 1 0 | quer
-1 1 1

dizer que se T for a matriz do sistema, entio T' = AT. nesta ordem, € a

1 -
matriz triangular superior procurada, e b’ = Ab o novo vetor de dados:

1 0 0 1 -1 3 1 -1 3
-3 1 0 3 2 4 =0 5 =51,
-1 1 1 -2 -3 -1 0 O 0
1 0 0 0 0
-3 1 0 0 |]=1(20
-1 1 1 0 0
1 -1 3 1 0
FEntao o novo sistema é: 0O 5 -5 To = 0
0 O 0 T3 0
Vemos que x3 =t € R, € qualquer. o = x5 = t,x1 = —2t. Estas sao

as equacgoes de uma reta paralela a reta encontrada ma solucdo anterior,
mas agora esta passa na origem, quer dizer que encontramos a soluc¢do de
TZ =0 <= Ker(T), um espago vetorial de dimensdo 1. A solugao,
no caso anterior, € uma translacdo desta reta que corresponde ao sequinte
teorema:

39 Solucdo de sistemas lineares. A solugdo geral de uma sis-

tema linear TZ = b é uma translacao da solugao Hdo sistema homogéneo
T¥ =0 que passa numa solucao particular Tz = b.

Donde se conclue sucessivamente que x3 € qualquer, vamos chamar xs = t,
Bro—bt=0 = x5 =1t,x1 = —2t. Temos assim as equagoes paramétricas



de uma reta, que passa na origem, que € a solucao do sistemas de equacades
lineares proposto. A reta solucdo meste caso € paralela a reta-solugdo do
caso anterior, mas passando na origem porque € a solu¢ao de uma equagao
homogénea. Resolvemos uma equagdo do tipo TZ = 6, e encontramos
Ker(T).

Para encontrar a solucdo geral de um sistema linear, basta encontrar a
solucao geral do sistema homogéneo, e uma solucdo particular do nao
homogéneo.

. (ex. 4, pagina 151)

1 0 0
Solugao 19 Jd vimos da solugdo anterior que a matriz A | —3 1 0
-1 1 1
memoriza as informacgoes para escalonar a matriz do sistema, logo, se T
for a matriz do sistema, entao T' = AT, nesta ordem, é uwma matriz
triangular superior, e V = Ab é a nova matriz de dados. O novo sistema
1 -1 3 1 -1
é: 0 5 -5 To = 5 . O sistema se verifica entdo
0o 0 0 x3 -2

impossivel porque a ultima linha do vetor de dados sendo diferente de
zero, nao pode ser a combinacao linear de coeficientes nulos.

. (ex. 5, pagina 151)

Solugao 20 A primeira matriz a esquerda jd € o resultado da aplicacdo
de combinacgdo linear de linhas na matriz identidade para anular o pri-
meiro elemento da sequnda linham e o primeiro elemento da terceira linha
da matriz do sistema:

1 0 0 1 -1 3 1 1
-3 1 0| ;[0 &5 =5 T2 | = =1 |,
1 0 1 0 -3 0 T3 4

observe que a alteragao se deu também na matriz de dados. Se chamarmos
A a matriz que efetua as transformacédes, executamos: ATZX = Ab em que
-5 7 ~ . . . . .
Z,b sao, respectivamente, as matrizes das incognitas e de dados. Combi-
nando linearmente agora as linhas 2 e 3 com coeficientes %, % e colocando

o resultado na terceira linha, temos:

1 0 0 1 -1 3 1 1

-3 1 0 ; 0 5 -5 o | = | =1 |,

-4 1 1 17
Donde se conclue sucessivamente que r3 = _1—157, To = 1—34, T = 11—356.



9. (ex. 6, pagina 151)

Solugao 21 Para se obter uma matriz triangular superior, temos que
sucessivamente ir anulando todos os elementos que se encontrem abaizo
da diagonal principal, e vimos na questdo anterior que isto se faz multipli-
cando a esquerda por uma matriz que foi obtida transformando a matriz
identidade com as operagées-linha desejadas'. Para obter uma matriz dia-
gonal temos que efetuar operacdes-coluna o equivale a multiplicar a direita
por matrizes que induzam operagoes-coluna. Se a matriz for simétrica, a
cada operacao-linha que anule um elemento abaixo da diagonal, idéntica
operacao-coluna ird anular um elemento simétrico em relagao a diagonal.
Se a matriz que induziu a operacao linha foi A, entdo a matriz trans-
posta At ird induzir a operacdo-coluna semelhante. Assim, depois de um
numero finito n de operagoes-coluna-linha:

Ap o A TALAL AL =D

temos T transformada na matriz diagonal D. A matriz A procurada, € o

produto A= A, ... A3 A, porque A{ AL ... Al = A*.

10. (ex. 8, pagina 152)

Solugao 22 FEscalonando a matriz temos

1 2 3 T 1
0 3 6 s | = 2
00 0 T 0

1 0 O
4 -1 0
3 —6 3

a matriz do sistema e ao vetor de dados. Como o posto da matriz esca-
lonada € underline2 entdao a liberdade € underlinel e portanto a solucdo
€ uma translacao do nicleo, uma reta, passando por valor particular da
solucao.

Determinacao de um valor particular da solugao:

3x9 4+ 63 =2
T+ 229 + 323 =1 =221 + 429 + 623 = 2
201+ 29+ 320+ 623 =221+ 20+ 2=2
To = —2x7

Tna “pratica” ninguém faz produtos de matrizes, diretamente se opera com as linhas, mas

na teoria precisamos expressar estas operacoes como produtos de matrizes.



6xs =2 — 3xg = 623 = 2 + 621 (762)
T3 = —1+§”31 (7.63)
(‘rly_21‘17 1+§fﬁ1) (764)
uma solugdo particular (1, —2, %) (7.65)
1 2 3
Testando A = 4 5 6 na equacao paramétrica encontrada resulta
7 8 9
1 2 3 T 1
em | 4 5 6 -2z )=|=1] 2
789 s 3

11. (ex. 9, pagina 152)

Solugcao 23 Com scilab

-->A = [2,6,1,2;0, 3, 1, 4;0, 3, 1, 2]

A =
! 2. 6. 1. 2. !
! 0. 3. 1. 4. !
! 0. 3. 1. 2. !

-->rank(A) = posto(4)
ans =

3.

O sistema tem liberdade=1.Ker(A) tem dimensdo 1, é uma reta. Re-
solvendo o sistema a partir da ultima equacdo, encontramos, usando a

primeira forma escalonada da matriz,

24 =4 = <& x4=-2
31’2+$3+4.’1§'4:3$2+$3:9

9—x x
Tp ="z t=3-73

201 + 620+ 23+ 224 =2214+9—234+9—-4=5

T, = _9—;7:3
eI
|3 | 5 | ter
T3 o 0 1 ’

Ty —2 0

em que estamos usando r3 = t € R para a varidvel livre.

sequnda expressao do escalonamento, temos

Usando a



Ty =—2 (7.72)
(7.73)
o+ B =3 = & 1=3-% (7.74)
n-%=-2 = « n=-3+% (7.75)
e
vz || 3 | 4| =5 |i.ter (7.76)
T3 0 1 '
T4 - 0

1. Verifique por cdlculo direto qual das matrizes seguintes

war e B PR B

tem inversa, (é nfo singular).

b )
4 | aue multi-
cos(f) —sen(0)
sen(f)  cos(9)

a b cos(@) —sen(d) | |1 0
c d sen(d) cos(@) | |0 1
Efetuando as contas indicadas a esquerda temos:

[ acos(0) + bsen(0) —asen(6) + beos() } _ [ 10 }

~ | a
Solugao 24 e Queremos encontrar uma matriz [ c

plicada, (o direita e & esquerda) por { } resulte na

identidade:

ccos(0) + dsen(0) —csen(0) + dcos(6) 0 1

Estabelecendo as igualdades entre os termos das matrizes anterio-
res®temos:

acos(f) + bsen(f) =1 —asen(f) + bcos(6) =0
{ ccos(0) 4+ dsen(0) =0 —csen(f) + decos(9) =1 ]

Como 0,1 sao, respectivamente, cos e sen do angulo zero, vemos:
acos(0) + bsen(f) = cos(0) —asen(#) + bcos(f) = sen(0)
ccos(0) + dsen(8) = sen(0) —csen() + dcos(0) = cos(0)

que sugere pensarmos em “angulo soma” com

a = cos(a) ; b= sen(a)

2que na prética significa escrever uma expressio matricial sob forma de sistema de equacoes



e dai sai que 0 = a+60 = « = —0. A matriz inversa de uma matriz
da forma

cos(f) —sen(6)

sen(f)  cos()
sempre existe e € da forma

o) o) | = | ety oty

Estas matrizes se chamam matrizes de rotag8o, porque se apli-
cadas a uma vetor B produzem neste vetor wma rotacao de angulo

6.

e Queremos encontrar uma matriz { Z 2 ] tal que

a b 1 21 (10
c d 0 -1 |0 1
Efetuando e realizando a igualdade termo a termo temos:

a=1 2a—-b=0
c=0 2¢c—d=1

Substituindo a por 1 e ¢ por 0 encontramos que b= 2,d = —1

. ) a b
e Como no caso anterior, queremos encontrar uma matriz { ¢ d ]

-2 2

a b 1 -1 |10
a0 Y]
a—2b=1 —a+2b=0
c—2d=0 —c+2d=1 ] )
Este esquema representa 4 equagoes nas incognitas a,b,c,d. Se so-
marmos as duas primeiras equagoes a —2b =1 ; —a+2b = 0 resulta

na identidade impossivel 0 = 1 que significa “ndo ser possivel en-
contrar a,b que satisfaga estas duas equagoes”, ou seja, a matriz

que multiplicada por { } resulte na identidade:

Efetuando: [

1 -1 . . , L
[ 9 9 nao tem inversa, ¢ uma matriz singular.
ai
2. Considere o sistema 7x = b. Prove algebricamente que, se ¥ = : for
Qn
uma solugado do sistema e se A for nfo singular ent@o o ¢ é solucdo do sistema
ATz = Ab.

Prove também a reciproca desta afirmagao.



Solugao 25 ( = ) dizer que U € uma solugao de Tx = b isto quer dizer
que a identidade Tv = b verifica. Multiquemos a identidade, & esquerda,
por A :

ATv=Ab < ATv=Ab

mostrando que ¥ é solugdo do sistema modificado. ( < ) Reciprocamente,
se ¥ for solu¢dao de ATx = Ab entdo a identidade ATv = Ab se verifica,
e multiplicando-a por A~' & esquerda, temos

AT AT = AT ' Ab <= Tv=0b
cOmMO qUEeriamos.

Observagao 18 Invariincia das solugdes.

Mostramos, com esta invariancia que a opera¢do de inversao passo a passo, construida
abaizo, produz uma matriz M que transforma um sistema de equagbes sem que as
solugoes se percam.

Veremos em outra lista de exercicios que, o algoritmo de inversdo passo a passo pode
nao servir para encontrar a inversa de uma matriz porque a matriz do sistema pode
ndo ser singular, mas que ele pode nos conduzir a uma matriz mais simples e portanto
a um sistema mais facil de resolver, é o chamado método de Gauss .

3. Prove que as equagoes lineares 7x = b e A7 x = Ab sdo equivalentes se a matriz
A for nao singular.

Solucao 26 E o contetido do exercicio anterior, leia a observacao 18.

4. inversao passo a passo de uma matriz

Solugao 27 se vocé fizer as contas corretamente, aparecerd o resultado
anunciado. Vamos desenvolver a solugcdo do item abairo que ndo tem um
algoritmo indicado. Descubra uma matriz diagonalMs que multiplicada pela

altima matriz, resulte na identidade, (a inversa de A = { é 105 })

Caso mais geral inversa da matriz diagonal: Se uma matriz for diagonal,

tiver elementos diferentes de zero apenas sobre a diagonal principal®, se
tiver tnversa, a matriz inversa terd no lugar dos correspondentes elementos
da diagonal principal os inversos multiplicativos:

A=Ndy] = AT =[Ny = A #0

A notacdo 6;; se lé delta de Kronecker e vale 0 sei # j oul sei=j.

1/4 0
0 1/1.5]'

Entao a matriz que procuramos € {

Sobserve que os elementos da diagonal principal também podem ser zero...



. . -2 . . ~
5. Calcule a inversa da matriz { g _5 } usando o método descrito na questao

anterior.

1 0
5 =3
tiplicando-se por 5 primeira linha da matriz identidade e por —3 a se-
gunda linha da matriz identidade, somando estas duas linhas assim mo-

dificadas colocando-se o resultado na sequnda linha” € a memorizacdo

. . . 2 , .
destas operagoes ma matriz identidade e My = [ > ] que foi obtida

Solucao 28 Chame M; = , esta matriz foi obtida “mul-

0 1
“multiplicando-se por 5 a primeira linha, por 2 a seqgunda linha, somando
as linhas assim modificadas e colocando o resultado na primeira linha”. O

. L 15 0 L N
produto MaoMy A € a matriz diagonal [ . Primeira consequéncia

0 5
dos cdlculos, fica claro que a matriz A € inversivel. Por exercicio anterior,
1/15 0

0 1/5
fizermos o produto: MzMaM1A o resultado serd a matriz identidade.
Observe que a ordem de multiplicagao € importante, o produto de matri-
zes ndo é comutativo, verifique invertendo os termos na? multiplicacdo.
Entretanto, a matriz

a inversa desta dltima matriz é Ms = ] . Quer dizer que se

M= MsMyMy = AL

e agora vale:

MA =AM =1T.

6. Verifique que a matriz [ } nao tem inversa, devido uma impossibili-

-2 -1
dade de aplicar o méto de inversdo passo a passo.

Solugao 29 Nao serd possivel encontrar a matriz My porque a sequnda
linha da matriz resultante do primeiro passo € nula.

7. Solugdo de um sistema de equagoes.

. S = _ |3 -1 x \ 3
(a) Considere a equagdo linear TX = B = { 9 1 } . ( y ) = ( 10 )

Encontre uma matriz M, ndo singular, tal que a nova equac¢do linear

M { g 11 } : ( z ) = M( Z ) seja algebricamente idéntica a an-

terior, e a nova matriz seja diagonal.
Solugao 30 Considere as matrizes Ms, M1, nesta ordem:

1 0 5 1
Ml:{—z 3]’M2:[0 1}

4todas estas contas podem ser facilmente executadas num programa de cilculo numérico
como [17]



Observe que o método € ligeiramente diferente do que apresentamos
anteriormente, agora simplesmente tomamos o primeiro elemento de
cada linha para multiplicar pela outra linha, no caso de My e no caso
de My usamos o sequndo elemento de cada linha para multiplicar pela
outra. As matrizes podem assim ficar com niimeros inteiros muito
grandes o que pode ser um problema em programas de computador
uma vez que as linguagens de programacao, em geral, tem limites

para o tamanho dos nimeros inteiros®. O produto MoMi A € a
. 0 o , | 1/15 0 .
matriz [ 0 5 } cuja inversa é Mz = [ 0 1/5 } . A matriz

que procuramos serd o produto

= 4o )

Observe que a solicitagao do texto do exercicio exigia apenas que a
nova matriz fosse diagonal, que dizer que a matriz Ms se encontra
em excesso na solugdo.

(b) Resolva a nova equagdo linear, e verifique, testando a solugio na anterior,
que ela é solugao da equacgdo linear antiga.

Solugao 31 A nova equagdo linear é:

oG- e (o) = ()

e a solucao € vistvel: x = 2.6 ;y = 4.8. Se efetuarmos a opera¢ao

2.6 . 3
’T< 48 o resultado serd ( 10
tdentidade quando substituirmos x,y na equagao linear pelos valores
achados na equag¢ao modificada.

) mostrando que se verifica uma

7.7 Mudanca de base - solucao.

1. Considere o sistema T# = b. Mostre que se a matriz A for ndo singular® entdo
o sistema pode ser escrito como Tz =V em que T' é uma matriz equivalente
a T, 2’ em um novo sistema de coordenadas, e b é uma nova versio da matriz
de dados compativel com a matriz de dados inicial de modo que ao resolver o
sistema T'z" = b/ se pode retornar ao sistema primitivo de coordenadas com a
operagdo: z = A" 12’

Solucao 32 Se A for uma matriz ndo singular, entdo sua inversa, A~!
existe e podemos efetuar as sequintes operacoes equivalentes, se a matriz

5elas também tem limites para ntmeros fracionarios, mas estes sio em geral bem mais
confortdveis ...

6se chama “matriz singular” aquelas que nio tem inversa, e “ndo singulares” Aquelas que
tém inversa.



T for quadrada:
TZ#=b=ATi=Ab= ATA ' AT = Ab=
=T's =V

Como todas as operagées feitas acima sao inversiveis, (porque podemos
efetuar as operagdes inversas), entdo os dois sistemas sao equivalentes,
quer dizer, se resolvermos T'x' = b entdo ' = Ax = 2 = A2’ pode-
mos obter o valor de x com uma simples multiplicacao de matrizes. Isto
equivale na prdtica a ter trocado as varidveis, (coordenadas), resolvido um
novo sistema e depois com uma multiplicacao de matrizes, obter a solugdo
do sistema primitivo ao qual correspondia a matriz de dados b. Se obteve,
assim, a solu¢do no referencial primitivo. S6 vale a pena fazer isto se o
novo sistema for mais fdcil de resolver, em outras palavras se a matriz T’

for mais simples. Mas se pode demonstrar que € sempre possivel se obter
uma expressao mais simples para T.

z

Usamos a hipotese:”T é uma matriz quadrada”. Fsta hipdtese sempre
pode se verificar completando T com linhas ou colunas nulas.

01 0
. Considere a matriz U = 0 0 1 |. Multiplique UT e TU!, com T =
1 0 0

a b ¢

d e f para verificar que a primeira multicacdo induz uma troca de

g h i
linhas, (qual ?) e a segunda induz uma troca de colunas, (qual ?). Verifique
depois a estrutura de U e de U* para compreender como construir matrizes que
induzem operacoes linha ou coluna.

0 1 0 a b c d e f
Solugao 33 UT'=| 0 0 1 d e fl=1]1g h i | sepro-
1 0 0 g h 1 a b c

duzindo uma permutacao das linhas do mesmo tipo que se observa em U
relativamente a matriz identidade. Logo

regra: “se permutando as linhas da matriz identidade e se a multiplicando
pela esquerda por uma matriz T se induz em T a mesma permutacdo de

a b c 0 0 1 b ¢ a
linhas.” TU' = | d e f 10 0|=|e f d
g h 1 0 1 0 h © g

regra: “se permutando as colunas da matriz identidade e se a multipli-
cando pela direita por uma matriz T se induz em T a mesma permutacao
de colunas.”

. Escalone o sistema 41 . x
2 1 Y

matriz identidade, e determine a matriz A que transforma o sistema primitivo

3 . ~
> = ( 9 ) , Memorize as operacgoes na

no sistema com matriz escalonada.



Solugao 34 Para escalonar um sistema, vamos erecutar apenas opera-
coes elementares-linha, portanto vamos multiplicar, a esquerda, por matri-
zes que induzem combinacgao linear de linhas. Vamos escrever o sistema
espandido I|TZ = l;justapondo a matriz identidade ao lado da matriz
T. Todas as operacoes elementares feitas com T serdo também efetuadas
com a matriz justaposta, (que jd ndao mais serd matriz identidade), na
linha abaizo temos A|TT = b em que a matriz A jd estd memorizando as
operagoes “multiplicar a sequnda linha por —2, a primeira linha por 1 e
escrever a combinacgao linear das mesmas no lugar da sequnda linha”:

7 1 0 14 =1 3 o
I,Tx_b@{oz],[o 3},(1><:>A,Tx_b

Isto transforma a matriz T na matriz triangular superior T' e o sistema
ja estd escalonado e podemos resolvé-lo facilmente:

- 4 -1 x 3
= __ 1/ 1 —
Tx_b{z’{o:&](@)_(l){:)

1 5
3° 7%
Observe que quando se fazem apenas operagoes elementares-linha, a ma-
triz das incognitas ndo muda o que equivale a dizer que nao foi feita ne-
nhuma mudanca de coordenadas, e se tem assim, diretamente, a solucao

no referencial original.

T =

1 -1 3 T -1
. Escalone a matriz do sistema 3 2 4 T2 = 2 e discuta
-2 -3 -1 T3 -3
se ele tem solucao.
Solucao 35
1 00 [1 -1 3 ] /[/m= —1
-3 1 0510 5 =5 T | = ) ,
| 2 0 1 | |0 =5 5 | T3 )
1 00 [1 -1 3 7] /[/[m —1
-3 1 05110 5 =5 To | = ) ,
-1 1 1] L0 0 0 | T3 0
Donde se conclue sucessivamente que x3 € qualquer, vamos chamar 3 =
teR, b5z —5t=5 = x9=141t,x1 =—2t. Temos assim as equagoes

paramétricas de uma reta que € a solucdo do sistema de equagoes lineares
proposto.

1 -1 3 1 0

. Escalone a matriz do sistema 3 2 4 T2 0 e discuta
—2 -3 —1 X3 0

se o sistema solugao e compare com a solucao do sistema anterior.



1 0 0
Solugao 36 A matriz A que escalona este sistema é | —3 1 0 | quer
-1 1 1
dizer que se T for a matriz do sistema, entdo T' = AT. nesta ordem, € a

7 -
matriz triangular superior procurada, e b = Ab o novo vetor de dados:

1 0 0 1 -1 3 1 -1 3
-3 1 0 3 2 4 =10 5 -=5|,
-1 1 1 -2 -3 -1 0 0 0
1 0 0 0 0
-3 1 0 0 ]=120
-1 1 1 0 0
1 -1 3 x1 0
FEntao o novo sistema é: | 0 5 =5 To = 0
0 O 0 T3 0
Vemos que x3 =t € R, € qualquer. o = x3 = t,x1 = —2t. Estas sao

as equacoes de uma reta paralela a reta encontrada na solugao anterior,
mas agora esta passa na origem, quer dizer que encontramos a solugao de
T =0 <= Ker(T), um espago vetorial de dimensdo 1. A solugdo,
no caso anterior, € uma translacao desta reta que corresponde ao sequinte
teorema:

40 Solucao de sistemas lineares. A solugdo geral de uma sis-

tema linear TZ = b é uma translagcao da solugcao do sistema homogéneo
Tr =0 que passa numa solucdo particular Txgy = b.

Para encontrar a solucdo geral de um sistema linear, basta encontrar a
solucao geral do sistema homogéneo, e uma solucdo particular do nao
homogéneo.

1 -1 3 T -1
. Discuta o sistema linear 3 2 4 To = 2 .
—2 -3 —1 xrs3 -5

1 0 0
Solugao 37 Jd vimos da solugdo anterior que a matriz A | —3 1 0
-1 1 1
memoriza as informagoes para escalonar a matriz do sistema, logo, se T
for a matriz do sistema, entao T' = AT, nesta ordem, € uwma matriz
triangular superior, e V = Ab é a nova matriz de dados. O novo sistema
1 -1 3 1 -1
é: 0 5 -5 To = 5 . O sistema se verifica entdo
0o 0 0 T3 -2

impossivel porque a ultima linha do vetor de dados sendo diferente de
zero, ndo pode ser a combinagao linear de coeficientes nulos.



1 -1 3 T 1
7. Escalone o sistema, 3 2 4 T2 = 2 e memorize na matriz
-1 -2 =3 T3 3

identidade as operagdes feitas de modo a ter ao final a matriz A que efetua o
conjunto das operagoes feitas. Discuta o sistema.

Solugao 38 A primeira matriz a esquerda ja é o resultado da aplicacdo
de combinacdo linear de linhas na matriz identidade para anular o pri-
meiro elemento da sequnda linham e o primeiro elemento da terceira linha
da matriz do sistema:

1 00 1 -1 3 1 1
3 10]|:]0 5 =5 s | =] -1,
1 0 1 0 -3 0 5 4

observe que a alteracdo se deu também na matriz de dados. Se chqmarmos
A a matriz que efetua as transformacdées, executamos: ATT = Ab em que
Z,b sao, respectivamente, as matrizes das incognitas e de dados. Combi-
nando linearmente agora as linhas 2 e 3 com coeficientes %, L ¢ colocando

3
o resultado na terceira linha, temos:

1 0 0 1 -1 3 1 1
31 0|:1l0 5 5 ||al|=]-1],
—4 1 1 17

Donde se conclue sucessivamente que r3 = _1—157,.’E2 = %,.’El = %

8. Mostre que, se T for uma matriz simétrica, existe um matriz A tal que AT A1
é uma matriz diagonal .

Solucao 39 Para se obter uma matriz triangular superior, temos que
sucessivamente ir anulando todos os elementos que se encontrem abaizo
da diagonal principal, e vimos na questdo anterior que isto se faz multipli-
cando a esquerda por uma matriz que foi obtida transformando a matriz
identidade com as operagoes-linha desejadas’. Para obter uma matriz dia-
gonal temos que efetuar operacdes-coluna o equivale a multiplicar a direita
por matrizes que induzam operagoes-coluna. Se a matriz for simétrica, a
cada operacao-linha que anule um elemento abaixo da diagonal, idéntica
operacao-coluna ird anular um elemento simétrico em relagao a diagonal.
Se a matriz que induziu a operacao linha foi A, entdo a matriz trans-
posta At ird induzir a operacdo-coluna semelhante. Assim, depois de um
numero finito n de operagoes-coluna-linha:

An A ATALAL AL =D

temos T transformada na matriz diagonal D. A matriz A procurada, € o

produto A=A, ... A2 A1, porque AL AL ... AL = At

"na, “pratica” ninguém faz produtos de matrizes, diretamente se opera com as linhas, mas

na teoria precisamos expressar estas operacoes como produtos de matrizes.



7.8
1.

2.

7.9

Operacoes elementares linha-coluna - solucao

(a) Mostre que as operagdes elementares com matrizes sdo operadores lineares,
identifique o espago vetorial em que eles atuam.

Solugao 40

(b) Mosre que as operagies elementares sdo inversiveis.

(c) Mostre as operagdes elementares-linha podem ser representadas por operagoes
do mesmo tipo efetuadas sobre a matriz identidade, no sentido de que, “a
matriz identidade, tranformada por uma operag¢do elementar-linha, ao ser
multiplicada & esquerda por T', induz em 7', a mesma opera¢do elementar
linha efetuada na matriz identidade”, simbolicamente: O(I)T = O(T'), em
que O representa uma opera¢do elementar-linha.

(d) Mostre que

(e) Mostre as operagdes elementares-coluna podem ser representadas por operagoes
do mesmo tipo efetuadas sobre a matriz identidade, no sentido de que, “a
matriz identidade, tranformada por uma operacdo elementar-coluna, ao ser
multiplicada & direita por T, induz em T, a mesma operac¢do elementar-
coluna efetuada na matriz identidade”, simbolicamente: TO(I) = O(T),
em que O representa uma opera¢ao elementar-coluna.

Considere o sistema de equagoes T¥ = b expandido pela matriz identi-
dade I & esquerda:I|TZ = b. Mostre que ao escalonar o sstema T% = 5,
aplicando-se a I as mesma operacoes elementares linha, se terd memori-
zado em I todas as operagoes linha, no sentido de que a matriz O(I) assim
resultante, se aplicada em T produz a matriz do sistema escalonado.

. Use um raciocinio heuristico para concluir que A7 .A~! é uma matriz diagonal

se, e somente se, T for uma matriz simétrica.

Matriz diagonal e vetor proéprio - Solucao.

. Considere a matriz T cujas entradas sao todas nulas exceto as da diagonal

principal que sao todas iguais ao ntimero real A. Verifique que Tz = Az.
Ou seja T expande o espago inteiro, por igual, com o fator de expansao
uniforme A. Expande ou contrai, se A > 1 ou A < 1.

. Na matriz S todas as entradas sao nulas exceto as da diagonal principal

onde se encontram os nimeros A1, ..., A,. A matriz T do exercicio anterior
corresponde ao caso particular em que A\; = ... = A,. Uma matriz deste
tipo se chama matriz diagonal.

(a) Suponha que {é},...,€,} sejam os distintos componentes de um
sistema econdmico, todos indispensdveis e independentes. A eco-
nomia de um setor ¥ deste sistema, (um municipio, por exemplo,
dentro de wm pais), caracteriza sua presenga no sistema com os
pesos {z1,...,Z,} com que participam na produgdo: ¥ = z1€; +



...+ x,€,. Se o municipio ndo produz o item €; entdo x; = 0. A
matriz T memoriza a evolucao do sistema em dois momentos. Su-
ponha que o municipio ¢ duplicou sua presenca na economia com 08
produtos {€1, €3, €7}, ndo teve presenca relativamente aos produtos
{€5, €y, €s, €3, €9, €10}, € sua producao de €5 se reduziu a, metade, re-
lativamente ao periodo anterior observado. Suponha que o nimero
de itens da economia é 10, (sua dimensdo). Determine a matriz T' que
memoriza a transicdo de um estado da economia ¢ para o seguinte

Tv.
(b) Considere a mesma terminologia anterior, mas agora consideremos
que a matriz T' com elementos diagonais Ay, ..., A, representa as ta-

xas de juros aplicadas aos empréstimos de financiamentos na produgao
dos distintos componentes. Qual o significado econémico para o
municipio se o banco central estabelecer as taxas de juros {A\; =

10%a.m. = ... = A7 = 10%, As = Ag = A1p = 1%a.m.}, ndo esque-
cendo que o municipio ¥ comparece na economia apenas com o intens
€1,...,€7.

(¢) Suponha que uma taxa de juros razodvel seja de 5%a.a. e que o plane-
jamento econémico deseje estimular a producao dos itens {€7, €3, €5},
desestimular a produgao dos itens {€&g, €s, €19} e manter estaveis os
restantes. Como poderia ser a matriz T'7

Definicao 31 Valor proprio, vetor préprio.
Se para uma transformacao houver algum vetor T tal que TE = \Z,

dizemos que A\ évalor préprio de T e que & € um vetor proprio
associado ao valor proprio .

3. Identifique vetores préprios e valores préprios, dizendo quem é de
quem, nas questoes acima.

4. Verifique que a matriz de rotagao real

cos(8) —sen()

sen(f)  cos(9) (7.77)

nao pode ter valores préprios, nem vetores proprios, a nao ser para exa-
tamente para dois valores de 0, quais?

5. base de vetores proprios.

(a) Encontre os valores préprios e depois um par de vetores préprios
V1, U2 correspondendo aos valores préprios encontrados, para matriz

-1 4
vetores proprios forma assim uma base para o espago.

1 2 e
A= { } 8. Verifique que os vetores préprios sdo 1.i.%. Um par de

80bserve que o vetore préprio associado a um valor préprio ndo é tnico, guarde esta
informacao para uso posterior.

9sempre que os valores préprios forem diferentes, os vetores préprios associados serdo 1.i..
Mas para um tunico valor préprio pode também haver associados vetores préprios 1.i..



(b)

Solugao 41 Por defini¢ao procuramos X\ tal que ATZ = AT e pode-
mos observar que depois da igualdade temos: NIZ. Isto mos permite

calcular:
AZ=XIZ=(A- X )Z=0

e como nao tem sentido considerar vetor proprio nulo, estamos pro-
curando uma solugao ndo trivial para esta equacdo homogénea o que
nos leva a conclusdo que o determinante do sistema tem que ser nulo:

P(A) = det(A—AT) =0

P(\) € um polinomio de grau n em X sendo A uma matrizn x n.
Este polinémio recebe o nome de polindémio caracterisitico!® No
presente caso temos:

PAN=0-MN4-N)4+2=X-5)1+6=0 = A=2; A=3

Voltando a re-escrever a equagdo para cada um dos wvalores encon-
trados para A podemos encontrar vetores proprios Un—s € Ux—3 : No
primeiro caso encontramos, se considerarmos ¥ = (x1,x2), 1 = 2x2.
Quer dizer que qualquer vetor desta reta € um vetor proprio associ-
ado a A = 2, por exemplo 7 = (2,1). De forma andloga, com A\ =3
encontraremos que r1 = Ia, logo U = (1,1) € um exemplo. Os ve-
tores U1, Ty sdo Li. e formam assim uma base para R?. A matriz da

transformacao linear na nova base serd A’ = [ 20 } = [ A(1i1) ]
0 3 A(’Ug)
porque jd vimos que matriz de uma transformagao linear é formada
pelos vetores-coluna obtidos ao se aplicar a transformagado linear nos
vetores da base, e aqui Aty = 201 Aty = 3.
Geometricamente isto significa que a transformagado linear represen-
tada por A deforma o espago com duas escalas diferentes, uma com
valor X = 2 na dire¢iao do vetor U1 = (2,1) e com valor X = 3 na
direcdo do vetor U = (1,1). O estudo dos valores prdprios-vetores
proprios nos leva a encontrar os sub-espacos ao longo dos quais as
deformagoes sdo constantes. Neste caso a deformagdo se dd com co-
eficiente 2 ao longo da reta xo = 2x1 e com coeficiente 3 ao longo da
reta xo = X1.
Podemos ver os valores préprios na diagonal da nova matriz. A teoria
geral diz que quando encontrarmos todos os valores préprios proprios
de uma operador linear, se eles forem todos diferentes, a matriz,
numa base formada de vetores proprios serd uma matriz diagonal
com o0s valores proprios na diagonal.

A matriz A do exercicio anterior sé existe porque uma base foi es-
colhida para representar os vetores no espago. Suponha que a base
escolhida tenha sido €; = (1,0), 72 = (0, 1).

1

Oas denominacdes vetor caracteristico, valor caracteristico sio usadas também.



Definigao 32 Matriz de mudanca de base. Uma matriz T se diz
de mudanga de base se ela transforma T¢&; em U; em que {€1,€>} e
{U1,72} sdo duas bases diferentes do espago.

Encontre a matriz de mudanca de base, da base primitiva para a base
de vetores proprios, relativamente ao problema anterior.

6. (a) Mostre que as operacgies elementares com matrizes sdo operadores lineares,
identifique o espaco vetorial em que eles atuam.

Solugao 42

(b) Mosre que as operagdes elementares sao inversiveis.

—~
o

) Mostre as operagoes elementares-linha podem ser representadas por operagoes
do mesmo tipo efetuadas sobre a matriz identidade, no sentido de que, “a
matriz identidade, tranformada por uma operacdo elementar-linha, ao ser
multiplicada & esquerda por T, induz em T', a mesma operacdo elementar
linha efetuada na matriz identidade”, simbolicamente: O(I)T = O(T'), em

que O representa uma operacdo elementar-linha.

(d) Mostre que

—~
@

) Mostre as operagdes elementares-coluna podem ser representadas por operagoes
do mesmo tipo efetuadas sobre a matriz identidade, no sentido de que, “a
matriz identidade, tranformada por uma operacdo elementar-coluna, ao ser
multiplicada a direita por 7', induz em 7', a mesma operagao elementar-
coluna efetuada na matriz identidade”, simbolicamente: TO(I) = O(T),
em que O representa uma operagao elementar-coluna.

7. Considere o sistema de equac()es TZ = b expandido pela matriz identi-
dade T a esquerda:I|T¥ = b. Mostre que ao escalonar o sstema T'¥ = b
aplicando-se a I as mesma operacoes elementares linha, se terd memori-
zado em I todas as operagoes linha, no sentido de que a matriz O(I) assim
resultante, se aplicada em T produz a matriz do sistema escalonado.

8. Use um raciocinio heuristico para concluir que A7.A71 é uma matriz diagonal
se, e somente se, T for uma matriz simétrica.

1. (ex. 1, pagina 129)

(a) Solucao 43

por hipdtese T (@) = A\
considerando U = ol

T (W) =T (at) = oT (4) = a(AM) = Mad) = A

logo T (0) = X

<y

<y

Observe que as contas valem inclusive para o = 0 e obviamente o
vetor zero € um valor singular do conjunto dos autovetores, verifique
que ele satisfaz a defini¢cdo para qualquer autovalor.




(b) Solugao 44

u = o] + agty
T(Oélul + 04211,1) = OélT u1 + OzQT( )
= 041/\u1 + a2>\u1 = A(alul + asu 1) =
Ay

Os cdlculos valem, inclusive, para a combinagdo linear nula.

(c) Solugao 45 A primeira alternativa € a correta.

O wvetor zero é uma solu¢do de qualquer equagdo linear homogénea,
portanto € solucdo de

T—-X=0

portanto Ey € um espacgo vetorial chamado autoespacgo associado ao
autovalor A

2. (ex. 2, pagina 129)

Solugao 46 (a)

ERRTENE
("3 20 th0en ) (2)=(

Resolvendo o novo sistema, na varidvel \, temos
244+ (A=8)A+2)]ze=0=24+(A—-8)(A+2)=0
porque queremos encontrar X, nao importa o valor de xs.

244+ (A=8)(A+2)=0
A2 —6A+8=0
A e {4,2}

autovetor associado a A = 2

Consideramos agora a outra equag¢do que podemos deduzir do sistema
(8 — )\).’L’l + 12%2 =0
Quando A =2

6x1+ 1200 =0; 1 =2 = (2,-1)



Quando A =4
4oy + 1225 =0; 1 =3 = (3,-1)

Testando com scilab

-->T1 = [8,12;-2,-2]

T1 =

! 8 12. !
1 - 2. -9 1
-->T1*[2;-1]
ans =

I 4. 1

I - 2.1
-=>T1%[3;-1]
ans =

! 12. !
-4, |

(b) Escalonando (triangularizando) a matriz do sistema:

J2)-(%)

- 5 8 1 0

5 —A 8 z | =10 (7.79)
8 5 —A T3 0

-2 5 8
5 -2 8 |= (7.80)
8 5 =
- 5 8
0 A2-25 —(8\+40) | = (7.81)
0 40+5) 64— )\

- 5 8
0 A -25 —(8\ +40) (1.82)
( 0 0 (A2 —25)(64 — A?) + (40 + 5X)(8X + 40) )

Resolvendo a equacao em A, eliminando a solucao A = 0 porque nao
interessam “autovalores nulos”, veja a defini¢do, temos

(A2 — 25)(64 — A\2) + (40 + 5A)(8X +40) =0 (7.83)



A= 12002 — 520\ =0 (7.84)
A3 — 129X — 520 = 0 (7.85)
(7.86)

As solugoes inteiras desta equagdo sendo os divisores de 520, (ver
exercicios ao final), entdo temos

factor 520 — — > 520=2-2-2-5-13

temos que testar se algum destes niumeros € solugao da equagao, com
scilab (até nem precisava), mas este livro é com apoio computacio-
nal,

-—>function y = f(x)
-->y = x**3 - 129%x - 520
-->endfunction

-=>f(2)
ans =

- 770.

-—>f(-2)
ans =

- 270.

-=>f(3)
ans =

- 880.

-—>f(-3)
ans =

- 160.

-=>f(5)
ans =

- 1040.

-=>f(-5)
ans =



vemos que A = —b € raiz da equagdo e portanto A+ 5 € fator deste
polinémio e podemos dividi-lo por A + 5

1 0 —129 -520[]1 5

1 5 1 -5 -104
-5 =129
5) 25
0 —-104 —520
104 520
0 0
para encontrar
A2 — 5\ — 104
cujas raizes sao
A e {-8,13}

e portanto os autovalores sao
A e {-5,-8,13}

Podemos agora usar o sistema, com cada um dos autovalores para
encontrar um autovetor associado:

e \=-5
-5 5 8 T 0
5 -5 8 2 | =10 |= (7.87)
8 5 =5 T3 0
I
5 5 0\ _
<855) To _(0>_ (7.88)
I3
T2
5 5 8 0\ _
I3
T2
5 5 8 0
Gorey(E)-(0) am
I3
3r1 — 323 =0=—= 21 = 23 (791)
Bag 4 133 = 0 = @9 = — 1322 (7.92)

Observe que a troca de colunas na matriz do sistema impée a
troca da ordem das “variaveis”. A permutacdo de colunas cor-
responde a uma permutacdo da base do espaco.
Tomando x3 =5 temos o autovetor (5,—13,5)



co Ut

co Ut

8

8 i)
8 T2
8 I3
8 .
8 ) 2

T3

5 8 il
3 =3 0 2
x3

)|
)-

|

o

3x1 — 329 =0 = 21 = 29

1321+ 8x3=0=— 23 =

8

tomando x1 = 8 temos o autovetor (8,8, —13)

e \=13

|
(

(

):

5% 8

13%8

):

8

(o)

_ 13€L'1

)

—3x (144)

-13 5 8 1
5 =13 8 T2
8 5 —13 T3

-13 5 8
5 —13 8
8 5 13
-13 5 8
5 —13 8
13 -8 =5
13 5 8
5 —13 8
0 -3 3
5(—13)  5x5
13%5 13% (—13)
0 -3
—13 ) 8
0 —144 144
0 -3 3
—13 )
=30 —3x(—144)
144%0 144 % (—-3)
-13 5 8 1
0 0 O T2
0o -3 3 T3

144 % 3

y

0
0

|

(7.98)

(7.99)

(7.100)

(7.101)

(7.102)

(7.103)

(7.104)

(7.105)



Z1
—-13 5 8 0
(3 (B)-(0)
zs3
To =23 — —13x1+ 1329 =0 = 1 = 29 (7107)

tomando 1 = 1 temos o autovetor (1,1,1)

Os cdlculos reforgcam um resultado anterior: existe uma multiplicidade de
autovetores para cada autovalor, na verdade existe uwm espaco de autoveto-
res, um autoespaco, associado a cada autovalor. Em geral o que fazemos
€ encontrar vetores bdsicos para cada um dos autoespacos, uma base.

. (ex. 3, pdgina 130 )

Solucao 47 (a) Suponha que os autovetores {iy, Uz} possam serl.d. e

(b)

consideremos a combinacao linear trivial

o1 + aotls =0

T(a1@y + agtls) =0 T (i + agils) =
= o T(t) + axT(ds) =
= a1 AU + aaXatly = 0 —
= {U; = P2}

os vetores {iy,Us} sdo colineares e consequentemente A\ = Ay con-
tradizendo a hipdtese inicial.

A conclusao € entao que, autovetores correspondentes a autovalores
distintos sao linearmente independentes

Vamos agora considerar que os vetores

s@o 1i. e vamos considerar mais um autovetor, g1 associado ao
autovalor A\py1 diferente de todos os demais. Aplicando T a com-
binacgdo linear nula

Qi + -+ oy + Oék+1ﬁk+1 =0= (7108)
— Oék-&-lT(ﬂk-&-l) = *T(Ozlfl:l + ot oplly) = (7.109)
dk—i—l S [’Jl, s ,ﬁk] (7110)

Mas a dltima linha contradiz o fato de que U411 porque ele € 1i. com
qualquer outro autovetor, entdo ou

e App1=0



e 0 conjunto {Uy, ..., Ug, Uksr1} € Li.

e como a primeira afirmacao nao interessa, vale a sequnda.

4. (ex. 1, pdgina 134 )

(a) Solugao 48

L(sen(x)) = [(sen(x))'] = [cos(x)] = —sen(x)
L(cos(x)) = [(cos(x))] = [—sen(z)] = —cos(x)
Vi asen(x) + Beos(zx) =0=a=0=0

Ambos o0s vetores estdo associados ao autovalor —1.

(b) Solugao 49 Queremos uma fungao cuja sequnda derivada seja ela
mesma:

Lly)=y" =y
como y = €% =y’ = ae®® = ay,y’ = a%e®®

entaoy = e** ; a = +1 € solucao.

As solugdes encontradas, y = e~ *,y = e* sdo dois vetores 1.i. asso-
ciados ao autovalor 1.

(¢) Solugao 50

y = eia:
L(y) — Z’26iw — 762'%

y = e é um autovetor associado ao autovalor — 1

(d) Solucao 51 ¢ a férmula de Abel-Fuler

5. (ex. 7, pagina 131 )

(a) Encontre os autovalores e depois um par de autovetores ¥, U2 cor-

. 1 2
respondendo aos autovalores encontrados, para matriz A = { 1 4 ]

Solucao 52 Por defini¢ao procuramos X\ tal que ATZ = AT e pode-
mos observar que depois da igualdade temos: NIZ. Isto mos permite
calcular:

AZ=XTZ=(A—-X1)Z=0



e como o autovetor € qualquer estamos procurando uma solucdo nao
trivial para esta equacdo homogénea o que nos leva a conclusao que
o determinante do sistema tem que ser nulo:

P(\) = det(A—AT) =0

P(X) € um polindmio de grau n em X sendo A uma matrizn x n.
Este polinémio recebe o mome de polindmio caracterisiticol®l.

No presente caso temos:
PA=1-XNA4-N+2=X-51+6=0 = A=2; A=3

Voltando a re-escrever a equac¢do para cada um dos valores encon-
trados para A podemos encontrar vetores proprios Ux—s € Ur—3 : No
primeiro caso encontramos, se considerarmos & = (x1,2), 1 = 2xs.
Quer dizer que qualquer vetor desta reta € um vetor proprio associ-
ado a A = 2, por exemplo U1 = (2,1). De forma andloga, com A = 3
encontraremos que ry, = Za, logo Uy = (1,1) € um exemplo. Os ve-
tores U1, Ty sdo li. e formam assim uma base para R?. A matriz da

transformacao linear na nova base serd A’ = { 20 ] = { A(z_},l) }
0 3 A(’UQ)
porque jd vimos que matriz de uma transformacao linear é formada
pelos vetores-coluna obtidos ao se aplicar a transformacao linear nos
vetores da base, e aqui Aty = 207 AU = 305.
Geometricamente isto significa que a transformacdo linear represen-
tada por A deforma o espago com duas escalas diferentes, uma com
valor A = 2 na dire¢do do vetor ¥; = (2,1) e com valor A = 3 na
dire¢do do vetor Ua = (1,1). O estudo dos valores prdprios-vetores
proprios nos leva a encontrar os sub-espacos ao longo dos quais as
deformacgoes sdo constantes. Neste caso a deformagao se dd com co-
eficiente 2 ao longo da reta ro = 2x1 e com coeficiente 3 ao longo da
reta ro = I1.
Podemos ver os valores préprios na diagonal da nova matriz. A teoria
geral diz que quando encontrarmos todos os valores proprios proprios
de uma operador linear, se eles forem todos diferentes, a matriz,
numa base formada de vetores prdprios serd uma matriz diagonal
com o0s valores proprios na diagonal.

ke N —
Qo
zZ

i- forca uma parada do LaTeX

14 equacio polinomial se chama equacdo caracteristica.



7.10 Equivaléncia de matrizes e operacoes linha-

solucoes

1. (ex. 1, pagina 154)

Solugao 53
18 -6 —6 0 dy 60
6 12 0 -6 b | | o
-6 0 12 -6 ds o 20
0 -6 -6 12 dy 0
%L1+L2——>L2;%L1+L2——>L3
18 -6 —6 O dy 60
0 10 -2 -6 d | | 20
0 -2 10 -6 ds - 40
0 -6 —6 12 dy 0
%L2+L3**>L3 %L2+L4**>L4
18 -6 —6 0 dy 60
0 10 -2 —6 do . 20
0 0 96 —7.2 ds o 44
0 0 —-72 84 dy 12
%Lg +Ly——> 14
18 —6 —6 0 dy 60
0O 10 -2 -6 do . 20
0 0 96 -72 ds o 44
0 0 0 3 dy 45
dy 13.333
do 14.166666
ds 15.83333
dy 15

usando scilab, para confirmar os resultados,

a

! 18. - 6.
! - 6. 12.
! - 6. 0.
! 0. - 6.
-->b



0. !
20. !
0. !

-—>a \b
ans =

13.333333
14.166667
15.833333
15.
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