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O plano de trabalho.

Queremos sugerir-lhe um modo de usar este livro que se poderia se asse-
melhar ao de um hipertezto *. A tltima parte do livro é um indice remissivo
alfabético em que todas as palavras-chave do texto se encontram ali listadas com
referéncia as paginas em que elas se encontram. Verifique agora, por exemplo,
Fourier, ou vetor, e vocé vera a lista das paginas em que estas palavras se en-
contram pelo menos alguma vez com uma definicdo adequada. Esta é forma
que encontramos para algumas vezes lhe sugerir uma leitura 14 na frente, ilus-
trando algum conceito que ainda viria no futuro. Parece-nos uma forma menos
brutal que a indicagao nimerica. Faca uso intensivo do indice remissivo como
se vocé se encontrasse na frente de um hipertexto e nos desculpe pela demora
de acesso...e nao se esqueca de colocar um marcador de pagina para saber de
onde saiu. . .

Uma sintaxe se impoe nas comunicagoes, tentamos usar o itdlico com duas
intengoes: palavras-chave que vocé podera encontrar no indice remissivo al-

Lque pretensdo.. mas é mesmo assim!
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fabético, ou, palavras das quais vocé deve desconfiar porque elas estdo mal
definidas ou apresentadas de modo intuitivo. O negrito se encontra reservado
para as palavras técnicas que tem uma definigdo bem clara no texto. Esta
regra, entretanto, ainda estd em construgao e podera falhar aqui ou ali, pelo
menos nesta edi¢do experimental.

Um outro elemento sintdtico é a letra pequena, ela indica que o texto escrito
com ela pode ser ignorado numa primeira leitura, mas que nao precisa ser igno-
rado definitivamente, representam exemplos ou observagoes mais aprofundadas
e que podem ser lidas como uma curiosidade tedrica sem consequéncias maiores
para o resto do texto.

Este uso da énfase no texto, tem segundas intencoes, uma delas (das in-
tengoes), de salientar uma bolha 1égica, nos vai permitir de falar de concei-
tos que nao podemos definir no momento sem criar um texto ilegivel. E uma
atitude prépria de um livro didético, nele se tem, como primeiro objetivo, a
comunicagao com o estudante, a exposi¢ao de Matemdtica para quem a quer
aprender, e obviamente, nao se dirige a quem ji a domina. Assim, avangaremos
alguns conceitos cuja definigdo formal seria critica, mas sua apresentagado num
estagio inicial completa uma visao global que o estudante ja deveria até mesmo
ter, nao fosse a fragilidade do nosso sistema educacional.

O uso de asterisco n’algum exercicio, tem o sentido de que o mesmo pode
ser mais dificil ou que o mesmo se encontra fora do contexto. O objetivo nao
deve ser o de desencorajar quem os tentem resolver. Afinal, dificil, ndo é um
qualificativo absoluto, nem siquer relativamente a uma mesma pessoa ao longo
do tempo.

Este livro tem duas partes dentro das quais distribuiremos os assuntos:

1. Célculo Diferencial;
2. Célculo Integral.

sdo autoritéarias e artificiais. Elas sdo

Mas observe que as departamentalizagoe:
feitas para atender uma necessidade pratica de disposicao de assuntos, com
objetivo sistémico, mas nao se podem tornar camisas de forga nem sugerir que o
conhecimento pode ser adquirido linearmente. Assim, vocé ird encontrar muito
uso da integral dentro da primeira parte... e muito uso da derivada na segunda
parte apesar de que estas partes tem objetivos reversos, (na primeira parte
estaremos derivada e na segunda a integral).

Vamos a uma répida justificativa de nossa escolha de desenvolvimento do
assunto que também servird de uma introdugao.

A primeira razao das “coisas”é que pretendemos escrever uma colegao de pe-
quenos livros cobrindo toda a matemadtica do que se chama Cdlculo Avancado
e que em nossa opiniao deve ser estudado num segundo ano de graduacao por
todos os estudantes de ciéncias, sejam eles futuros engenheiros ou futuros pro-
fessores da Escola Secundaria, ou futuros professores de Matematica da Univer-
sidade. Observe nossa posigao, intencional, de associar profissionais, queremos
dizer, sim, que o professor da Escola Secunddria deve ter uma base matematica



tao excelente quanto um professor da Universidade da mesma forma como os
saldrios deveriam ser iguais.

O contetido de um tal curso deve estender as idéias do Célculo a uma varidvel
para um ambiente em que as fungoes sao multivariadas, deve usar com grande
liberdade os conceitos de geometria e, portanto, de Algebra linear, que é a
linguagem adequada para expressar este novo tipo de varidvel, os vetores. Os
elementos da Algcbra Linear, sdo varidveis multi-numéricas. Uma consequéncia
deste fazer consiste numa formalizagao intensa da linguagem matematica e deve
mostrar explicitamente que a Matemadtica é uma linguagem abstrata mas nao
pode deixar de traduzir a realidade de outras ciéncias, ou do “mundo real”.

Como a realidade das outras ciéncias, com frequéncia, se traduz sob forma
de uma taza de varia¢ao, entdo as equagoes diferenciais tem de ser pelo me-
nos iniciadas com um méximo de seriedade o que implica mostrar ao estudante
que sabemos pouco sobre elas, mas que sabemos alguma coisa e que uma certa
variedade importante de equagoes diferenciais pode ser resolvida. Neste texto
nao incluiremos equagoes diferenciais diretamente, mas pretendemos que o lei-
tor se encontre preparado para um curso “moderno” de equagoes diferenciais
ordindrias ao termina-lo, em que moderno significa centrado nas equagoes linea-
res, vistas como sistemas dindmicos®, e nas ndo lineares como aprozimacdio das
lineares. Consequentemente o conceito de aprozimagdo tem que estar presente
de forma dominante.

E preciso declarar que temos uma clareza completa da falta de organizagao
a que se chegou no ensino brasileiro, produto de anos sucessivos de descaso go-
vernamental com a educagao, descaso este que apenas continua, sem mostras
de que um dia venha a se acabar. A consequéncia disto ¢ uma desorganizacao
intelectual total. Apresentar Matemdtica seriamente numa situagao deste tipo
apresenta dificuldades suplementares. Deve-se esperar que os estudantes do
segundo ano venham com bolhas de conhecimento significativas porque os pro-
fessores do ano anterior tiveram que se ocupar de discutir inclusive a matéria
da escola secundéria.

Parte do nosso objetivo, portanto, é fazer a ponte necessaria entre os co-
nhecimentos rudimentares da matematica univariada a multivariada o que pode
ser feito se, pelo menos admitirmos como verdadeiro, que o estudante ganhou
alguma experiéncia nos cursos do primeiro ano.

Queremos usar computa¢ao como apoio para o aprendizado, neste sentido
sugerimos que o estudante faga uso dos programas que escrevemos. Estes pro-
gramas podem ser obtidos ou no disco que ecompanha este livro, ou em comu-
nicagao com o autor,

tarcisio at member.ams.org

Entre as muitas dificuldades que vocé podera encontrar com a presenga de
“computagao” neste livro é a simples dificuldade de usé-la por falta absoluta
de meios. Primeiro que tudo nao se sinta intimidado ou humilhado, procure
encontrar uma solu¢do para este problema. Seria desonesto de nossa parte

2moderno ? comecou com Poincaré hi mais de um século...

omitir esta possibilidade, apenas porque vivemos num pais em que o governo se
encontra de costas para a nagao e com isto deixa as Escolas e Universidades sem
os meios adequados para que elas cumpram a sua fungao.

Tarcisio,

e-mail tarcisio at member.ams.org

Sobral, 27 de maio de 2007
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Parte 1

Calculo Diferencial no
espaco vetorial R?



As tres técnicas basicas do Cilculo

Neste capitulo vamos estudar as tres técnicas basicas do Célculo, derivada, integral e limite,
tendo o espago tridimensional como o cendrio de trabalho.

Limite é o estudo do comportamento assintético, usamos limite para definir a integral e a
derivada. Que é a integral? vocé vera depois que hé outras formas de se conceber a integral
e que o préprio limite é um tipo de integral, mas esta visao ainda faz parte do futuro e nés
queremos usar o que vocé recentementre aprendeu. Para compreender o que era a integral,
voceé, considerou uma familia de n retangulos sob o gréfico de uma fungao e lhes calculou a
area

Ag, = f(zi)Azy,
n,
e depois lhe disseram que quando os Ax; se aprozimarem de zero a soma Y., Az, se apro-
i=1

zimard de um nidmero, este nimero é a integral de f. Mas pode nao ser assim, neste caso a
func@o nao é integravel, é isto que caracteriza um comportamento assintdtico.
O comportamento assintético é a idéia central deste capitulo.




Capitulo 1

Numeros e geometria no R?

Resumo.
Vamos estudar os elementos e as estruturas bdsicas para generalizar o Célculo Diferencial e
Integral univariado.
Enquanto que no caso univariado tinhamos R D [a, b] EN R e queriamos estudar a taza de
variagdo instantanea de f num determinado ponto z € [a, b], nao havia muita escolha quanto
A variagao de z, para frente ou para trds. Aqui as fungoes serdo multivariadas quer dizer que

num ponto P € W de uma fungao W 4, R, ha muitas dire¢oes em que se pode escolher

para estudar a taxa de variacdo, veja a (fig. 1.2), pagina 15.

Introducao: algebra e Vetores.

O conceito de vetor surgiu na Fisica como muitas das no¢oes da Matemdtica. O conceito
fisico estava ligado a uma entidade geométrica, uma “seta”, porque tinha que ter direcdo e
intensidade. Esta visao geométrica é primitiva e tem que ser generalizada para ser melhor
aplicada em distintas situagées. Como sempre, é um processo algébrico, ou formal que produz
a generalizagdo adequada.

Os passos desta generalizagdo sequem uma andlise do conceito que se deseja generali-
zar. Com vetores, queriam os fisicos, estender o conceito de nimero. Os nimeros eram
pobres, representam apenas a intensidade, era preciso associar-lhe dire¢ao e sentido. Os tres
conceitos se encontram sintetizados, g nte, num ‘“‘segmento de reta orientado”,
que tem médulo, diregao e sentido. Entretanto os dois iltimos conceitos se confundem uma
vez que nao € possivel falar de sentido sem diregdo. De uma certa forma se pode dizer que
existern apenas dois novos conceitos num “vetor”: intensidade (ou mddulo) e dngulo, desde
que se tenha estabelecido um padrao adequado para medi¢ao de angulos. Mas padrao para
medir também é necessdrio quando se fala em intensidade. A representa¢ao geométrica dos
vetores conduziu naturalmente ao conceito geométrico de soma destes objetos: a regra do pa-
ralelograma, (fig. 1.1). As outras “coordenadas” contidas no conceito de vetor: intensidade,
angulo, diregao, sentido, que de alguma forma se sobrepoem, todas surgiram da concep¢ao
geométrica.

Os conceitos de angulo, comprimento ou mdédulo, ficam todos ge-neralizados pelo conceito
de produto escalar. Em Geometria Analitica se define o produto escalar de dois vetores, mas
é na Algebra Linear que se estende convenientemente o conceito de mimero incluindo os
vetores.

Hoje encontramos a palavra vetor utilizada em computag¢do ou mesmo em economia ou
planejamento e a ideia subjacente é a mesma. No “vetor” que aparece em computa¢do nao
tem sentido falar em mddulo na verdade a palavra certa seria matriz que generaliza a ideia de
vetor: um objeto multi-numérico, ou nimero generalizado como algumas vezes as estaremos
chamando aqui para enfatizar.
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Regrado Paralelograma
Soma de dois velores

Figura 1.1: Dois vetores somados geometricamente pela regra do paralelograma.

Uma outra invengdo da Humanidade foi o mimero complexo, que é um tipo de vetor
e surgiu de forma independente para resolver questées algébricas, como € o caso da raiz
quadrado de —1. Por sua origem algébrica, os nimeros complexos tinham uma capacidade
operatdria completa: soma, ltiplicagdo, divisao e subtragdo. Nossos antepassados quase
que reconheciam neles auténticos nimeros, mas deizaram registrada a desconfianca de que
havia alguma coisa errada no nome: nimeros complexos. Em seguida se descobriu que os
nimeros complezos eram uma espécie de nimeros geométricos com uma representa¢io ve-
torial de modo que o conjunto, C, dos nimeros complexos, era plano, generalizando a reta
R que representava os nimeros reais. Nos séculos 19 e 20 se multiplicaram as tentativas de
construgdes de niimeros geométricos de dimensao maior do que 2, sobre R. Algumas dessas
construgdes tiveram sucesso, os quaternions sdo um desses exemplos que tém uma dlgebra
parecida com a dos nimeros complexos. Na atual estrutura da Matemdtica, os vetores sdo
objeto de estudo de uma disciplina chamada Algebra Linear, que é um “departamento” da
/\lgcbra,

Neste primeiro capitulo faremos uma introducdo sistemdtica, mas resumida, da dlgebra
linear que serd necessdria para estudar Cdlculo Multivariado ao mesmo tempo em que iremos
desenvolvendo os conceitos do Cdlculo. Vamos descrever o cenario em que se vai desenvolver
a agao. A figura (fig. 1.2) pretende ilustrar isto, num ponto P do dominio hd vdrias dire¢oes
sobre as quais podemos estudar a taza de variagdo de uma fun¢ao

w LR,

sugerindo, entdo, que a deriwada, que guarda o coeficiente angular instantaneo de uma fungao,

tem que ser considerado em vdrias possiveis diregoes.

1.1 Operagoes com vetores

A regra do paralelograma, (fig. 1.1), contém os elementos de semelhanga de
triangulos necessdarios para que se transporte sentido e intensidade, contidos no
objeto geométrico vetor, de modo que possamos superpi-los geométricamente.
Ao mesmo tempo ela contém, dentro da prépria semelhanga de triangulo, os
elementos algébricos da definigao:

y) = utv=

a+z,b+y). (1.1)

(a,b) ; v=




/)% R

Figura 1.2: No dominio de W . R em volta de um ponto P € W, ha muitas diregdes para
escolher e estudar a variagao.

Estude a (fig. 1.1) e procure encontrar nela os elementos da equagao (equagao,1.1).

Observagao 1 Dimensao finita

Na prdtica da Algebm Linear de dimensao finita um jogo de palavras guarda
esta regra operatoria: se somam as coordenadas de mesma ordem, a primeira
com a primeira, e a segunda com a segunda para se obter o vetor resultante.

Os espagos de dimensao finita se caracterizam pelo fato de que todos os seus
elementos tém wma mesma quantidade de coordenadas. Assim o R® se carac-
teriza por objetos que tem tres coordenadas, tres nimeros reais, € um espago
vetorial de dimensao tres.

A soma de vetores e o produto de vetores por escalares, tém as propriedades
usuais dos nimeros.

Definicao 1 Espago vetorial.
Se designarmos por V. um conjunto no qual se encontra definida uma operagao
de adi¢cao comutativa,

VxVoVi(ry—aty
e tal que o corpo dos nimeros reais aja sobre V
R (V=V);RoA—= (z— Az eV)

distributivamente e associativamente, isto € tal que

1. a comutatividade: v+ v = v + u vale

2. a associatividade: (u+v)+w =u+ (v+w) vale

3. exista um elemento neutro relativamente asoma: 0+ u = u
4. a distributividade do produto relativamente a soma, vale:

(a) desquerda (VA € R)(Vu,v € V) 5 ANu+v) = A+ I
(b) e adireita (YA, a € R)(Vu € V)(A + a)u = Au+ au

5. O elemento neutro da adi¢iao de R leve, pela multiplicagdo, todo vetor no
zero: 02 = 0.

6. O elemento neutro da multiplicagio de R leve todo vetor nele mesmo:
lu = u.

Entao diremos que V € um espaco vetorial real.

Observagéo 2 Escalares e vetores.

A propriedade distributiva salienta a existéncia de dois tipos de dados envolvidos nas
operagées com vetores: escalares e vetores. O corpo dos nimeros reais, R, age sobre o
espago vetorial V :

R — (R® — R?)
de modo que o resultado desta agao volta a ser um vetor. Chamamos os nimeros reais de
escalares. Em particular a acdo do zero: 0-u = 0.

Consulte um livro de Algebm Linear para uma descrigao mais completa da estrutura dos
espagos vetoriais. Mas, intuitivamente, vetores sdo objetos que contém informagdo numérica
maltipla, que podem ser somados e multiplicados escalarmente por nimeros. De alguma forma
os vetores podem ser vistos como uma generaliza¢ao dos nimeros, eles carregam informagoes
multi-numéricas.

1.2 Exemplos de espacgos vetoriais

Vamos ver que hd objetos bem diferentes formando espagos vetoriais, conjuntos de fungoes,
conjuntos de polinémios, matrizes de ntiimeros. O nosso objetivo consiste em salientar que
espago vetorial é uma estrutura e quando uma colecao de objetos semelhantes entre si tem
as propriedades que listamos acima, temos um espag o vetorial. O que pudermos fazer com
um espaco vetorial, também poderemos fazer com outro: generaliza¢do.

Este livro é um livro de Célculo em que vamos generalizar as técnicas do Célculo Diferencial
e Integral univariado para os vetores, em particular para os elementos do R3, mas daremos
aqui e ali algumas fugidelas mostrando que os mesmos métodos também se aplicam a vetores
de natureza mais geral.

Exemplo 1 Polinémios de mesmo grau.

O conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a n € um espago vetorial de dimensdao
n+ 1 porque precisamos de n+ 1 informagoes, coordenadas, para escrever os elementos deste
espaco.

A soma se faz coordenada a coordenada, sem alterar o grau, se pode multiplicar um
polinémio do grau n por um escalar resultando num novo polinémio do mesmo grau. Apenas
o zero tem que ser considerado um polinémio de grau qualquer para que as coisas fiquem
organizadas. Ver Taylor, polinémio



Exemplo 2 Espaco vetorial de fungées continuas.

Os polinémios as vezes podem ser vistos como fungdes, entdo as fungdes formam um caso
mais amplo de espago de vetores.

As fungdes, pelo menos numa primeira aproximagcao, sdo objetos definidos em pontos de
um determinado conjunto chamado dominio, aos quais se associam valores que se encontram
no conjunto dos valores.

O dominio funciona como um conjunto de indices e podemos ver assim que R® nada
mais € do que o conjunto de todas as fungoes reais definidas no dominio {1,2,3} se podendo
entender a notagdo x; como x(i), o valor de x no ponto i.

Esta ideia se pode generalizar para o conjunto de indices [a,b], um intervalo da reta.
No Cilculo univariado se definem as fungées continuas e se mostra que soma de fungoes
continuas € wma funcao continua, leia-se: soma de vetores é um vetor.

Se chamarmos V = C([a,b], R) ao espago vetorial de todas as fungées continuas definidas
no intervalo [a,b] e tomando valores em R, podemos verificar que C([a,b],R) tem todas as
propriedades (prop. 4), pdgina 16, sendo um espago vetorial sobre o corpo R.

A dimensdo deste espago pode ser rapidamente discutida. Veja que, no caso do R3, o
conjunto dos indices, é o dominio em que se encontram definidas as func¢oes que formam
este espa¢ o, que justificamos ser um espag¢o de dimensdo 3. Agora estamos discutindo
Jfungées cujo dominio, leia conjunto dos indices, € o intervalo [a,b], que tem uma “quantidade”
de elementos ndo finita>. Assim, apenas comparando os conjuntos de indices, concluimos
que as fungoes continuas, definidas no intervalo [a,b] tem uma “quantidade” ndo finita de
informagées fazendo do espago C([a,b],R) um espaco vetorial de dimensio ndo finita.

Os espagos de polinémios também podem nos conduzir rapidamente acompreensao de que
existem espagos de dimensao nao finita. Como wm polinémio de grau n €, intuitivamente,
um vetor de dimensao n+ 1, porque precisamos de n+ 1 informagées para escrevé-los, entao
vemos que existemn espagos de dimensao finita, n, arbitrdrios contidos no espago de todos
os polinomios, Rlz], que assim ndo pode ser um espago de dimensdo finita.

Mas a natureza dos dois epagos, C([a,b], R) ou R[z] € distinta, como também é distinta
a natureza da “ndo finitude” de suas d O Estes fatos vdo nos levar a discutir no
capitulo 2 os problemas de aprozimagao.

Observagao 3 Aprozimagdo, finitude, cardinalidade.

Problemas: Como aproximar, com wum nimero finito de informagoes, um objeto que
contenha uma quantidade nao finita de informacgoes ? Eziste alguma coisa nao finita anossa
volta?

Estes problemas se encontram no centro da investigag¢ao tecnoldgica dos nossos dias uma
vez que as informagoes que temos guardar ou transmitir sao fungdes, como a quantidade de
energia contida num fenémeno, voz, figura, etc...

Por outro lado, os instrumentos que temos para medir devem transformar estes fenémenos
em uma quantidade finita de informagoes, digitalizd-las, para que p guardd-las ou
trnsmiti-las.

Outra questio que fica para ser aprofundada é esta sobre a “quantidade” de elementos
nao finita. Esta questao se constitue de uma teoria chamada cardinalidade.

Além de somar vetores, resultando n’outro vetor, e multiplicar vetores por
escalares, resultando ainda n’outro vetor, precisamos do produto escalar de
dois vetores:

Definicao 2 Produto Escalar.

u= (21,

JTn) U= (Y1, Yn) (1.2)

n
<u,v>= Z%lﬁ =
i=1

v| cos(f) (1.3)

IN#o se pode usar esta linguagem, “quantidade”, neste conceito, sem incorrer em con-
tradigoes de natureza légica.

Vamos sintetizar o nicleo da idéia, o método formal da dlgebra entra em
cena: na expressao acima temos um simbolo que representa o produto escalar,
cuja definigdo se encontra & direita e tem propriedades que podemos facilmente?
deduzir:

1 Propriedades do produto escalar em R>.

(1) <u,v >=<v,u > (1.4)
(2) <u, vy + PBug >= A< u,v; >+0 < u,vg > (1.5)

Estas duas propriedades caracterizam <, > como uma forma (transformagao)
bilinear que chamaremos de produto escalar.

Exercicios 1 1. Fagas contas e mostre que se

n
<u,v >= Z:L‘iy,

entao, < u,v >=<v,u>.

2. Mostre no R? que se u,v forem dois vetores unitdrios, entdo (veja que
suas coordenadas podem ser escritas usando sen, cos),

< u,v >=cosacos+sinasin 3
e deduza dai que

<wuw>=cosl; 0 =a—[ ¢éo dangulo entre os dois vetores.

3. Generalize, se u,v nao forem unitdrios, entao eles sao multiplos de vetores
unitdrios pelos escalares |ul,|v| e conclua que

< u,v >= |ul[v|cosf

4. defini¢ao “abstrata” de angulo Mostre que a partir da defini¢ao de um pro-
duto escalar num espago vetorial, podemos definir o dngulo entre dois ve-
tores dados, (solu¢ao mais adiante no texto).

Quando um espaco vetorial tiver um produto escalar diremos que é um espago
euclidiano.

2Nao permita que o autor o intimide, pergunte se nio estiver claro... ou se cale para
sempre.



Observagao 4 A estrutura euclidiana.

Se identificarmos alguma fun¢do em outro espago vetorial tendo as mesmas propriedades
do produto escalar, entdo descobrimos um novo espago euclidiano e suas propriedades sao
muito parecidas, ou possivelmente as mesmas, do R?.

E desta generalizagio que falavamos: o estudo acurado de um determinado ezemplo nos
permite uma estensdao de suas propriedades a uma familia de objetos semelhantes a ele. Ao
mesmo tempo isto se constitue de um método expositivo que adotaremos que vai do particular
para o geral: a andlise dos exemplos permite sua generaliza¢ao e uma classifica¢ao adequada
cria uma categoria de objetos aos quais a mesma andlise se aplica.

Vamos aplicar tudo que estudarmos sobre o R® ds séries de Fourier, mais adiante, mas o
espaco onde estaremos trabalhando terd como vetores, funcées. Veja o exzemplo logo a sequir
em que estamos nos exercitando no que serd necessdrio mais a frente.

Chamamos sua atengdo para a ambigiidade da defini¢io de produto escalar, (def. 2),
na pdgina 18, usando soma e também o produto de médulos. Apenas uma deveria ter sido
apresentada como defini¢do, a outra sendo um teorema. Os ezercicios tentam sanar esta
ambigiiidade, resolva o exercicio e escolha quem é a defini¢ao e quem éo teorema. Veja
assim outro fato que passa desapercebido na constru¢io da Matemdtica, que nem tudo é
absoluto, muitas vezes vocé pode escolher o que € definigdo ou teorema. Escolha qual é o seu
teorema.

O produto escalar € tipico dos espagos vetoriais euclidianos, e hd espagos em que ndio se
pode definir um produto escalar coerente com a estrutura vetorial, nestes espagos se perde o
conceito de angulo. Neste livro trataremos apenas de espagos euclidianos.

A parte final da defini¢ao (def. 2) é de “natureza” geométrica”, pode ser
utilizada para definir dngulo quando a geometria usual nao der mais pé:

Definicao 3 Angulo. Dados dois vetores u,v o dngulo entre eles é o nimero:

)

<u,v >

Ju

dngulo(u,v) = ar cos(

vl

O exemplo seguinte ilustra o método de generalizagao.

Exemplo 3 Produto escalar no espago C([0,27]).

O conjunto de fungédes continuas C([0,27]) é um espaco vetorial. Podemos somar fungées,
de forma semelhante como somamos os nimeros, ou os vetores. Podemos multiplicar fungées
por escalares, como fazemos fazemos com os vetores. Falta-nos, entretanto a sensagao
gemétrica de “seta” quando observamos uma fung¢do, e € normal, porque as fungdes sao
vetores de wma “dimensdo” muito superior a sequnda ou terceira dimensoes. Na verdade
uma funcao de dimensdo “baiza” € simplesmente um vetor...

No espago C([0,27]) podemos® definir o produto escalar, <,>, da sequinte forma:

f.9 € (0, 2r)) (16)
27
<figo— / Fg(t)dt w7

<fg>
I£1- gl

E fdcil mostrar que <, > tem as mesmas propriedades que o outro definido anteriormente,
sendo assim uma forma bilinear, um produto escalar. Depois veremos que este produto escalar
no espago de fungoes I te vem ltiplicado por uma constante adequada a um certo

objetivo. Veja a defini¢cdo dos coeficientes de Fourier.

angulo(f, g) = ar cos(

). (18)

30 uso do nimero 7 tem como tnica fungio assustar o leitor... para nio ficar assustado,
troque-o e veja que tudo funciona igual.

Observe ainda que o dngulo de uma funcao com ela mesma é zero, como seria de espe-
rar. E um pouquinho mais dificil ver a conexdo entre duas fungées ortogonais entre si, o que
acontece quando o produto escalar entre elas se anula. Mas existe um significado que genera-
liza de forma natural a defini¢io geométrica de vetores ortogonais: os vetores (0,—3),(1,0)
porque onde um se anula o outro ndo se anula, mas isto é uma situacao bem particular. Nos
exercicios vocé serd convidado a demonstrar um caso que diretamente generaliza este.
Exercicio 1 Vetores.

1. equagdo vetorial. Se A, B € R? forem dois vetores dados, resolva, expli-
citando todas as propriedades usadas, a equagdo

A+3X =08

2. equagdo vetorial. Se duas fungoes forem dadas:
fgeclat] x [cdR)
e se for dado o € R, resolva a equagdo:
f+aX =g

Em particular, considere f(x,y) = exp(—z% — y?),g(z,y) = La =1, ¢
encontre X.

3. ortogonalidade.
(a) Encontre o conjunto de todos os vetores ortogonais ao vetor (3,4) €
R2
(b) Encontre o conjunto de todos os vetores ortogonais ao vetor (3,4) €
3
(c) Verifique que as fungoes:

fley=2 « zel0,n];f(x)=0 <« x¢|0,7]
@) =0 < zel0]if@) =a—m < z¢[0]

sio ortogonais em C([0,27],R) com o produto escalar da integral.

Verifique também que as fungdes seno e coseno sao ortogonais no
mesmo espago. Calcule o mddulo de todas as fungoes usando a de-

finigao:
Ifl=v<rf>
(d) Encontre todos os vetores ortogonais ao vetor
pla) =3+ 4a + 2*

no espago dos polinémios de grau menor ou igual a 2, (qual € o
produto escalar que vocé pretende utilizar ?)



(e) O polinémio p(x) = 3+4z+x? é um elemento do espag 0 C([a,b] x [c,d],R).

Neste espago o produto escalar canonico, € o integral. Encontre al-
guma fungao que seja ortogonal a p relativamente ao produto escalar
integral.

(f) Veja num livro de Fisica a defini¢do de trabalho e construa um exem-
plo de duas fungoes cujo trabalho de uma, relativamente ao da outra,
seja nulo: ortogonais. Observe que vocé estard usando o produto
escalar integral.

(g9) Veja num livro de Estatistica o conceito de probabilidade condicional
e construa um exemplo de eventos independentes, como ortogonais..

(h) Use o produto escalar integral, (eq. 1.8), para encontrar os vetores
perpendiculares ao vetor f(z) = sen(z) em C([—m,pi], R). Verifique
em particular se algum dos vetores

g(@) =22 h(x) =2 ; p(x) = cos(x) ; r(a) = a*

€ perpendicular a f. Interprete o resultado considerando que a drea
sob a fungao, sua integral, representa a quantidade de energia que
ela encerra.

(i) A integral de uma funcao pode ser interpretada como a quantidade
de informagao que ela contém. Como poderiamos interpretar duas
fungoes ortogonais neste sentido. Traduza este exemplo para o caso
de vetores do R®.

(5) fungoes multivariadas. Verifique as propriedades do espago vetorial
C(la, 8] x [c,d],R).

4. Os fisicos gostam de ver o mundo como um espaco de dimensao 4, o

espago-tempo, com tres coordenadas para posi¢io no espago e uma coor-
denada para o tempo, (z,y,z,t). Uma particula em movimento “tra¢ a”
uma curva neste espago. Poderia uma tal curva ser um circulo? uma
curva fechada? Trace a curva, no plano mesmo, de duas particulas que
colidam e se “destruam” mutuamente.

. Resolva as seguinte equacgoes indicando cuidadosamente quais foram as

regras utilizadas de passagem para cada nova linha da solugao:

() (2,0.3)+ X = (0,2,3)

(b) 24+i+X =3—i+2X

() (1,-1,3) +4X = (2,-1,0)

(d)
2X +3Y = (1,1,0) (1.9)
X -2V =(1,1,1) (1.10)

(1.11)

6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

O centro de gravidade, baricentro, de um triangulo é a média aritmética
dos seus vértices, considerados como vetores. Desenhe um triangulo e
calcule o seu baricentro.

baricentro Um triangulo pode ser feito de material nao homogéneo, entao

seus vértices podem ter pesos diferentes. Considere o triangulo PQO cujos
vértices pesam respectivamente 4,5,7. Calcule o baricentro deste triangulo,
depois de ter escolhido as coordenadas de cada um dos seus pontos. Cal-
cule também o baricentro considerando os vértices todos de mesmo peso e
verifique qual a diferenca nos dois casos.

. Verifique se os pontos (1,2, —4,1),(2,0,5,2),(0,4,2, —3) formam um tridngulo.

Calcule o baricentro destes pontos considerados todos de mesmo peso.

. Calcule a distancia entre a reta determinada pelos pontos (1,2, —3),(3,2,1)

e o ponto (4,3,2).

Encontre um vetor perpendicular a reta determinada pelos pontos (1,2, —3),(3,2,1).

Calcule a distancia desta reta aorigem.

Tome como defini¢ao: um plano é o lugar geométrico dos pontos do espaco
que determinam vetores perpendiculares a um vetor dado (4, B, C). Cal-
cule uma equagao para este plano e justifique porque hd mais de wm plano
satisfazendo esta defini¢ao. Corrija entao a definicao inicial.

Apresente exemplos que justifiquem a afirmacao: a solugio de um sis-
tema linear € uma translacao da solucao do sistema homogéneo associado
passando por uma solu¢ao particular. Faca-o inicialmente no plano, mas
generalize depois.

n n
Mostre que | > s;| < 3 |si| sejam s; nidmeros ou vetores.
k=1 k=1

Descreva, usando vetores, as duas desigualdades triangulares:

(a) A soma de dois lados de um triangulo é maior que o terceiro.
(b) Num triangulo, qualquer lado é maior do que a diferenca dos outros
dois.

Demonstre estas desigualdade e depois as escreva como uma unica sequéncia
de duas desigualdades.

desigualdade de Cauchy-Buniakowski-Schwarz Considere dois vetores u,v
que entao determinam um plano, mostre que < u,v >= leq|ul|v|cos(a) <
[ullv| em que o é angulo entre os dois vetores.

Generalize a desigualdade acima provando que

n
> ukv < [ullo] 5 w0 € R
k=1



17. Mostre que o conjunto st +tv ;s,t >0 ; s+t =1 ¢ o segmento de reta
suporte do vetor diferenca i — v.

x = f(t)
y=yg(t)

ft)=t;g(t) =t> f(t)=1t%g(t) =t> indique o sentido do percurso
de cada curva considerando que t cresce de negativo a positivo.

18. Trace os grdficos das fungoes { com

19. A que tipo de objeto correspondem as equagoes paramétricas

x = f(s,t)
y=g(s,t) um plano, uma reta? qual é a dimensdio deste objeto?
z = h(z,t)

Definimos uma operagao entre os vetores do espaco R?, chamada produto
escalar, e queremos vé-la de uma outra forma. Veja que lhe demos o nome de
produto porque é semelhante ao produto entre numeros. De fato é esta seme-
lhanga que interessa, e o produto escalar define uma forma de multiplicar vetores
e outras entidades parecidas, as matrizes, objeto do nosso préximo capitulo.

Exercicios 2 Ezercicios de revisao

1. Propriedades da imagem de uma fungao Se X Ty for uma fungao qual-

quer, e A, B C X wverifique que

(a) f(0)=0; fX)cy;

(b) Se A C B entao f(A) C f(B);

(¢) F(U; A) = U, f(A);

(d) f(N; A:) €N f(A).

Verifique também que, para imagem inversa valem
(a) f7H(0) = 0; 1Y) =X;
(b) Se A C B entdo f~1(A) C f~Y(B);

(c) f7HU;A) = U, 71 (A

(d) f7HN, A =N F (A

(e) f7HAY) =[f1(A)°
em que A,B CY.

2. Sendo A, B dois conjuntos tais que A C B calcule AUB ; AN B.

3. Mostre que a intersecao de dois conjuntos convexos € um conjunto con-
vexo, mas que a unido de dois convexros ndo precisa ser um conjunto con-
vexo.

4. Descreva o dominio e o conjunto de valores de cada uma das fun¢oes
definidas abaizo:

[0 =t @)= )=

—r—y? r—
fay) =52 @)=l foy) = Sk

intui¢do grdfico de curva Sendo v uma curva® do plano, R?, e

5.

R2 ER R?
dé exemplos (grdficos e algébricos) ilustrando

e foy pode ser um ponto (wm ponto é uma curva diferencidvel);
o foy pode ser uma curva diverencidvel (que hipdtese é necessdria ?);
e como seria o graf(foy), o grdfico de foy, se v for uma curva fe-
chada.
6. Considere num cubo o vértice Py e os trés vértices que lhe sao adjacentes
Py, Py, Py

Considere a aplicagao F que roda o cubo levando

Py Py Py P3Py Py

(a) Dé uma defini¢ao geométrica para F (descri¢ao geométrica);

(b) Encontre a matriz de F num sistema de coordenadas adequado (em
que ela fique mais simples)

(¢c) Mostre que F> = FoFoF € a identidade e portanto que F~' = FoF.

Métodos numéricos e equacoes diferenciais ordinarias Lista 01

Derivada, plano tangente, aprox. linear tarcisio@member.ams.org
T. Praciano-Pereira Dep. de Matematica
alun@:

Univ. Estadual Vale do Acarau 27 de maio de 2007

Por favor, prenda esta folha de rosto na sua solucao desta lista,
deixando-a em branco. Ela sera usada na correcao.

4 curva é uma fungdo de classe C! com derivada diferente de zero definida em um intervalo

e tomando valores valores em R"™



Exercicios 3 Derivada, plano tangente, aprox. linear objetivo: Conduzir @

alun@ a dominar gradientes, jacobianas, planos tangentes e mudangas de varidveis,

campo vetorial, grdficos com apoio computacional.
palavras chave: jacobiana, gradiente, derivadas parciais, variedades linea-
res tangentes, produto escalar, campo vetorial.

1.

[

Verifique que a equagdo de uma reta que passa na origem, no plano, se
expressa como o produto escalar de um vetor (A, B) por um vetor posi¢ao
(z,y) arbitrdrio da reta. Faga um grdfico e interprete geometricamente o
significado do vetor (A, B).

. Ganhe agilidade, escolha 100° vetores no plano e escreva as equagoes de

retas perpendiculares a estes vetores expressando-as sempre no formato
indicado a sequir. Em cada caso escolha wm ponto no plano por onde a
reta passa (observe a sequnda equagdo abaizo)

e y=f(z)+c=mz+c

e y=b+m(x—a)

Teste sua solugao usando gnuplot com a equagio no formato da primeira
equagao acima.

. Se wma reta nao passar pela origem, ainda assim ela € paralela a uma outra

reta que passa pela origem (supondo vdlido o 5°postulado...). Deduza que
a equagao geral da reta no plano € da forma

< (A, B),(z,y) >=-C=Ax+By+C=0

. Qual € o lugar geométrico dos pontos (x,y,z) do espaco R> tal que <
gar g Y

(A, B,C), (z,y,z) >= 0?7 Deduza disto qual € o lugar geométrico dos pon-
tos do (v,y,2) do R® tal que

Az +By+Cz+ D =0.

. Sabemos que uma equagao S(x,y,z) = 0 ndo se altera se for multiplicada

por um nimero diferente de zero. Multiplique
Az + By+Cz+ D =0.

por um nuimero conveniente de modo que o vetor perpendicular ao plano
na equagdo seja unitario. Comparando com a equagdo do plano paralelo
que passa na origem, deduza qual a distacia do plano

Ax+By+Cz+D =0.

para a origem. Escreva suas conclusoes no formato “Teorema e demons-
tragao”.

5

ao sentir que ja domina o assunto pode parar antes da centésima

10.

11.

12.

. As questoes anteriores mostram que ndao podemos ter uma forma simples

para a equagdo da reta em dimensdo maior que 2. A saida para sim-
plificar as equagoes de variedades de dimensao 1 no espago de dimensao
maior ou igual a 3 consiste em usar equagdes paramé tricas. Encontre as
equagoes paramétricas da reta paralela ao vetor (1,—1,3) que passe pelo
ponto (2,2,2).

Escolha 100° vetores no espaco junto com 100 outras condices e escreva,
em cada caso, as equagoes paramétricas das retas determinadas por estes
100 pares de condigoes.

. Escreva a equagdo geral (as equagdes parametricas gerais) de uma reta,

especifique os dados iniciais corretamente. Redija no formato “Teorema e
demonstracao”.

. As equagoes

= fe(t) s ke{l,---,n}; t €la,b) (1.12)

em que fr € uma funcgdo diferencidvel para cada valor do indice k, sao as
equagoes paramétricas de uma curva no R, parametrizadas no intervalo
[a,b]. Calcule a expressio do vetor tangente & esta curva no ponto

ak = fi(to) 1 k€ {l,---,n} (1.13)
dado tg € [a,b].

sentido positivo € o anti-hordrio Encontre equagoes paramétricas do circulo
trigonometrico, e derivando mostre que o sentido natural de percurso € o
anti-hordrio.

Encontre a equagao do plano tangente ao grifico da fungao
2= flz,y) = 2° + 3zy + ¢° (1.14)
no ponto (2,3,49)

Escolha 100 fungoes, para cada uma delas calcule um ponto no grdfico
e determine a equagao do plano tangente em cada caso, mas pode parar
antes da centésima se tiver certeza de que entendeu todo o processo.

. Considere a curva plana

v = (2(t),y(t) = (3t,4 —2t) ; t € [-3,3] (1.15)
e a superficie
graf(f) ; f(z,y) = 2° +y°

Encontre o vetor tangente a imagem de ~ sobre a superficie correspondente
ao valor ty = 2 € [—3,3] do pardmetro.

Sdepois que tiver certeza que entendeu pode para antes da centésima, mas nio se engane.



14. Para cada uma das fungoes definidas abaizo, calcule as equagoes paramétricas
da imagem da curva

7= (x(t),y(t) = (3,4 —2t) 5 t € [-3,3] (1.16)
sobre a superficie graf(f)
a)f(z,y) = a® = 2wy +y°;b)f (w,y) = 2 — (1.17)

15. campo vetorial tangente a uma curva Considere a curva plana

v = (x(t),y(t)) = (tcos(t), tsen(t)) ; t € [0,27] (1.18)

e a superficie
graf(f) ;i fla,y) = + 3

Encontre os vetores tangentes & imagem desta curva na superficie graf(f)
com f(z,y) = 2> + y? para os valores do parametro iniciando em to = 0
até t,, = 2w com passo 0.2 e obtenha o grdfico com gnuplot deste campo
vetorial. Objetivo: ver a sugestio da imagem da curva na superficie que
se encontra na figura (2.3) pdgina 42, mas, feito com gnuplot, vocé terd

o)

Figura 1.3: Campo vetorial - aproximagio de curva

a chance de rodar o grdfico usando o ratinho.



Capitulo 2

Derivadas de funcoes
bivariadas

2.1 A derivada

Mais geral que os vetores é um objeto chamado matriz, porque os vetores sao
também matrizes. Vetores sao matrizes de um tipo particular, tem uma unica
linha, ou uma tnica coluna.

Exemplo 4 Uma matriz 3 x 4.
Considere o esquema formado por 12 nimeros dispostos da maneira reqular
que abaizo se vé.

12 3 -1
-1 1 0 2 (2.1)
2 -1 3 2

Podemos ai ver quatro vetores-coluna cada um com trés coordenadas ou pode-
mos ver trés vetores-linha cada um com quatro coordenadas. As duas maneiras
de ver sao vdlidas. As matrizes generalizam os nimeros, enquanto que estes
contém uma Unica informagao de uma medida feita, agora as matrizes contém
vdrias informagoes oriundas de distintas medicoes feitas que podem até ser de
naturezas diferentes entre si. Por exemplo, uma matriz pode conter taxas de
variagao de precos, numa linha e na sequinte as taxas de variagdo de demanda
por unidade dos produtos de uma empresa.

As matrizes se aplicam hoje em uma incontdvel quantidade de situacoes e
algumas vezes nao representam nimeros, mas informagoes estratificadas. E com
frequéncia o caso, quando se encontra o termo no contexto de processamento
de dados. Neste livro as matrizes serao sempre uma generaliza¢ao de nimeros,
quase sempre serdo taxas miltiplas de variag8o como nos prorimos exem-
plos.

Exemplo 5 Equacao da reta e equagao plano.
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Vamos evidenciar as semelhangas entre as equagoes da reta e do plano.
Uma expressao como
y=ax+b= f(z), (2.2)

no plano, representa uma reta, porque a taxa de variacao de y em relag¢io a x
€ constante. Quer dizer, se

z—x+ Az (2.3)
entao
y(z) — y(z + Az) (2.4)
de tal modo que
y(x + Az) —y(x) = Ay = aAz. (2.5)

Uma outra forma de repetir o que foi dito acima é: “se construirmos uma
progressao aritmética de razao Ax com a varidvel x, produziremos a progressao
aritmética de razio aAx com a varidvel y”.

A consequéncia disto ¢ que o grdfico de [ contém qualquer progressio ar-
timética do tipo mencionado acima, € uma reta. E, reciprocamente, como numa
reta podemos considerar qualquer progressao aritmética, todas com a mesma
raao (o coeficiente angular da reta), entao a equagdo de qualquer reta € da
forma (2)

Podemos sempre escrever a equagio (2) na forma

f(z) =a(z —20) +yo (2.6)

como se sequintes cdlculos mostram

flx)y=y=ax+b (2.7)

f(a) =y = a(z —xo) +azg+b= (2.8)
f(z) =y =a(z—20) +yo ;y0 = azo +b (2.9)
flx) = alz —x0) +yo (2.10)

fxo) =wo (2.11)

evidenciando que é a reta que passa no ponto (To,yo) € que tem coeficiente
angular a.
O nimero a é a derivada constante de f :

a=f(z). (2.12)

Se considerarmos, agora, a expressao
z=g(z,y) =ax +by+c (2.13)
ela ird representar também uma figura de tipo linear, porque, se g for associada
a progressoes aritméticas das variaveis x ou y, separadamente ou em conjunto,

correspondem progressoes aritméticas da varidvel z com razoes obtidas por mul-
tiplica¢ao pelos coeficientes a,b :



Ag =g(x+ Az, y + Ay) — g(z,y) = (2.14)
=a(x+ Az)+ by + Ay) + ¢ — (ax + by +¢) = (2.15)
=a(z+ Az) —az + by + Ay) — by = (2.16)

= alAz + bAy (2.17)

Ag = alAx + bAy (2.18)

Podemos escrever de uma forma bem simples este cdlculos generalizando
imediatamente os cdlculos que fizemos no caso da equagdo da reta:

gzy)=z=(a b)<7’>+c, (2.19)

y

Ag = alAx + bAy = ( a b ) ( ii ) (2.20)

com um produto de matrizes, que € uma nova forma de multiplicar. Se abs-
trairmos a forma particular do coeficiente multiplicativo e da varidvel, podemos
dizer que, designando o vetor

X = < y ) (2.21)

z=g(x,y) =ax+by+c (2.22)

9(X) = AX + ¢ (2.23)

A=(a b) (2.24)

Ag=(a b)AX (2.25)

2 =g(X) = A(X = Xo) + AXo + ¢ (2.26)
z=g(X) = AX = Xo) + 20; 20 =AXo+¢ (2.27)
Zzg(m,y):A<z:;3>+A<zg)+zo (2.28)

€ a forma comum que tém as duas expressoes, nos dois exemplos, (caso univa-
riado e caso bivariado).
A equagao (28) é a equagio do plano que passa pelo ponto

(20, Y0, 20) = (X0, 20) € R® (2.29)

sendo
AXo + ¢ =z = g(20, y0) (2.30)

o0 wvalor de g no ponto Xo = (xo,o)-

No caso bivariado os coeficientes sao multinimeros, as matrizes.

Buscamos com as generalizagoes operar com conceitos mais complexos com
a mesma formalidade com que operamos com os conceitos mais simples. Esta

forma como consequimos quebrar a barreira dimensional e falar de fenémenos
multidimensionais com a mesma linguagem com que falamos dos fendomenos
unidimensionais.

Comparando com o exemplo univariado, vemos sintetizada na matriz os dois
coficientes “parciais” relativamente a x ou ay separadamente. Estes coeficientes
sao caracterizados como %, %i— chamadas derivadas parciais.

A denominacao “derivadas parciais” é oriunda dos tempos em que os desco-
bridores destes conceitos nao consequiam ver que tinham a derivada de fungoes
multivariadas em suas maos e criaram uma denominagao muito feliz, ainda que
escondesse o proprio conceito de derivada que levou um século para ser clara-
mente compreendido: as derivadas parciais sao os componentes da derivada, que
€ uma matriz que ficou sendo chamada de jacobiana.

Exemplo 6 Generalizagio da reta tangente

Neste exemplo vou comegar relembrando a equagao da reta tangente ao
grdfico de uma fungdo diferencidvel y = f(x), no ponto (a, f(a)) que vocé pode
ver na figura (2.1) pdgina 32,

y=fla) +f(@)(x-a)

a

Figura 2.1: A reta tangente ao grifico de f

Em seguida, por comparacao, vou apresentar a equa¢ao do plano tangente
ao grdfico de uma fungdo diferencidvel z = f(x,y) no ponto (a,b, f(a,b)).
Vou partir da equagdao da reta que passa pelo ponto

(a, f(a)) (2.31)

sendo tangente ao grdfico de y = f(x) neste ponto. Os cdlculos sao



y=b+m(z—a) (2.32)
y = fla)+ f'(a)(z —a) (2.33)

em (82) temos a equagao da reta que passa no ponto (a,b) e tem coeficiente
angular m e substituimos esta duas informagoes para obter a equagio (33) que
€ de uma reta que passa no ponto (a, f(a)) e tem coeficiente angular m = f'(a).

Esta € a interpretacao geométrica da derivada no caso univariado.

Vou fazer esta mesma interpreta¢ao geomélrica para o caso bivariado, sem
apresentar grdfico, mas vou escrever wm script com gnuplot que lhe permitird
dar rotagoes no grifico, usando o ratinho e ter uma visao, no caso bivariado,
semelhante ao da figura (2.1).

A equagao de um plano que passa no ponto (a,b,c), é

z—c=A(w—a)+ By —b) (2.34)
z=c+ Az —a)+ By —b) (2.35)
P(x,y) =c+ A(x —a) + By — b) ; P(a,b) = ¢ (2.36)

Na equagio (36) escrevi a expressao do polindmio do primeiro grau em duas
varidveis e vocé pode ver que P(a,b) = ¢ o que significa que o grdfico deste
polinémio passa no ponto (a,b,c). O grifico de um polindmio do primeiro grau
em duas varidveis é um plano.

Se quisermos que este plano seja tangente ao grdfico de uma funcao dife-
rencidvel z = f(x,y) entdo vamos impor as condig¢oes

e ¢ = f(a,b) para que o plano passe no ponto

(a,b, f(a,b))

e A= g—ﬁ [(a,0) Para que o coeficiente angular na direcao do eizo OX coincida
com derivada parcial de f nesta dire¢ao e,

e B= %l((l,b) para que o coeficiente angular na dire¢ao do eizo OY coincida
com derivada parcial de f nesta diregdo.

As derivadas parciais de uma func¢ao bivariada também sdao fungoes bivari-
adas e foram calculada no ponto (a,b) € isto que indica a notagio

of of
%l(a,b); a*yka,b)

Uma outra forma de chegar nesta expressao consiste na deriva¢ao implicita
de = = f(z,y)

z=f(x,y) (2.37)
dz = %dm + %dy (2.38)
dz:=z—c¢ do:=x—a; dy:=y—> (2.39)

na equagao (39) fizemos a substitui¢do das varidveis dx,dy,dz pelas expressoes
(x—a),(y—b), (z— )

Observe que usamos o simbolo “:=" para indicar foi uma substitui¢do em
que estamos usando a expressao diferencial como um modelo da expressao li-
near (equagdo do plano tangente) que aproxzima localmente a fungao, se ela for
diferencidvel.

Esta é a interpretacao geométrica da derivada: a derivada produz uma ex-
pressao linear que é tangente ao grafico.

Posso aqui repetir a comparag¢io com o caso univariado usando a nota¢do
de diferencial para obter a expressao da reta tangente ao grdfico de y = f(x) no
ponto (a, f(a))

“«

y= 1) (2.40)

dy = f'(z)dz (2.41)
dr:x—a;dy:=y—>b (2.42)
y—b= (@) —a) (2.43)

O diferencial ¢ wm modelo para o objeto linear tangente.
Um script com gnuplot

No script a sequir vocé tem duas equagoes de fungoes bivariadas com as
correspondentes equagoes de planos tangentes

o 2 = f(z,y) = 22 + y? ¢ o plano tangente no ponto (a,b, f(a,b))
of of
z=4q(z,y) = f(a,0) + F-l@pnle—a) + Fyl(a,b)(y —b)
o 2 =g(z,y) = 2% — 3zy + y? ¢ o plano tangente no ponto (a,b, g(a,b))
dg dg
z=p(z,y) = (a,b) + %‘(a.b)(x —a)+ 6—y\(a.b)(y —b)

Copie este script para wm terminal do gnuplot.
O comando pause -2 serve para manter o grdfico que serd trocado quando
vocé der enter.



Com ratinho vocé pode produzir rotagées no grdfico e assim ver a figura de
distintos angulos. Vocé tem assim wm pequeno filme para ajudd-lo a entender o
significado do plano tangente a uma superficie.

## a funcao f
f(x,y) = x*x*2 + y¥*2
## derivadas parciais
dfx(x,y) = 2%x
dfy(x,y) = 2%y
a=-2
b=2
## equacao do plano tangente
q(x,y) = f(a,b) + dfx(a,b)*(x - a) + dfy(a,b)*(y - b)
## comando do gnuplot para fazer graficos bivariados
splot f(x,y), q(x,y)

pause -2

a=-5

b=25

splot f(x,y), q(x,y)
pause -2

b =-5

splot f(x,y), p(x,y)
pause -2

## a funcao g

g(x,y) = X**2 — 3¥x*y + y¥*2
## derivadas parciais
dgx(x,y) = 2*%x - 3*y

dgy(x,y) = - 3%x + 2%y
a=-1
b=1

## equacao do plano tangente
p(x,y) = g(a,b) + dgx(a,b)*(x - a) + dgy(a,b)*(y - b)
## comando do gnuplot para fazer graficos bivariados
splot g(x,y), p(x,y)
pause -2
a=-2
splot g(x,y), p(x,y)

A sequiiéncia de figuras (2.2) pdgina 36, pretendem dar-lhe uma visao do
plano tangente ao grdfico de

2= f(z,y) =2* + ¢ (2.44)

no ponto (2,2, f(—2,2)) mas certamente o script acima deve lhe dar uma visao

mais dinamica lhe permitindo rodar o grifico até que consiga captar a tangéncia

do plano. As figuras foram obtidas com gnuplot e fotografadas no terminal.
No script vocé também pode alterar a equagdo para obter outros grdficos.

sy —
&

Figura 2.2: z = g(z,y) = 2® 4+ y? e plano tangente z = g(z,y)

Exemplo 7 Matriz dos coeficientes angulares: tazas de vari¢ao.

Seja f:U € R* — R3.

Uma tal fungao se chama vetorial porque sua imagem em cada ponto a € um
vetor

z= (21, ++,74) EU CR* (2.45)
f(@) = flz,- - a0) = (f(@), -, f3(2)); (2.46)
fi:R*—=R;ie{l,2,3} (2.47)

A varidvel vetorial, (45), a fungdo vetorial, (46), com trés fungoes-coordenadas
que chamamos de componentes, algumas vezes, (47).

Entdo no ponto a = (ay,- -+, a4), a matriz

oOf  Oh  Oh Of
oh 9% on 9n

TPl e = | 55 555 o3 o (2.48)
Ofs 0fs 0Ofs Ofs
dv1  Dws Ovs  Oma

representa o coeficiente angular multiplo de f, cada um dos nimeros
o af;
O (Ml man) = 52 @) (2.49)

dx;
representa um coeficiente angular parcial, também chamado de derivada par-
cial de f; com respeito a varidvel x;. Quando calculado no ponto (ai,---, ay)



produz um nimero, cada um deles é uma taza de variagao instantanea de uma
componente em uma certa dire¢ao do espaco.

A notagao g—iz ndao € a melhor possivel pois usa o simbolo x quando tudo que
interessaria usar € o indice i. Uma notagcao mais precisa do que esta, eziste,
estd indicada na equagao (49), e vocé pode analisar a equivaléncia das duas.
Aos poucos passarei a usd-la em lugar da notagao tradicional.

A matriz dos coeficientes angulares parciais recebe o nome de matriz jacobi-
ana de f = J(f).

Estamos aqui sob a suposi¢io de que f € uma fungao diferencidvel, nem
todas as fungoes o sao, como € bem conhecido no caso univariado.

Da mesma forma como uma fungao univariada

f*R—R

tem um unico coeficiente angular num determinado ponto, se for diferencidvel,
também f : U C R* — R3 tem 1inico “coeficiente angular mailtiplo "representado
pela matriz J(f), jacobiana de f , no ponto (a1,---,as) em que estas derivadas
parciais foram calculadas, se [ for diferencidavel. O diferencial de f no ponto

(a1,---,a4) €

df = J(f)dx = (2.50)
di; 8 o oh 0N day
T T2 T3 T4
=J(f) sz =| 9 g& ok b drz (2.51)
T3 21 22 3 Z4 dax:
Ofs 9fs 9fs Ofs
dxy Oxy  Oxz 2 dxy
que € uma expressao semelhante a do diferencial de fung¢oes univariadas:
df = f'(a)dz; (2.52)

mas agora sob a forma de wm produto de matrizes, porque a derivada € a matriz
jacobiana.

Este produto matricial pode ser expandido para se obter o que se chama de
diferencial total:

Z? O oy + Yt day + Ordas + Ytde,

2 9, 9, A fs dfs

df = J(f) e | = g—;dm + g—égm + g—;dm + g—gjdm (2.53)
day oy vt T gy dva + g dos + Frtdey

aqui uma matriz cujas linhas sdo diferenciais totais, e observe que agora nesta
dltima equagdo tem-se uma igualdade entre dois vetores-coluna ou matrizes 3r1.

Observagéo 5 Diferencial total e interpretagcdo geométrica.

A denominagdo diferencial total vem de um tempo em que ndo se compreendia bem
que matrizes podiam ser coeficientes angulares multiplos entdo se tentava criar wm ntimero
comum para obter alguma coisa semelhante ao coeficiente angular das fun¢ées univariadas.
O diferencial total € um nimero!

Hoje a compreensao é clara que as matrizes sao um bom coefiente angular miltiplo. A
jacobiana € a derivada de uma fun¢ao no ponto em que for calculada e representa neste ponto
o seu coeficiente angular.

Coeficiente angular mailtipo, € verdade!

No caso univariado a reta tangente a f no ponto (a, f(a)) tem como coeficiente angular
o niimero f'(a) e a equacio da reta tangente ao grdfico de f no ponto (a, f(a) é:

y— f(a) = f'(a)(z — a). (2.54)

A equagdo da reta guarda estreita semelhan¢a com o diferencial o que criou toda uma mito-
logia:
dy = f'(a)dz. (2.55)
Um dos pontos mitoldgicos é que o diferencial € um infinitésimo, um conceito indefinido
que atravessou mais de dois séculos. O modo moderno de sair deste mito € dizer que a
equagdo (55) € a equagdo de wma reta paralela & reta tangente (eq. 3.3) passando na origem.
Outra forma de dizer é que o diferencial € um modelo para obter a equagdo da variedade
linear tangente o que pode ser feito substituindo-se

dr:=xz—a (2.56)
dy = f(@) - f(a) (257)

se passa da equagio a diferengas para a equagdo da reta tangente no ponto (a, f(a)).

As equagoes (56), (57), mostram como usar o modelo.

Finalmente o que hd melhor para fazer com os infinitésimos é arquivd-los, junto com
outras mumias sagradas, que devem descancar em paz nas salas respeitdveis dos museus,
com o devido registro que muito fizeram para a nossa compreensao atual dos conceitos.

No caso bivariado ou multi-variado, trogque-se reta por plano ou hiperplano. O plano
tangente ao grdfico de uma func¢do bivariada é wm plano que tem o mesmo coeficiente angular
multiplo que a func¢do tiver no ponto de tangéncia. A linguagem geométrica se esgota com
a dimensdo trés. Variedade € a palavra que nomeia os entes geométricos que precisamos em
dimensao maior do que trés. Assim as retas sao variedades de dimensdo 1, os planos sdo
variedades de dimensao 2, etc. ..

Uma fungao diferencidvel

R"S>uLwcrm (2.58)
terd uma variedade de dimensao n x m — 1 que é tangente ao seu grdfico em cada um dos
pontos em que ela for diferencidvel, em que n,m sdo as dimensées dos espagos de saida e
chegada.

Observe a dimensio da variedade tangente: n x m — 1, ela é maior variedade linear
prépria contida no espago R™ x R™ e se chama por isto wm hiperplano.

Os hiperplanos sao , assim, os sub-espacos mdzimais préprios de um espaco de dimensdao
n. Neste contexto os hiperplanos sao os espacos de dimensao n — 1.

Assim,

e 0s pontos sao os hiperplanos das retas;

e as retas sdo os hiperplanos dos planos;

e 0s planos sdo os hiperplanos dos espagos tridimensionais;

o um subespago tridimensional é wm hiperplano de um espago de dimensao quatro;
e um subespago de dimensdo n — 1 € wm hiperplano de um espago de dimensao n.
Variedade é um sinénimo de objeto geométrico do espago,

e um ponto € uma variedade de dimensao zero;

e uma reta € uma variedade linear de dimensao 1;

e wuma curva é uma variedade de dimensdo 1, e pode ser uma reta. Se quisermos salientar
que nao € uma reta, diremos que € uma variedade nao linear de dimensao 1;

e o circulo unitdrio € uma variedade nao linear de dimensao 1;

e um plano é uma variedade linear de dimensao 2;



e wma superficie é uma variedade de dimensao 2 que pode ser linear ou nao linear;
e a fronteira de uma esfera é uma variedade de dimensdo 2 ndo linear;
e a esfera com o seu interior € uma variedade de dimensdo 3 nao linear;

e 0 espaco tridimensional é uma variedade linear de dimensao 3, uma sub variedade
linear do espago de dimensao quatro;

O conteido do exemplo anterior consiste em mostrar que as matrizes se mul-
tiplicam de forma semelhante como se multiplicam os niimeros e a consequente
comparagao entre o diferencial nos casos univariado e multivariado:

um “produto de niimeros comuns” (2.59
df = f'(a)dz (2.60

caso de func¢ao univariada ; (2.61

ou o “produto matricial” (2.62

df = J(f)dx (2.63

caso de funcao multivariada (2.64

Podemos unificar a notagao , em ambos os casos podemos escrever:
df = f'(a)dx (2.65)

que passara a representar o diferencial de uma fungao em qualquer caso e apenas
langaremos méo de J(f) se o contexto for ambiguo!.

Usamos este exemplo do Célculo para mostrar que tem sentido a multi-
plicagdo de matrizes. O préximo exemplo pode também ser descrito com as
palavras do Célculo e nés o faremos em seguida.

Métodos numéricos e equacgoes diferenciais ordinarias Lista 01

Derivada, plano tangente, aprox. linear tarcisio@member.ams.org
T. Praciano-Pereira Dep. de Matematica
alun@:

Univ. Estadual Vale do Acarai 27 de maio de 2007

Por favor, prenda esta folha de rosto na sua solugao desta lista,
deixando-a em branco. Ela serd usada na corregao.

LA notagdo J(f) tem o defeito de ndo indicar que as derivadas se calculam num ponto como na
notacio f'(a).

Exercicios 4 Derivada, plano tangente, aproz. linear objetivo: Conduzir @
alun@ a dominar gradientes, jacobianas, planos tangentes e mudangas de va
campo vetorial, grdficos com apoio computacional.

palavras chave: jacobiana, gradiente, derivadas parciais, variedades linea-
res tangentes, produto escalar, campo vetorial.

1. Verifique que a equagdo de uma reta que passa na origem, no plano, se
expressa como o produto escalar de um vetor (A, B) por um vetor posi¢do
(z,y) arbitrdrio da reta. Faga um grdfico e interprete geometricamente o
significado do vetor (A, B).

2. Ganhe agilidade, escolha 100% vetores no plano e escreva as equagies de
retas perpendiculares a estes vetores expressando-as sempre no formato
indicado a sequir. Em cada caso escolha wm ponto no plano por onde a
reta passa (observe a seqgunda equagdo abaizo)

o y=f(z)+c=ma+c
o y=b+m(xr—a)

Teste sua solu¢do usando gnuplot com a equagio no formato da primeira
equagao acima.

3. Se uma reta nao passar pela origem, ainda assim ela € paralela a uma outra
reta que passa pela origem (supondo vdlido o 5°postulado...). Deduza que
a equagao geral da reta no plano € da forma

< (A, B),(z,y) >=-C=Axz+By+C=0
4. Qual é o lugar geométrico dos pontos (z,y,z) do espaco R* tal que <

(A, B,C), (z,y,z) >= 0?7 Deduza disto qual é o lugar geométrico dos pon-
tos do (w,y,2) do R® tal que

Az +By+Cz+ D =0.

5. Sabemos que uma equagdio S(z,y,z) = 0 ndo se altera se for multiplicada
por um nimero diferente de zero. Multiplique

Az + By+Cz+ D =0.

por um nuimero conveniente de modo que o vetor perpendicular ao plano
na equagdo seja unitdrio. Comparando com a equagdo do plano paralelo
que passa na origem, deduza qual a distacia do plano

Ax +By+Cz+ D =0.

para a origem. Escreva suas conclusoes no formato “Teorema e demons-
tragao”.

2a0 sentir que ji domina o assunto pode parar antes da centésima



10.

11.

12.

. As questoes anteriores mostram que nao podemos ter uma forma simples

para a equagdo da reta em dimensdo maior que 2. A saida para sim-
plificar as equagoes de variedades de dimensao 1 no espago de dimensao
maior ou igual a 3 consiste em usar equagdes paramé tricas. Encontre as
equagoes paramétricas da reta paralela ao vetor (1,—1,3) que passe pelo
ponto (2,2,2).

. Escolha 100° vetores no espaco junto com 100 outras condicies e escreva,

em cada caso, as equagoes paramétricas das retas determinadas por estes
100 pares de condigoes.

. Escreva a equagao geral (as equagdes parametricas gerais) de uma reta,

especifique os dados iniciais corretamente. Redija no formato “Teorema e
demonstragao”.

. As equagoes

zp = fr(t); ke{l,---,n}; telab (2.66)

em que fr € uma fungdo diferencidvel para cada valor do indice k, sao as
equagoes paramétricas de uma curva no R, parametrizadas no intervalo
[a,b]. Calcule a expressao do vetor tangente & esta curva no ponto

ap = fr(to) ; k€ {l,---,n} (2.67)
dado tg € [a,b].

sentido positivo € o anti-hordrio Encontre equagoes paramétricas do circulo

trigonometrico, e derivando mostre que o sentido natural de percurso € o
anti-hordrio.

Encontre a equagao do plano tangente ao grifico da fungdo
2= f(z,y) =2 + 32y +4° (2.68)
no ponto (2,3,49)

Escolha 100 fungoes, para cada uma delas calcule um ponto no grdfico
e determine a equacgao do plano tangente em cada caso, mas pode parar
antes da centésima se tiver certeza de que entendeu todo o processo.

. Considere a curva plana

v =(2(t),y(t) = (3,4 = 2t) ; t € [-3,3] (2.69)
e a superficie
graf(f) i flay) = a® +4°

Encontre o vetor tangente a imagem de ~ sobre a superficie correspondente
ao valor to = 2 € [—3,3] do pardmetro.

3depois que tiver certeza que entendeu pode para antes da centésima, mas nio se engane.

14. Para cada uma das fungoes definidas abaizo, calcule as equagoes paramétricas

da imagem da curva
7= (@(t),y(t) = (3,4 = 2t) 5 t € [-3,3] (2.70)
sobre a superficie graf(f)

a)f (w,y) = &® = 2zy + 7 0)f (w,y) = 2 — ¢ (2.71)

. campo vetorial tangente a uma curva Considere a curva plana

5 = (a(t), y(t)) = (teos(t), tsen(®) 5 t€ [0,21]  (2.72)

e a superficie

graf(f) ; f(w,y) = 2* +y°
Encontre os vetores tangentes a imagem desta curva na superficie graf(f)
com f(x,y) = x> + y? para os valores do parametro iniciando em to = 0
até t,, = 2w com passo 0.2 e obtenha o grdfico com gnuplot deste campo
vetorial. Objetivo: ver a sugestao da imagem da curva na superficie que
se encontra na figura (2.3) pdgina 42, mas, feito com gnuplot, vocé terd

ey

Figura 2.3: Campo vetorial - aproximagao de curva

a chance de rodar o grdfico usando o ratinho.

Exemplo 8 Dependéncia linear.

Uma indistria depende de quatro itens bdsicos na composicao de seu produto

final e descreve com 3 fungoes o seu custo de produgao :

Cy(z1, ..., x4) = custo de insumos
C= Cy(x1, ..., xq) = custo de produgdo (2.73)
C3(x1,...,x4) = custo de distribui¢ao



Estas fungoes nao existem na pratica, pelo menos nao sob forma de uma
equagao algébrica, mas sob forma de um processo estatistico, ou planilha de
cdlculo, que cuidadosamente levado em dia, permite que a empresa determine
as flutuagoes * de mercado dos precos dos produtos assim como as flutuagoes
dos custos de producao e de distribuicao :

tazas, parciais, de variagao de custo dos insumos/produto : (2.74)
(a11 a1z aiz aia), (2.75)

tazas, parciais, de variagao de custo de produgdo /produto : (2.76)
(az1 az2 az azs),  (2.77)

tazas, parciais, de variagio de custo de distribui¢do /produto : (2.78)
(as1 asz ass asa), (2.79)

Estas tazas de varia¢ao sao colhidas na unidade minima de tempo que seja
natural para o planejamento da empresa, digamos, diariamente, numa economia
de inflagao alta, ou mensalmente numa economia de inflagio reduzida. Assim,
a matriz

aCy aCy aCy ACy

gt %8 be be b

— _ 2 b > 2
.A = asy a2 az3 a24 = gé) g(,? g(,? g&‘ (280)

azy  az2 a3z a3q 9 ore  Ory  Ons

descrita acima linha por linha, representa o coeficiente angular multiplo no
instante em que foi colhida: dia ou mes.

Mas especificamente,

oC,

Jry
€ a taza de varia¢ao da fungdo Cy, custo dos insumos relativamente ao produto
x1. Identicamente

301

Jxo
€ a taza de variag¢io da fungdo Cy, custo dos insumos relativamente ao produto
To, € assim sucessivamente.

Suponha agora que ass = 0 significando que o item 3 na composi¢ao dos pro-
dutos da empresa estd com sua taza de varia¢ao de custos estabilizda: nao cresce
nem decresce. Nao necessdariamente isto implica que azs = 0 porque o custo de
produgdo nao reflete e nem precisa ser refletido diretamente pelo custo de dis-
tribui¢ao . Uma melhoria nos transportes e outros aspectos de infra-estrutura
podem tornar mais barata a distribui¢cao e ao mesmo tempo um aumento de
preco do item 3 vai acarretar que asz # 0

Mostramos assim com um exemplo que as linhas da matriz 3 x 4 A acima
sao independentes. Por defini¢ao , duas linhas de uma matriz, ou dois vetores

Heia: “taxas de variagio ”

quaisquer, sao linearmente dependentes se um for mailtiplo do outro. Entao,
se forem dependentes uma mesma coordenada ndao pode ser num deles zero en-
quanto que no outro € diferente de zero. A defini¢ao de dependéncia linear nao
fica tao simples para um conjunto com mais de dois vetores.

Exemplo 9 Diferencial e aproximagao .
Consideremos, de acordo com o exemplo anterior, a matriz

ajiyp a2 a3z a4
A= | an ax» a3 ax (2.81)
azy as2 a3z A3q

representando as variagoes dos custos da indistria. Se a func¢ao
C = (C1,05,03)" (2.82)

for a fungdo de custos desta empresa, entio A representa a matriz de variagao
de custos entao o produto das matrizes 3 x 4, de variacao dos custos com o a
matriz 4 x 1, de variacao do tempo resulta na matrizd 3 x 1 que é o vetor
da variagao de custos da producao da industria, dC':

d.’l,‘]

ajl a2 aiz Qg dy

.A sdr = az1 Q22 (a23 A24 . Ziz = d2 =d (2.83)
az1  Gz2 a3z a3q d IZ ds
= C'(a) - dx = dC (2.84)

Uma outra forma de ver o produto de matrizes é como fung¢do linear, neste
caso d € a imagem de dx por uma fun¢ao cuja equagio € um produto pela matriz
A=C"(a).

Vimos assim surgir o mesmo exemplo de dois modos diferentes os dois ezem-

plos representam a mesma situa¢ao em que C: R* — R3? € fungdo

que modela o custo da economia em que se encontra inserida a empresa em
questao cujo universo economico se reduz a quatro varidveis neste exemplo. Em
geral um problema econdmico tem muito mais varidveis do que essas que aca-
bamos de expor. O exemplo serve em sua simplicidade para ilustrar o produto
de matrizes, mostrando que elas sio um novo tipo de nimero, um ni mero que
contém miltiplas informagoes a um sé tempo: wm multi-nimero.

A (eq. 2.84) é uma expressao Matemd tica que na prdtica raramente pode
ser usada porque C'(a) representa wma derivagao exata obtida com um cdlculo
de limites. A expressio que se vai usar na prdtica serd:

Az d
ai; a2 a1z Q4 Ay 1
.A cdr = a1 Qg2 (a23 a2q . AI;; = dz =d (285)
agy  asz2 a3z A34 Az, ds

=C'(a) - Ax = AC (2.86)



Nesta dltima se deiza claro, com as expressoes Ax;, Ax.AC que se tem
cdlculos aprozimadas e nao formais.

Observagao 6 Aprozimagao diferencial e modelagem.

Uma das li¢coes que podemos tirar do presente exemplo € que a existéncia de
uma fungao , como a fungao de custos C, nao se dd diretamente atravéz de uma
equagao mas sim tudo o que temos é sua aproximagao diferencial:

C(z) = C(a) + C'(a)Ax (2.87)

a partir do valor contabilizado de custos no ponto a e com as informgoes es-
tatisticas que chegam indicando as distintas tazas de variacao J(C) = C'(a) é
possivel determinar-se o custo previsivel na varia¢ao de tempo correspondente
as tazas de variagao dos insumos “dx”. O cronométro de uma empresa €, com
frequéncia, o controle de estoques. . . E ainda interessante observar que a palavra
“aproximagcao "estd sendo usada num sentido histérico e folcldrico: nao existe
nenhuma fung¢ao C para ser aprozimada. A aproximagao diferencial € tudo que
se sabe sobre a fun¢io C, na prdtica € a funcao .

A aprozimagao diferencial representa, desta forma wma modelagem da rea-
lidade a partir de dados obtidos estatiscamente.

Este exemplo também mostra que a regra bésica para fazer produto de ma-
trizes é que a dimensao intermedidria entre elas coincida, no presente caso o 4.
Podemos multiplicar uma matriz de ordem m x n por outra de ordem n x q
nao interessando o valor de m e de q.

Exemplo 10 O esquema da ordem das matrizes na multiplicagao .
Ay x mBm o x q 7 Ubn x ¢
em que os indices se encontram indicados em cada matriz.

H4 mais alguma coisa que podemos explorar no exemplo acima: que signifi-
caria se os coeficientes que formam a linha 3 fossem dependentes dos coeficientes
que formam a linha 2, proporcionais queremos dizer, neste caso. Seria initil e
consequentemente representaria ter um custo superior ao necessario, manté-los
no processo pois a terceira coordenada do vetor de variagio de custos seria
proporcional asegunda coordenada e portanto poderia ser obtido a partir da se-
gunda por simples multiplica¢do . A matriz dtima para esta analise econdmica,
neste caso seria 2 x 4 eliminando-se uma linha de todas as matrizes.

Se uma matriz tiver linhas que dependam linearmente de outras, o pro-
blema pode ser simplificado eliminando-se as linhas linearmente dependen
nao todas, obviamente, de modo que as restantes formem um conjunto de I
nhas linearmente independentes.

Observagao 7 Dependéncia linear e otimizagdo .

A palavra chave aqui € otimizagao , se oti. o controle
dependentes da matriz que contém os dados do processo industrial.

Se uma matriz tiver linhas que dependam linearmente uma das outras, o problema pode
ser simplificado eliminando-se as linhas linearmente dependentes menos uma, que passa a
representar as outras.

Voltaremos mais a frente a discutir este conceito de dependéncia linear.

limy; lo linhas linearmente

Observagao 8 O que se conhece de uma fungio ?

Uma pergunta poderia ser feita: porque colocamos énfase em f'(a) e ndo em f(a)? O
exemplo industrial anterior em certa forma responde a esta questao. Em geral nao conhe-
cemos f mas sim alguns de seus valores, digamos, numa cole¢io de nés (aa)a. E realistico
acrescentar a hipdtese de que também podemos medir os valores de f numa familia (aq,3)s
na vizinhanga de cada mega-né ao de modo que podemos calcular f'(aa) aprozimadamente
usando, o “levantamento” de dados, f(an,p)g. Aqui o, 3 sao multi-indices, sendo o o multi-
indice que caracteriza os nds principais da rede e 3 caracterizam os nds finos na vizinhan¢a
de cada né aq. Para diferencid-los chamamos estes diferentes nds de mega-nés ou micro-nés.

Observe que a linguagem estd apenas aparentemente mais complexa que a usada no
Cdlculo univariado, porque agora estamos tratando de problemas multi-dimensionais, agora
também os indices tem que ter mais coordenadas, em principio o nimero de coordenadas das
varidveis do problema.

2.2 Diferenciabilidade

Derivada.
A defini¢do univariada de derivada diz que f tem derivada no ponto ¢ € (A, B) se e somente

se o limite
L fletAz) = f(o)
m —
0 Az
existir e neste caso o valor do limite é derivada:
o et A) — ()
Axr=0 Az

= f'(0).
Uma forma equivalente de chegar a este resultado é descrever o limite como

b — DN — (e 1
i JeTAD) — @) —f@A _
Az=0 Az
que é a expressao da Férmula de Taylor no caso univariado com n =1
fle+Az) = f(e) + f'(c)Ax

colocada dentro do limite do quociente significando com isto que a maneira como f(c+ Az)
se aproxima de f(c) 4+ f/(c)Az é mais “forte” do que a maneira como Az se aproxima de
zero. Usaremos esta expressao para definir diferenciabilidade de funges multivariadas.

Vamos inverter o método da discussao feita na se¢ao anterior.
Considere agora uma funcao

w-LRr

definida numa regiao W do plano, ver a figura (fig. 1.2), pagina 15. Conside-
rando um ponto P € W, hd mutiplas formas de se considerar a variagdo em
volta de P, na (fig. 1.2) isto se encontra ilustrado com vérias retas passando
por P dentro de W. Consequentemente ha vérias formas de se calcular a “taxa
de variacao ” no ponto P.

Exemplo 11 Tazas de variagio na encosta de wm morro

Uma situacao semelhante a esta vocé pode encontrar na encosta de um morro
que vocé estiver escalando. Hd sempre uma dire¢ao na qual a subida é mais
ingreme que também corresponde adescida mais violenta. Quando vocé quiser



subir ou descer o morro, deverd evitar esta dire¢ao e tomar outra ao longo da
qual a declividade € menor.

Também existe uma direcao de declividade zero que vocé poderd tomar du-
rante alguns instantes para descancar... mas nao adiantard ficar nesta dire¢ao
muito tempo, se vocé quiser subir ou descer.

Vamos ver que existe um modo padrao de enfrentar esta indefinigao .

Se usarmos a idéia discutida na segao anterior, vamos definir uma fungao
diferencidvel como sendo aquela que tem plano tangente em todos os pontos do
gréfico como se pode fazer no caso univariado usando reta em vez de plano:

Definicao 4 Funcao bivariada diferencidavel
Uma fungao
w-LR;wcR?
se diz diferencidvel se em cada ponto (x,y, f(x,y)) de seu grdfico houver um
plano tangente.

Como a equacdo de um plano contido em R? é da forma
z—c=A(x —a) + B(z —b)

e neste caso o plano passa no ponto (a, b, ¢), vemos que uma condigao necessaria
para diferenciabilidade é que a equacgao do plano tangente seja

z— f(a,b) = A(x —a) + B(x —b) ;(a,b) € W.
Os nimeros A, B sao as taxas de variagao da fungao linear
L(z,y) = A(x —a) + B(x — b) + ¢

quer dizer, que se considerarmos fixa uma das varidveis teremos uma fungao
univariada e podemos calcular a derivada ordinaria desta fungao relativamente
a varidvel livre:

dL((i—’”) = A; deixando y fixo; (2.88)
%’;") = B ; deixando x fixo; (2.89)
Uma notacao resume isto:
OL(x,
OLlzy) _ 4 (2.90)
AL (x,
% =B (2.91)

o simbolo “9” significa que apenas uma das varidveis estd sendo considerada no
calculo da taxa de variacdo, indicada no “denominador”.

Vemos assim que uma outra condigdo ¢ necessdria, para que f tenha um
plano tangente no ponto (a,b, f(a,b)) serd preciso que suas taxas de variagao
parciais

of of

dz Oy

coincidam com os nimeros A, B da equacao do plano tangente e portanto a
equagao do plano tangente, se existir, sera:

z— f(a,b) = g—i(:p —a)+ g—;(a: —b) ;(a,b) e W.
0 modo de cdlcular as derivadas 2L, 2L 6 exatamente o ja sugerido anterior-

dx Dy
mente, considerando-se uma nova funcao apenas de uma varidvel, considerando
a outra fixa, e calculando-se a derivada ordinaria desta nova fungao.
Exercicios 5 Derivag¢ao parcial

- N
1. Escreva na forma vetorial® a equag¢io da reta que passa nos pontos

P =(1,2.3),P = (4,3,2).

2. Encontre a equagdo do plano que passa no ponto (1,1,1) e é paralelo ao
plano XOY.

8. Encontre a equagdo do plano que passa pelos pontos (1,1,1),(1,2,3), (3, -2, 3).

4. Determine a equagdo do plano tangente ao grdfico da fungio f(x,y) =
%yé no ponto (a,b, f(a,b)) para:
(a) (a,0) = (1,1).
() (a,b) = (0,b) ; b#0.
(¢c) (a,b) = (a,0) ; a#0.

5. Calcule as derivadas parciais das fungoes abaizo:

a) h(z,y) = yco.f{;#»:i) b)h(z,y) = (z+§;7:¢(>:(a2+1)
¢) h(z,y) = L)

y(z+3)
e) h(z,y) =¢e" (y+3)(z+1)
9) hip,0) = 22

sen .'1?2
i) hiz,y) = 52

22 4y?
k) h(z,y) = {2l
m) hz,y) = o)
0) h(s,t) = ﬁ

It

d) h(z,y) = (.,,Q)lw

f) h(z,y) = ysen(z)ln(z + 3)
h) h(z.y) =

. o v (z—2)

) M.Y) = G ey

1) Mz, y) = ﬁ

7) ha,y) = £

n
h(a,b) = 3 beke
k=0

6. Descreva o dominio das fungoes definidas na questio anterior.

50 ponto (z,y,z) da reta é miltiplo de um vetor dado.



Todos os teoremas do Calculo univariado se aplicam aqui no que diz respeito
a existéncia das derivadas parciais, assim como as regras operatdrias e derivagao.

Uma tnica diferenga vai fazer com a teoria fique um pouco mais complexa.
Enquanto que no Calculo univariado a existéncia da reta tangente ja dizia tudo,
agora a existéncia das derivadas parciais é apenas uma condigao necessaria para
a diferenciabilidade.

Vamos tirar da prépria definicaio a condigao necessdria e suficiente. Ela
diz que uma fungao é diferencidvel se tiver um plano tangente em cada um
dos pontos (a,b, f(a,b)) de seu grafico. Tudo que precisamos ¢ “algebrisar” a
expressao geométrica “tangente”.

Se compararmos com o caso univariado, isto significava que o limite

. flz+Ax) — f(x)
Al.}r,rgo Az

2. Como agora temos dois a imos,Ax, Ay, ficamos impossibilitadaos
de diretamente escrever a generalizacao usando a divisao, mas podemos dividir
pelo médulo do vetor (Az, Ay) e escrever uma condicao suficiente semelhante
ado caso univariado:

If (@) = fla,b) = Gz —a) = Gy — )] _

0
(A, Ay)|=0 [(Az, Ay)|

Se este limite existir, for zero, entao f é diferencidvel no ponto (a,b) € W e sua
derivada neste ponto é o plano tangente, sendo os niimeros

af of

Oz’ dy

suas derivadas parciais neste ponto.
Isto é um teorema:

2 Diferenciabilidade de fungoes bivariadas

Sew L R estiver definida em todos os pontos de W e em cada ponto
(a,b) € W se tiver

o M@y -fab)-ge-a-Fe-bl_
I(az,Ag)|=0 [(Az, Ay)| -

se e somente se o plano
_ e Y,
= flah) = e —a) + 5l —b)

for tangente ao grdfico de f no ponto (a,b, f(a,b)). :

Antes de diretamente prosseguir fazendo a demonstrac¢ao, vamos fazer alguns comentdrios.

Uma das condi¢ées que nao fica diretamente visivel a partir do teorema é que para que f seja
diferencidvel € preciso poder calcular o quociente acima considerando um vetor (Az,Ay)

a volta do ponto (a,b) € W. Consequentemente se W tiver uma fronteira, nio poderemos
calcular derivadas na fronteira usando aquela expressio a ndo ser que anexemos a condi¢do

(a+ Az, b+ Ay) e W,

que equivale, no caso univariado, as derivadas laterais. Para evitar esta complicagdo o teo-

rema em geral é enunciado com a hipdtese “VV € aberto”. Vamos prosseguir com a demons-

tragao usando esta hipdtese para evitar os detalhes do que se possa passar sobre a fronteira.
( = ) Entdo, por hipdtese, em cada ponto (a,b) € W vale

o M@w-Sa@b)-Ge-a-Fu-ul_
[(Az,Ay)]=0 [(Az, Ay)] B

Como numerador e denominador tem limite 0 entdo esta condi¢cdo indica que o zero do
numerador € de ordem menor do que o zero do denominador que é uma expressao quadrdtica
isto quer dizer que o plano

af

f(a,b) -

of
(x—a) = —=(y—b)
T Ay
e o grdfico de z = f(z,y) tem um grau de aprozimagdo superior ao de uma fungdo quadrdtica,
isto € o que caracteriza uma tangéncia, portanto o plano

J 9,
fan) - Lo -FLu-n

€ tangente ao grdfico de f e pela definicao de derivada f € diferencidvel em todos os pontos
do interior de W.
(< ) Reciprocamente, se o plano

fan) - Lo - Ly

for tangente ao grdfico, por defini¢io de tangéncia se tem o limite

. If(@y) = fla,b) = S (@ —a) - Ly - b)|
11
[(Az,Ay)|=0 [(Az, Ay)]

O teorema se generaliza imediatamente para um niimero qualquer de varidveis
com alguma dificuldade notacional.

A expressao de diferenciabilidade em duas ou mais varidveis é qualitativa-
mente superior a defini¢io univariada. Para comegar observe que usamos dire-
tamente a expressao da férmula de Taylor do primeiro grau. No caso univariado,
compare, isto é desnecessario, mas pode ser feito, a diferenca se encontra em
que agora as expressoes sao vetoriais o que nos for¢ou a correr para uma ex-
pressao mais profunda que se encontra escondida no caso univariado onde tudo
é niimero.

Se analisarmos com mais profundidade o teorema 2, vemos que ele afirma
que o grafico da fungao f se assemelha fortemente ao plano tangente no ponto
de tangéncia (a, b, f(a,b)) que é, afinal de contas o motivo central da férmula
de Taylor.. Isto nos indica que o estudo dos gréficos das fungoes multivariadas
se encontra intimamente ligado ao estudo das transformagoes lineares que foi o
nosso objetivo inicial neste capitulo. Justifica-se assim bem o esforgo que fizemos
em entender as transformagoes lineares como instrumento para compreender as
superficies.



Observagao 9 A verdadeira natureza da derivada

No cdlculo univariado a derivada € “falsamente” um nimero, somente no cdlculo multi-
variado € que vamos encontrar a verdadeira natureza da derivada, uma matriz. Esta matriz
se chama Jacobiana, quer dizer, quando escrevemos J(f)p queremos dizer f'(P) em que P
é um ponto do dominio da fungdo f.

Na expressio da diferenciabilidade, teorema 2, pdgina 49, aparece a matriz

2L

oz dy
aplicado ao vetor (Az,Ay). Esta € a derivada de f.

Definicao 5 Jacobiana

A matriz formada pelas derivadas parciais, calculadas em um ponto P € W
€ a derivada de f e se chama “Jacobiana de f”.

No caso particular em que f: W — R for uma fun¢io numérica, a J(f) se
chama “gradiente”:

J(f) = grad(f).
Exercicios 6 Derivada, diferencial, gradiente

1. Escreva grad(h) em cada um dos casos abaizo:

€T sen "2

a) h(z,y) = W b)h(z,y) = W
¢) hiz,y) = %(Frg) ) h(z,y) = m
e) h(z,y) = e (y+3)(x+1) [) hlz,y) = ysen(z)in(z + 3)
g) h(p.0) = Twl h) h(z,y) = #&l)
i) h(z,y) = b‘;g‘ﬁ) J) hz,y) = %
k) h(z,y) = [ ) h(z.y) = o

n _ cos*(x) h _ 2?41
m) (L l/) sen?(y) n) (I:U) 7
0) h(s,t) = ‘% h(a,b) = kzo beka

2. Em cada um dos casos abaizo escreva a matriz J(h), indique o dominio e
contra dominio de h e de J(h).

a) hiz,y) = o5 bh(z,y) = (—enz) costa)
Y yeos(z13) 4 (z+3)cos(z+1)’ (z+3)cos(x+1)
1 z

_ (sen(z) cos(y) _
¢) h(z,y) = (y(gj,g)); y(Hyg,)) d) h(z,y) = (m: m)
e) hiz,y) = (e, e”) ) by, z) = (ysen()in(z + 3), zy=)
9) hip,6) = (<250, 220 ) h(a,y) = (. )
sen .'l¢2 .- Yy (x—
i) by, 2) = CHELw,2) ) by, 2) = (5552 79,v2)

k) h(z,y) = (12, 1) ) h,y) = (2hor, 2507)
cos?(z 24

m) h(z,y) = L5 n) hz,y, z) = =
2 2 n ca n

o) h(s,t) = (i &) hla,b) = (32 beke, 32 ack’)

2.3 Operagoes e derivadas

Comegamos por multiplicar matrizes, acima o fizemos com matrizes 3 x 4 e
4 x 1. Falemos agora da soma de matrizes. A soma de matrizes traduz um con-
ceito da fisica: a superposi¢io. Se A= J(f) = f'(a) e B=J(g9) = ¢'(a) e se pu-
dermos somar as duas fungdes f, g enta também poderemos somar f’(a), f'(b). B
um principio do Calculo: se pudermos somar duas fungéoes, poderemos também
somar suas derivadas. Os fisicos chamam esta soma de superposicao signifi-
cando com isto que uma fungao f ressona sobre o comportamento de outra g se
as duas representam fenomenos que atuem simultaneamente: duas forcas atu-
ando sobre um mesmo corpo o aceleram se tiwerem mesma direcao e sentidos
contrdrios podem lhe dar aceleragao zero se tiverem mesmo mddulo. As forgas
se superpuseram, dizem os fisicos, se somaram dizemos os mateméticos. Duas
for¢as sé se podem somar se as suas varidveis forem em mesmo nimero:

ffR"—=R™g:R"—=R™
e obviamente se
fFR">R"g:R">RY; m#£q
na se podem somar nem
fTR"R™g:RI—-R™; n#q.

Como f: R"™ — R™, g: R" — R™ se podem somar, também se podem somar
as suas derivadas calculadas no mesmo ponto a = (a1, - - -, a,) que serd matrizes
m X n porque ambas as fungoes tem nm coeficientes parciais. Dal tiramos a
regra, s6 podemos somar matrizes de mesmas dimensoes.

Outra forma de chegar a mesma conclusao é a consideragao de que as ma-
trizes sao como os vetores, tem coordenadas, e portanto temos que somar as
coordenadas de mesmos indices, entdo elas tem que ter o mesmo formato.

Sé podemos somar matrizes que sejam exatamente da mesma ordem.

O arquivo “pas.zip” contém os arquivo Matrizes.pas onde vocé pode encon-
trar todas as as rotinas necessarias a solucao dos exercicios abaixo.

Exercicio 2 Malrizes, coeficientes angulares.
1. Encontre a equagdo da reta® que passa nos pontos

Py =(1,2,3), P, = (4,3,2).

2. Escreva na forma vetoriall a equacdo da reta que passa nos pontos

Py =(1,2,3), P, = (4,3,2).

6Use a equagdo da reta que passa por um ponto dado (a,b) e tem coeficiente angular m
conhecido, y — b =m(z — a).
7o ponto (z,y,z) da reta é miltiplo de um vetor dado.
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11.

. Encontre a equagdo do plano que passa no ponto (1,1,1) e é paralelo ao

plano XOY.

. Encontre a equagdo do plano que passa pelos pontos (1,1,1),(1,2,3), (3, -2,3).

. Determine a equagao do plano tangente ao grdfico da fungao f(z,y) =

f;fyl: no ponto (a,b, f(a,b)) para:
(a) (a,b) =(1,1).

(b) (a7b> = (Ovb) 3 b#0.

(¢) (a,b) = (a,0) ; a#0.

. Discuta qual pode ser a implicag¢ao entre derivadas parciais nulas e maximo

ou minimo de uma fungdo. Analise o exemplo: f(z,y) = xy no ponto
(z.5) = (0,0).

. Determine onde as derivadas parciais das fungoes abaizo sao nulas. Em

particular, se ambas o forem, analise se a fun¢do tem maximo ou minimo
nestes pontos.

(a) 2= f(z,y) = 57k
() z=h(w,y) = /1—22 =%
(¢) z=gla,y) = 5
(@) = = j(a,y) = 5.

. Calcule as derivadas parciais das fungoes abaizo:

0 (o) = gty bha.y) = G
¢) h(z,y) = 1“;?;7;;)) d) h(z,y) = m

e) h(z,y) =" (y+3)(z +1)

f) Wz, y) = ysen(x)in(z + 3)

9) h(p,0) = <X h) h(w,y) = Garles

i) h(z,y) = ) i) bz, y) = W
k) h(z,y) “I} 1) hz,y) = Ihryg

m) hz,y) = 2o n) hiz,y) = £4L

0) h(s,t) = ‘L h(a,b) = E be‘”“

. Descreva o dominio das fungoes definidas na questao anterior.

. Escreva, ou use, um programa que receba pelo teclado matrizes e as mul-

tiplique na ordem em que foram dadas.

Modifique o programa anterior para, pequntando ao usudrio a ordem dos
fatores, multiplique as matrizes na ordem indicada.

12.

1.
15.

16.

17.

18.

19.

Construa um exemplo de matrizes A, B tal que A-B # B- A

. Inclua no seu programa a possibilidade de somar duas matrizes com um

alarme no caso de as matrizes serem incompativeis para soma. No caso de
incompatibilidade o programa deve perguntar ao usudrio se as deve somar
assim mesmo e enta completar linhas ou colunas com zeros de modo a
poder efetuar a soma.

Faga seu programa calcular a J(f) usando derwadas aprozimadas.

Pesquise e descreva caso real de aplica¢ao de matrizes em sua drea de
formagao a semelhanc¢a do exemplo industrial apresentado no texto. Faca
um pequeno projeto de simulagdo industrial usando matrizes como J(f)
em que [ é uma amostragem de dados do processo industrial.

Construa um exemplo em que a matriz J(f) representa a taza de lucro
dos distintos produtos. O vetor a representa a taza de venda dos produtos.
Defina um teto de lucro aceitdvel e a partir deste teto verifique que
depende do valor de a;, mostre como.

dx;

cdleulo de derivadas: Calcule a derivada J(f) das fungoes abaizo indi-
cando onde a derivada existe.

(a) f(z,y,z) = xsen(zy) + ysen(yz) + zsen(xy)

() f(z,y,2) = 5572

(¢) F(@,y,2) = (sen(@)cos(y), zsen(y), acos(2))

(d) f(z,y,2) = In(a® +y° + 2%)

(e) f(z,y,2) = (zin(z), yln(y), zIn(z))

(1) fay) = 22

22—y

(9) f(z,y) = zu;z

() fla,y) = (s, 5210)
extremos, condigio: Mostre que num ponto de mdzimo, (ou de minimo)
de uma fung¢do multi-variada as suas derivadas parciais todas tem que

se anular e consequentmente a sua deriada J(f) = 0. De wm exemplo
mostrando que reci proca € falsa.

curva_de nivel: Se F: Q C R? — R, se definem os subconjuntos de §
curva de nively, = {(z,y) € Q ; F(z,y) = k;k € R}
8 Encontre as curvas de nivel indicado:

(a) F(z,y) =2 +y*; k€{0,0.5,1,2}

Seste nome vem dos mapas dos topégrafos que indicam assim os diferentes niveis dos

terrenos.



(b) F(z,y)=2*—y>; ke {-1,-05,0,0.5,1,2}
(¢) Flz,y)=(x—3)*+ (y+4)*; ke {-1,-0.5,0,0.5,1,2}
(d) F(x,y) = (r—3)% - (y+4)%; ke {-1,-0.5,0,0.5,1,2}
(e) F(z,y)=(x—a)®>+(y—0)%; ke {-1,-05,0,05,1,2}
(f) * F(,y) =5(x—2)> +3(y — 1)*; k € {~1,-0.5,0,0.5,1,2}
(g9) F(x,y) =5(x —2)? + 22y —3(y — 1)? ; k€ {-1,-0.5,0,0.5,1,2}
(h) F(z,y) =y ; ke {-1,-0.5,0,0.5,1,2}
(i) * F(z,y) =3(x — 1)? + 22y — 2(y + 1) ; k€ {0,0.5}
20. reta tangente a curva de nivel. Para cada fun¢do do item anterior, en-

contre um ponto (a,b) sobre a cuurva de nivel, calcule a equagdo da reta
tangente & curva no ponto (a,b) e faca os grificos correspondentes.

21. gradiente: Se chama graf(f) a jacobiana J(f) quando f:Q C R" — R?.
Verifique que grad(f).p), o gradiente de f calculado no ponto (a,b), ¢
um vetor. Mostre que grad(f)ap) € um vetor perpendicular a curva de
nivel que passa no ponto (a,b). Conclua que o grad(f) aponta na direg¢do
de créscimento, (ou decréscimento) mdzimo de f a partir do ponto (a,b).

22. *Desigualdade de Cauchy-Buniakowski-Schwarz: Prove que dados dois ve-
tores z,y € R" vale

[ <zy>[ <yl

23. passo da montanha. Considere um ponto a€ R™ no dominio de uma
fungdo f. Mostre que se grad(f)(a) =0 ¢ f for a “equagio de uma mon-
tanha”, entdo, vocé se encontra:

e num pico da montanha
e no fundo de um vale da regido montanhosa.

e num passo da montanha.

2.4 A férmula de Taylor

Convém lembrar aqui a férmula de Taylor em seu caso mais simples que é
f@) = f(a) + f'(a)(z —a) = f(a) + f'(a)Ax (2.92)

em que f é uma fungao vetorial e portanto f’(a) é uma matriz jacobiana nao
trivial’?, (ndo é um nimero comum). A férmula 2.92 pode ser escrita com outro
aspecto.

9,
10

em suma, grad(f) é um nome para a jacobiana que tem uma unica linha.
a expressao ¢ exatamente a mesma do caso univariado, é uma vantagem da notacao
matricial.

Vamos supor que f : R* — R entdo se calcularmos f(a) no ponto (ay, -, as)
teremos uma matriz linha com 4 entradas formadas pelas 4 derivadas parciais

1 de f:
=L 2L oL o
B 8171 ’ 812" 6303’ 3I4

Usando esta notacao podemos re-escrever a féormula:

2.92f(z) =~ f(a) + f'(a)dx = (2.93)
1 —ay
e 2508 08 0f | o |
f(a) = f(a) + (01_1, By 0oy Oy | ws—as | = (2.94)
Ty —aq
dxy
a2 08 o or | |
=fa+ <6.T1 T Oxy’ Oxz’ Oy’ | dus | (2.95)
dxy
af af af of
fla)+ Edll + BT?ngQ + %dm + Edm (2.96)

em que vemos a matriz atuando como um dispositivo operatorio na defini¢ao
de uma fungao, (uma nova fungdo que é uma aprozimagdo de f). Observe que
esta esta expressa é semelhante a expressa de uma fungao do primeiro grau:

flx)=b+ax ; =zabeR

na nova férmula 2.96 a matriz estd fazendo o papel de niimero multiplicando a
matriz coluna dx e como sa matrizes de ordens 1 x 4e4 x 1 oresultado desta
multiplicagdo é um nimero real. Vemos desta forma que as matrizes servem para
definir nos espagos vetoriais, funcoes semelhantes as fungdes do primeiro grau:

flz) =b+ Az ;

b um numero ;

2z uma matrizn x 1; Amatrizl x n;

Ha vérias combinages possiveis de dimensa na construgao de tais fungoes.

Acima chamamos x de matriz quando o habitual é chamar de vetor. Veja mais
o seguinte exemplo:

flz)=B+ Az ; B, A,z matrizes: 1 x p,1 x n,n x p.

Se costuma chamar fungdes do primeiro grau de lineares, na verdade deve-
riam ser chamadas de lineares afins. Sa lineares aquelas com o termo constante
b ou B nulo:

f(z)=Az ; A,z matrizes: 1 x n,n x p.

1A notagio de derivadas parciais ndo deixa ver que as derivadas estio sendo calculadas no
ponto a, isto causa dificuldade para o entendimento.



definidas por uma simples multiplicagdo. Nestas valem as propriedas de linea-
ridade:

Definigao 6 Transformacoes lineares. Se f for wma transformagao linear enta
1o fle+y) = f@)+ ) ;
2. 1) = M(@) -

Os termos “transformagoes lineares’e “funcoes lineares’sa sindonimos, mas héa
quem dé um significado geométrico ao primeiro.

Observagao 10 Diferencial, derivacio implicita. Uma série mitos e mal entendidos
persistem em torno dos simbolos Az,dx. Nao € fdcil corrigir esta situagao sem um inves-
timento grande em abstracdo e estruturas matemdticas, mas vamos disculir um pouco o
assunto. O mito central gira em torno do conceito de infinitesimal que atravessou a histéria
do Cdlculo sem uma defini¢ao adequada, se € que uma tal defini¢io poderia ser apresentada.
Uma forma de entender o seu significado é a ordem de grandeza de que voltaremos a falar
mais adiante. O simbolo A significa apenas diferenga, por exemplo:

Af = f(z+ Az) = f(z) = f(z + h) = f(2).

Claro, a derivada significa o limite de quocientes de diferengas:

Af
TN
f(x) = l;cm0 -—

e Leibniz inventou uma notagdo fenomenal e ao mesmo tempo pronta para criar confusées:

a _ . Af
— = a) = lim —
dz f@ Az=0 Az
mas dx,df nao existem... “Limites” se calculam sempre indiretamente sem que possamos

usar regras operatorias aritméticas nos componentes da expressao algébrica envolvida, a nao
ser a partir de resultados obtidos indiretamente, como os resultados que temos sobre somas,
produtos e quocientes de limites. Quando escrevemos wma expressio como f(z) = f(a) +
f'(a)dz estamos apenas querendo dizer que f pode ser aprozimada linearmente, por uma
fungdo linear, e que o coefic angular (simples ou mailtiplo) desta fungdo linear é f'(a).
Variedade linear tangente. Podemos usar a deriwagdao implicita como uma técnica
para encontrar wm objeto linear tangente a outro: a reta tangente ao grdfico de uma fungao
univariada, o plano tangente ao grdfico de uma fungao bivariada, o hiper-plano tangente ao
grifico de wma funcao multivariada. O caso da reta € o que acabamos de comentar acima,

dy = f'(a)dz

nos fornece

v— 1@ = f' @@ —a)
a equagio da reta que tem coeficiente angular f'(a) e que passa no ponto (a, f(a)). Com
[frequéncia usamos d para indicar relativamente a que varidvel estamos calculando um li-
mite de quocientes de diferengas. Eo que fazemos quando derivamos implicitamente uma
expressao:

w = f(x1, 22,73, 74); (2.97)
_ of of af of
dw = aTId“” + Edzz + 673‘1“ + 674‘1“ (2.98)
em que os objetos dw,dz1,...,dxs sGo apenas varidveis que por um acidente feliz trazem

nomes parecidos com os das varidveis que usamos para indicar como calcular os valores de f.
Dissemos acidente, € preciso levar a sério esta palavra. Grande parte da construgdo cientifica
€ um produto de acidentes felizes, e, naturalmente, muito esfor¢o intelectual desenvolvido no

escuro. Faz parte deste acidente que podemos escrever, diretamente a partir da equagdo (eq.
2.98) a equagdo do plano tangente a superficie graf(f) :

w = f(z) = fa) + %(m —a1)+ z%fz(“ —az2) + (%fa(ms —a3)+ %(“ —aa)

por simples substituicdo de dx; por x;—a; e dw por f(x)— f(a). Observe que x = (z1,...,x4).
Nesta histéria toda temos ideias geométricas, topologdgicas, algébricas envolvidas e uma lin-
guagem deficiente para tratar de tudo isto. Sdo fatos dificeis e dizer que os fatos sao “dificeis”
ndo deve representar uma carga nem emocional e nem siquer produzir mais mitos. Apenas
deve-se dizer que hd muito coisa envolvida, dificil é o complexo que nao podemos trivializar
em um determinado momento.

Nao hd nada mistico aqui, apenas existe wm aparato formal denso para justificar operagoes
intuitivas simples o que revela um fosso profundo entre a intuicao e a linguagem, apenas isto.

Exercicio 3 Funcoes lineares, Jacobiana.

1. Verifique que as propriedades de linearidade valem tanto para f(x) = ax
em que a,x sa nimeros, como para f(x) = Az em que A,z sa matrizes,
convenientemente definidas para que se possa fazer a multiplicacao.

2. Escreva algumas fungoes lineares usando distintas matrizes no que diz
respeito a dimensa.

3. Calcule a Jacobiana de f nos pontos indicados:

(a) f(z,y,2) = 3zcos(y) + 2ysen(z) — 4zsen(zy) ; (1,—m,m) ;
(b) f(z,y) = sen(zy)exp(—2* —y*) ; (0,0,0) ;
(c) flz.y) = (a® —y* 22y) 5 (0,1);

4. Escreva a aprozimacao linear para cada wma das fungoes anteriores no
ponto indicado. Calcule o valor d f usando sua aprozimagao linear com
um erro de 0.1 em cada coordenada e compare com valor exato em cada
caso.

5. Calcule a soma das derivadas das fungoes f,g:
J(wy) = sen(zy)eap(~a® —y?) ; (0,0,0);
f@y) =

6. aproximagao linear: Escreva a aprorimagdao linear para cada uma das
fungoes anteriores no ponto indicado. Calcule o valor de f usando sua
aprozimagao linear com um erro de 0.1 em cada coordenada e compare
com o valor exato, em cada caso. item™ Observe que o erro indicado na
questao anterior nao corresponde ao erro no valor da fun¢ao que pode ser
maior do que 0.1, faca algumas experiéncias para descobrir como poderia
se usar um erro na variagao das varidveis que produzisse wm erro mdrimo

de 0.1 no valor de Af.

2~y 2my) 5 (0,1);

7. Regra da Cadeia: Considere f : R® — R e wma mudanca de varidveis

g:R3 — R3, todas as fungoes diferencidveis.



(a) Calcule as Jacobianas de f,g.
(b) Calcule o produto de matrizes J(f)oJ(g).
(c) Verifique que J(f)oJ(g) = J(fog).

Os exercicios anteriores reforcam ideia de que as matrizes sa um novo tipo de
nimero e que a multiplicagao de matrizes tem uma denominagao adequada. As
fungoes lineares transformam vetores em outros vetores ou nimeros. Quando
transformam em niimeros, recebem um nome especial:

Definicao 7 Funcional linear. Se f for uma transformacao linear cuja imagem
€ um nimero se chama funcional linear.

Como os espagos vetoriais de que tratamos aqui sa os espagos R™, um fun-

cional linear serd da forma

fR" > R; f(z) = (a1, -, an) : =<a,x>;

Tn

fl@)=aiz1+ -+ az, =<a,x >R

Exemplo 12 Fungoes lineares definidas por meio de produto escalar.

1. Em R? considere o vetor (a1, as,a3). A fungdo
z = (x1,x2,x3) —< a,T >= a171 + a2T2 + asTs3

€ funcao linear. f(x) =0 se o vetor x for perpendicular ao vetor a. Como
enunciado na defini¢ao, na hd outros tipos de funcionais lineares definidos
em R, todos sa desta forma, o produto escalar por um vetor fizo.

2. No espago vetorial C([a, b], R) temos o produto escalar < f,g >= fﬂb f(z)g(x)dx.
Se considerarmos [ fiza, a fungdo

b
big-< La>=olg) = [ (e
define um produto escalar em C([a,b],R). Na € ficil encontrar-se

{9:9(9) = 0}.

Podemos construir algumas fungoes que satisfazem esta condi¢ao, por

exemplo
2mx
) = sen(——
9(2) = sen()
se a fungao fiza f for constante. Sabemos resolver alguns casos particula-

res deste problema...



Capitulo 3

Séries e aproximacao de
funcoes.

Resumo.

Neste capitulo vamos deixar de lado o espago R™ e voltar a discutir as fungoes definidas em
R e tomando valores em R. Aparentemente estaremos voltando ao caso unidimensional, mas
nao é bem assim. Aos poucos vocé ird perceber que na verdade estaremos mergulhando no
caso “dimensao infinita”.
Vamos estudar tres métodos de aproximagao

e polinémios de Taylor

e polinémios trigonométricos

e aproximagdo polinomial cldssica
de fungoes, que, como tal, “aproximagao” eles seriam altamente inadequados e apenas refle-
tem o curso histérico. A critica que faremos em cada situacao refletird tanto o estado atual
das coisas como colocard estas trés técnicas dentro do contexto em que elas surgiram.
Nao deduza, entretanto, do que acabamos de dizer, que voceé estd sendo convidado a percorrer
apenas uma galéria de museu, nds estaremos lhe mostrando as conexoes do que foi feito com
o que estd sendo feito. Mais importante que o desenvolvimento de Taylor sio os métodos
que usaremos para estudé-lo e sobre tudo, ao final, quando discutirmos o erro vamos ter
ocasidao para introduzir ferramentas importantes no estudo do comportamento de fungdes.
Usaremos o método histérico com sua justa dimensédo, serd um proveitoso passeio por uma
sala de museu.
Ao final do capitulo falaremos brevemente sobre splines para nos redimir de ter apresentado
como aproximagao, o que de fato ndo é mais.
Vamos comegar com as séries de Taylor.

3.1 A série de Taylor

E da formula de Taylor que vamos voltar a discutir aqui, entretanto agora
com outro objetivo mais amplo. Dai o novo nome, série de Taylor.

Ao discutirmos o formula de Taylor colocamos no centro da questao a apro-
ximagao linear que se podia obter para uma fun¢ao. Agora a questdo vai se
colocar em termos diferentes: podemos encontrar wm polinémio, de grau ar-
bitrdrio, cujo grdfico seja tangente ao grafico de uma fungao f7
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Quando o grau for 1, sabemos que uma reta tangente pode ser encontrada,
portanto um polinémio de grau 1, se a func¢ao for diferenciavel. Alguns expe-
rimentos podem nos orientar sobre o que vai acontecer, nada melhor do que
comecar com um polinémio:

P(z) = ap + a1(z — a) + az(z — a)? + az(z — a)® + as(z — a)?

e observe que escrevemos este polinémio no formato apropriado para garantir
que ele passe no ponto (a,ag) = (a,b), como fizemos quando discutimos a reta
tangente ao grafico de uma fungao.

Um exercicio elementar consiste em provar que todo polinomio do grau n
tem um desenvolvimento em poténcias de (z — a) em que a ¢ um ntimero dado,
ver (exercicio, 1). Aqui vamos usar o método da derivagao e chegar a uma outra
conclusao a respeito de tais polinomios.

Vamos considerar uma funcao f, suficientemente diferencidvel e vamos bus-
car condigoes para que o grafico de um polinomio de grau 4 seja “tangente” ao
grafico de f no ponto (a, f(a))

Para ser tangente o polinomio tem que ter o mesmo valor que f no ponto
2z = a o que nos conduz a concluir que

P(a) = a0 = f(a). (3.1)

Como queremos que seja tangente, somo levados a derivar o polinomio e
impor a condicao:
P'(a) = a1 = f'(a). (3.2)

Veja que as condigoes impostas estabelecem que
e P, f coincidem no ponto (a, f(a))

e P, f tem mesmo coeficiente angular instantaneo no ponto (a, f(a)), P'(a) =
['(a).
Vamos agora impor a condi¢ao de que os dois tenha a mesma curvatura neste
ponto o que é determinado pela segunda derivada:
" a)

P"(a) =2as = f"(a) = as=——>

5 (3.3)

De agora em diante nos faltam expressoes geométricas, diremos simples-
mente, queremos que o polinomio P e f tenham mesma derivada de terceira
ordem no ponto (a, f(a)) :

f///( )
a

P"(a) =6az = f"(a) = az= = (3.4)

e que tenham mesma derivada de ordem 4 neste ponto:

P"(a) =24a4 = f""(a) = a3z= % (3.5)



Se agora observarmos que os nimeros 24 = 41,6 = 31,2 =21 =111 = 0!
podemos dar uma unificacao as férmulas acima escrevendo:

ap = 1 (3.6)
a; = f’l(!") (3.7)
ay = L0 (338)
az = f”;!(“) (3.9)
ag = 2@ (3.10)

(3.11)
ay = £2@ (3.12)

(3.13)

que pode ser demonstrado por indugao (se a fungao f for diferencidvel até esta
ordem). Revertendo os célculos diremos que

n .
. S®)(a) k
flz) = Z T (z —a) (3.14)
k=0
respondendo & pergunta com que nos iniciamos: de fato existe um polinomio
P, do grau n, que coincide com f até a derivada de ordem n e sobre o qual
podemos afirmar as seguintes condigoes geométricas

e P passa no ponto (a, f(a)).
e O grafico de P ¢ tangente ao grifico de f no ponto (a, f(a)).
e O gréifico de P tem a mesma curvatura que o grafico de f no ponto

(a, f(a)).
3 do desenvolvimento de Taylor

Se uma fungao tiwer derivadas continuas até a ordem n no intervalo [a,b]
entdo existe um polinomio P de grau n cujas derivadas coincidem com as de-
rivadas de f até a ordem n e além disto f e P conincidem no ponto x = ¢ em
que o polinomio é desenvolvido sendo sua expressao dada por:

" (g
sy~ Py = 3 T oy
k=0

O teorema do desenvolvimento de Taylor foi demonstrado acima exceto num
ponto, em sua afirmacao f(z) ~ P(z) que passaremos a discutir agora.

Analise a figura (fig. 3.1) na péagina 64, nela o grafico dum polinémio de
Taylor do terceiro grau conincide com o gréafico de uma fun¢ao no ponto z = 3,
até a terceira derivada. Veja que a aproximacao é “boa” somente em volta do
ponto z = 3. Longe deste pontos os dois graficos se afastam. Quer dizer que
aproximagao produzida pelo polinémio de Taylor é local.

Polinomios de Taylor.
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-20 -16 -12 -8 -4 o] 4 8 12 16 20

Figura 3.1: Gréficos simultaneos do polinémio de Taylor de grau 3 e da fungio f .

Do ponto de vista de aprozimagao, polinomios de Taylor servem pouco. Vocé
vera ao final do capitulo um método melhor de aproximagao, os splines.

Mesmo assim, e a titulo de curiosidade, veja o grafico (fig. 3.2), pdgina 65,
do polinémio de Taylor do seno de grau 11 junto com o gréfico da funcao seno.
O gréfico é enganoso, as duas fungdes se tangenciam no ponto = 0.

Exercicios 7 1. Mostre que um polinémio
P(x) =ap+ a1z + as®? + azz® + agzt

tem um desenvolvimento como poténcias de (x—a) e calcule os coeficientes
deste desenvolvimento.

2. Mostre, por indugao que vale a expressio da formula de Taylor de ordem
n se a funcao [ for diferencidvel até esta ordem.

3. Escreva polinomios de Taylor de ordem n > 10 para as sequintes fungoes
no ponto a indicado:



Pol Taylor n=11 - seno

Figura 3.2: Graficos simultaneos do seno e de seu polinémio de Taylor de grau 11 .

(a) f(z)=sen(z): a=0
(b) f(z) =cos(x); a=0
(c) flx)=e€"; a=0

(d) f(z) = sen(x) + cos(x) ; a=0
(e) f(x) = cos(x)+isen(z); a=0
(f) fz)=¢€"5a=0

4. Escreva polinomios de Taylor de ordem n > 10 para as sequintes fungoes
no ponto a indicado:
(a) f(z) = sen(z) + cos(x) ; a=m
(b) f(z) = cos(x) +isen(x) ; a=m
(c) flx)=e

Vocé pode tirar alguma conclusao, sobre uma férmula famosa, a partir dos
dois ltimos desenvolvimentos de Taylor ?

a=T

&

Calcule a soma

8

1
&

E
Il
o

k

(G2)
@R)T

oo
Calcule a soma Y
k=0

Nossa verdadeira inten¢do com os polinémios de Taylor é discutir expressoes
do tipo

oo n

Z %(r —a)k = 1171}12 %
=0 k=0

k

: — a)k (3.15)

Ha varias questoes a serem discutidas numa tal expressao, e vamos deixar
esta discussdo para um paragrafo mais a frente em que discutiremos o assunto
series.

Neste momento vamos resumir nossa discussao numa forma de calcular o
€ITO eXPressao em

f(z)~ P,(2) = : —a)k. (3.16)

O segundo termo na equagdo acima continuard ser chamado por néds de
Polinomio de Taylor, deixaremos a palavra série para quando discutirmos o
assunto mais acuradamente.

Ha duas maneiras de analisar o erro entre f e P,. Vamos estudar os dois
métodos a partir de uma visao concreta semelhante a que usamos para fazer
aparecer os polinomios de Taylor.

3.1.1 O erro médio.

Vamos usar um teorema do Célculo univariado que relembraremos aqui, como
lema:

1 Teorema do valor médio diferencial
Seja f: [a,b] — R wma fungao diferencidvel. Eziste um ponto

f(0) = f(a)

ceab); fo=10"2

O ponto ¢ no teorema do valor médio ndo é o ponto médio do intervalo
como o teorema infelizmente sugere, tudo que sabemos é: “existe um ponto ¢
no interior do intervalo tal que o quociente das diferengas corresponde ao valor
da derivada”. Vamos usar a expressao do Teorema do valor médio diferencial
com a derivada de ordem n na férmula de Taylor. E,a despeito de que do
ponto ¢, nds saibamos apenas da existéncia, nés o vamos usar como o ponto de
desenvolvimento de dois polinomios de Taylor de f de ordem sucessivas. Assim,
nos célculos que se seguem, Py, Py sdo os desenvolvimentos de Taylor de f, de
ordem n,n + 1, respectivamente, no ponto ¢ definido pelo teorema do valor
médio do Célculo Diferencial.



= (3.17)
= (3.18)
k=0 k=0

SO e O = @)
‘Eii’@’c)+‘*‘@t;ﬁ;;ﬂy%rfd*’f (3.19)

N R O R AR O)
Az =)™ A= Th—amrir (3.20)

O numero

) ~ f(a))
(b—a)(n+1)!

decresce rapidamente para zero quando n crescer, se f tiver tiver derivdadas
indefinidamente, e nés usaremos esta hipétese mais a frente quando estudarmos
séries. Neste momento o que podemos concluir é, que, a diferenga entre dois
desenvolvimentos sucessivos de Taylor, para f, num ponto ¢ do intervalo [a, b]
em que f esteja definida e tiver derivadas até a ordem n inclusive nos extremos
do intervalo, é o polinémio de grau n + 1

w1 4 FE) = f(a)
Alw =)™ A= 20me

em que o coeficiente A é muito pequeno para grandes valores de n. Vamos deixar
isto registrado no teorema seguinte:

4 do Resto no polinomio de Taylor

Se uma fungao tiwer derivadas até a ordem n + 1, continuas, no intervalo
la,b] entdo o erro entre os desenvolvimentos de Taylor de f de ordem n e de
ordem n+1 € o polinémio

et g U0 — 1)
Az — )"t Aim.

As figuras (fig. 3.3), pdgina 68,(fig. 3.1), pagina 64, mostram polindmios de
Taylor de grau 1 de grau 3.

A figura (fig. 3.4), na pagina 69, mostra os polinémios de graus 11 e 13 do
seno. Como a fungao seno tem derivadas de qualquer ordem se pode observar
que um dos polindmios, o de grau 13, fica mais préximo de f(z) = sen(z), em
outras palavras o erro Aj4(z)'* tem uma oscilagio muito pequena no intervalo
[~6,6], ou, pelo menos, menor do que o erro Aj2(z)'?, que corresponderia ao
polinémio de Taylor de grau 11.

A, =

Sugerimos que o leitor consulte outros livros de Célculo para analisar uma
outra férmula para o erro entre o polinémio de Taylor e a funcao, diferente da
que obtivemos aqui. Nos exercicios estudaremos numéricamente esta diferenca.

Polinomios de Taylor.

Figura 3.3: Reta tangente ao grafico de f no ponto & = —2 .

3.1.2 O erro integral.

O célculo que fizemos na segao anterior, para encontrar uma estimativa do erro
entre f e seu desenvolvimento de Taylor mostra um erro “varidvel” f(z)—P(z) =
Az — )"t

Existem vérias formas de se avaliar um erro, sobre tudo em se tratando de
dados “varidveis”. Uma das forma consiste me estimar o erro em um ponto, foi
o que fizemos escolhendo anteriormente o ponto ¢ “determinado” pelo teorema
do valor médio do Célculo Diferencial. Outra forma consiste em avaliar uma
média de uma cole¢ao considerada de erros.

Estas duas formas sao dois métodos extremos existindo uma considerdvel
variagdo de métodos entre estes dois que nao seria o caso de considerar aqui.
Os distintos métodos sao escolhidos em relagao & necessidade que o pesquisa-
dor tiver num determinado momento. Vamos aqui mostrar o outro extremo,
calculando uma média que é o chamado “erro integral”.




Pol Taylor n=11 - seno

Figura 3.4: Polinémios de grau 11 e 13 do seno desenvolvidos em x = 0.

A idéia consiste em calcular

b
s [ 1@ - Pu@)aa.

Este célculo pode ser modificado usando |f(z) — P,(z)| no integrando tendo-
se outro significado para o erro. Como ji dissemos hd vérias variantes para a
busca do erro, e uma das formas de andlisar consiste o ponto z = ¢ em que P,
é desenvolvido. Aqui vamos usar = = a.

b b

b
oo [ 1@ - P@as = 1 [ - [ P

a a

a a k=0
b b—a
1 1 ~ /()
b ,/f<)7b7a,/ moo
a o k=0
/ " f)(a)
1 / L a phr1b—a
fl@) - lo
b—a" b—ako(k+1)
b n
1 / SP (@) —a)h
b—a J b a k:o (k+ 1
b " k1)
b : / (k 1(a -t
—a, i +

b
U L FE@
m/fm—m(k; TR ) - Fa)

(k)(a
(k)!

1 / o) - FO = Fla)

em que F' é uma primitiva de f. Podemos observar que o resultado representa a

diferenca entre o valor médio de f no intervalo [a, b] e o valor médio da derivada
F (b) F (rz)

z) — (b—a)k — F(a))

de uma primitiva de f, calculada usando-se o seu desenvolvimento no
ponto x = a.

Como pelo valor médio do Calculo Integral, existe um ponto ¢ tal que

b
1 .
m/f(f)dfi fle)

é 0 que temos como primeiro membro na expressao encontrada. que, para gran-
des valores de n o célculo da integral de f ou de P, representam o mesmo valor
o que mostra que, se o desenvolvimento de Taylor representa uma aproximagao
pontual de baixa classe para f, do ponto de vista da energia do fenémeno re-
presentado por f o desenvolvimento de Taylor é uma boa aproximagao:

5 do erro integral do desenvolvimento de Taylor

A energia de f e de um polinomio de Taylor de f, P,, sio semelhantes para
grandes valores de n.



Como um ultimo comentério, a escolha do método no cdlculo do erro foi

dirigido por um interesse especifico do autor.

Aproximagao de fungoes.
Aprozimagdo de fungoes ou o de forma mais geral Teoria da Aprozimag¢dao é um capitulo
imenso em Matemética e que apenas cresce nos dias atuais por sua importancia natural.
Nesta se¢iao vamos deixar um pequeno testemunho de um dos tépicos importantes dentro da
area de aprozimacdao de funcgées: aproximacao com polindmios trigonométricos. Para que
vocé tenha uma ideia da superficialidade do que trataremos aqui, um dos livros mais famosos
sobre o assunto, escrito por Antony Zigmund (1900-1993), sob o titulo Trigonometric Series,
tem perto de 1000 pédginas em seus dois volumes.
O uso de séries trigonométricas, (polinémios trigonométricos), para aproximar fungdes apenas
representa um elemento histérico que possivelmente deva ficar restrito aprimeira metade do
século 20. Desde o fim do século 19, Fourier em particular, mas outros que o antecederam,
entendiam que as Séries Trigonométricas representavam ondas e portanto fungdes de um
tipo particular que descrevessem os fenémenos ondulatérios. Ainda assim uma nova técnica
que lhe robou a metodologia com inovagoes significativas: as Wavelets, lhe ameagando a
hegemonia neste setor.
Mesmo assim, vamos apresentar aqui as séries de trigonométricas como um método de apro-
ximagao de fungoes.
A base tedrica para o contetido deste pardgrafo foi desenvolvida resumidamente no pardgrafo
anterior é a Algcbra Linear. O nosso intuito com os Polinémios Trigonométricos é duplo:

e Dar um exemplo pesado de uso de espaco vetorial com produto escalar. “Pesado”em
varios sentidos, por suas aplicagbes, por seu valor tedrico e pelo aprofundamento da
intuicdo geométrica que ele pode proporcionar.

e O nosso segundo objetivo é o de motivar um estudo mais aprofundado de convergéncia.
Vamos logo ver que “falta alguma coisa na tedria”, esta “coisa”que estard faltando é
convergéncia.

3.2 Polinémios Trigonométricos.

Em 1822, num artigo apresentado a Academia Francesa de Ciéncias, Joseph
Fourier, (1768-1830) afirmou que todas as fungoes periddicas podem ser decom-
postas em multiplos das fungoes

x — sen(nx)

x — cos(kx)

com n, k€ N.

Nao seriam todas como se veria com o passar do tempo e da revolugao que
Fourier provocou no desenvolvimento da Matematica com as suas Séries Tri-
gonométricas, chamadas ainda de Séries de Fourier, mas que eram conhecidas
de alguns matemadticos anteriores a ele, como Euler, (1707-1783) e alguns dos
irmaos Bernouilli.

As fungoes

senk : R — R;x — sen(kx) (3.21)

cosj: R — R;x — cos(jz) (3.22)

formam um sistema de vetores linearmente independentes e ortogonais no espago
vetorial das fungoes continuas definidas num intervalo fechado e limitado, in-
tervalo compacto, vamos particularizar o problema para apresentar uma teoria
pequena, o intervalo base serd [0, 27]. Para provar as propriedades enunciadas,
¢é preciso definir neste espaco C([0,27]) um produto escalar, o conceito que nos
permite calcular os &ngulos entre vetores ou os médulos destes, ¢ o produto esca-
lar que permite generalizar os conceitos geométricos, angulo, maodulo, distancia
a espagos mais gerais. O produto escalar poderia ser definido assim
27
<fg>= [ F@g)da. (3.23)
Jo
Uma integracao por partes mostra que sen e cos sao ortogonais:
27
Jo " sen(x)cos(x)dr =
2r
= sen?[§" — [ sen(x)cos(v)dy =
2r
= 2 [y sen(z)cos(x)dx = sen®[§" =
2
= [, sen(z)cos(x)dx = 0

De modo andlogo se pode mostrar que senk e cosj sao ortogonais para quaisquer

que sejam k,j ; j=k:
foh sen(kx)cos(kx)dx =
= fsenkzsen(kx)[d™ — %02” sen(kx)cos(kz)dr =

0-— fo% sen(kz)cos(ka)de = — [*_sen(kx)cos(ka)dx = 0

a justificativa da dltima linha no bloco de equagoes acima sendo que a integral
de senksenj nao muda se fizermos uma translacao de 27 e no intervalo [—m, 7]
uma ¢é par e a outra ¢ impar. Se k # j entdo uma nova integracao por partes
nos leva de volta as fungoes iniciais:

2
/ sen(kx)cos(jz)dx =
0

p2 e
== sen(kx)cos(jz)dz =
J=Jo

-

2
7 )/ sen(kx)cos(jx)de =0 =
0

2
/ sen(kx)cos(jz)dx =0
0

mostrando as relagoes de ortogonalidade que desejadas, que pela sua im-
portancia merecem estar registradas sob o nome de teorema:

Teorema | 6 da ortogonalidade das fungoes senk e cosj. Se definirmos em

C([0,27]) o produto escalar por
2

< f,g>= A f(x)g(z)dx.



entdo as fungoes senk(x) = sen(x) e cosj(x) = cos(jx) formam um sistema de
vetores ortogonais, para todos os valores de j, k € N.

Um raciocinio geométrico simples nos conduz a

27 2
/ sen?(z)dx = / cos®(x)dx
0 0

orque sen é translagao de cos de %, assim
b

f027r sen?(z)dx = %fgw(senz(l‘) + co:

< sen,sen >=T

< €0S,€08 >=T

Com o mesmo argumento geométrico, apoiado numa mudanca de variavel, se
conclue que

=n (3.24)
< cosk,cosk > = (3.25)

portanto o produto escalar ¢ “defeituoso”e deve ser redefinido para que estes

vetores sejam “unitérios”:

1 g2
< f,g>= ;/ f(x)g(x)dx. (3.26)
e desta maneira se tem
< senk,senk > = %f(]z” sen(kz)sen(kx)de =1
< cosk,cosk > =1 ()27{ cos(kx)cos(kx)dr =1

para qualquer que seja k. Isto nos induz a uma corregdo do teorema anterior
que agora ficou imcompleto frente a estes novos resultados:

7 do sistema trigonométrico ortonormal. Se definirmos em C([0, 27])

o produto escalar por

1 27
<fg>=_[ [fl@))dz
0

entio as fungoes senk(x) = sen(x) e cosj(x) = cos(jx) formam um sistema

ortonormal de vetores, para todos os valores de j, k € N. Falta apenas
considerar o caso k = 0. Como sen(kx) k = 0 resta apenas verificar o que acontece com
cos(kxz) = 1. A fungao constante € perpendicular a todos os vetores sen(kx)ecos(jx) ;k,j >
1. Mas verificando ||cos(0z)|| vamos encontrar o wvalor 2. Como jd nao é possivel alterar
o produto escalar, vamos alterar a defini¢cio da fungdo cos(0x). A solugio € considerd-la
definida por:

o0z = L

cos( =3

Veremos logo que a histério tomou rumo diferente, rumo ao qual logo vamos aderir.

Seguindo as ideias do nosso projeto inicial, podemos agora estender a geome-
tria do R? a este novo espaco. Teremos que discutir a validade desta estensao,
obviamente. Em R?, na Geometria Analitica, depois de definido o produto es-
calar, se chamam os nimeros < u, e, > de projecoes de u na direcao dos vetores
€n, como sao habitualmente chamados os vetores unitdrios das tres dire¢oes do
espago e depois se recompde u com uma soma:

U = T1€1 + Tz + T3€3.

Como agora temos produto escalar em C([0,27]) e temos duas sucessoes de ve-
tores unitéarios relativamnte aos quais podemos calcular as projegoes de

fec(o,2q]) :
1 g2
ar = — f(x)cos(kz)dx (3.27)
T Jo
by, = 1 ” (z)sen(kx)dx (3.28)
™ Jo

entdo fica a pergunta:

[nao poderiamos recompor [ a partir destas projecoes?

Queremos escrever:

f(x)=ao+ iakcos(kx) + bisen(kx) (3.29)
k=1

mas esta férmula estd errada como veremos a partir dos exemplos seguintes.
Além disto, como nao existem somas infinitas ela nos obriga a pensar em con-
vergéncia. Discutiremos a convergéncia das séries no préximo capitulo.

Exemplo 13 Linearidade da transformada de Fourier

Estamos, por vez primeira, chamando os coeficientes de Fourier de ‘“trans-
formada”de Fourier. Repetiremos esta forma de falar outras vezes e e vamos
discuti-la mais cuidadosamente mais a frente.

Quer dizer que o conjunto dos coeficientes € a imagem de f, obviamente, uma
sequéncia, e portanto estamos falando de um conjunto de fungoes que tem “coefi-
cientes de Fourier”e um conjunto de sucessoes que sao os coeficientes de Fourier
dos elementos daquele conjunto. Por exzemplo, todas as funcoes continuas, mas
nao somente estas, tém coeficientes de Fourier.

Se considerarmos a funcao identicamente zero, a sucessao dos coeficientes €
obviamente a sucessao identicamente nula também. Quer dizer que a imagem
do zero € o zero.

Uma notagao vai ser til: vamos chamar

(an,bn) = fn'



Considere duas fungoes “que tenham coeficientes de Fourier”, f,g. Os coe-
ficientes de f + g vao se dividir em

(f;g)n = fn +§n

como mostra um simples cdlculo que vou deizar para o leitor fazer como exercicio.
Se h = \f em que A € R entao

Mo =M

como se pode também deduzir com um simples cdlculo a partir das formulas que
€escrevemos acima.

Resumindo, a transformada de fourier se comporta como as fungoes lineares
da Algebra Linear, e podemos dizer que a transformada de Fourier ¢ lincar.

Exemplo 14 Fungao par e func¢dao impar

Somente podemos falar de fungoes pares ou impares se o dominio for equili-
brado em wolta de zero. Vamos portanto aqui considerar o conjunto das fungéoes
continuas no intervalo [—m, 7.

Se f for par, “um simples célculo ”que novamente vou deizar como exercicio
para o leitor, torna os coeficientes b, nulos, os coeficientes de senKK. Quer dizer
que f nao tem projecio no espago das fungoes impares.

Se f imfor par, “um simples calculo ”que novamente vou deizar como exercicio
para o leitor, torna os coeficientes a, nulos, os coeficientes de cosK. Quer dizer
que f nao tem projecio no espago das fungoes pares.

Este resultado simples em matéria de coeficientes de Fourier fez com que
se suspeitasse muito cedo de um resultado mais geral que levou anos para ser
demonstrado (demonstra¢io nada simples) mas, a partir das idéias expostas
acima, fdcil de ser concebida:

Teorema | 8 Fungoes pares e impares

Toda fung¢ao continua pode ser decomposta numa soma de duas outras fungées,
wma par e outra impar.

Exemplo 15 O erro do coeficiente ag.
Considere, no espago C([—m,w]) as fungoes

f@)=z; gla)=a+n
Pela linearidade, e usando a notagao introduzida logo acima,
g=f+#
em que agora estamos considerando a constante ™ como a fun¢do constante.

Ora, mas ©t tem que ser apenas (ag,0). Calculando ag temos:

g

1
(10:*/7Tdt227r
T,
“pi

e vemos que tem um erro. A solugdo deste erro € definir

P
o
ap = —
27
pi
wma vez que nao seria mais possivel corrigir o produto escalar e também porque
nao seria aceitdvel definir a fun¢ao

0 1
cos) = —

2
que poderia ser outra saida.

Vamos fazer uma outra motivagao mais complicada e portanto com aparén-
cila mais técnica (nunca se iluda com as paramentagoes), usando um programa
de computador. Os computadores sempre podem ser iteis até mesmo para

manipulagoes incorretas da realidade... sobre tudo se ficarmos presos a forma
em vez de irmos a fundo nas questoes.

Exemplo 16 Séries de Fourier de algumas fungoes.

1. f(z) = x no intervalo [—m,n].

17
ap = — / xcos(na)dr =0
™

T

porque cosN € par e [ € impar.

1o
a():f/ xdr =0,
™ —T

I
by = —/ xzsen(nx)dr =
™

-7

zcos(nx)

1
="’ + 7/ cos(nz)dw =
nm nmw ) _,

B 727TCOS(7’L7F) _2(=1)*D
N nwo n

entao teriamos

—1)(n+1)
Lsen(nr)
n

e se assim o for,se tiver sentido escrever esta série, temos também

T (71)(714—1) e
f(g) = 2; 77LS€71(“§)



como sen(nf) assume ciclicamente os valores {1,0,—1,0} a “série”acima

perde os termos de ordem par, ficando entao
™ (
=)=2 =
i 2 ) Z 2n +1 2

Fazendo o cdlculo da soma com um programa em Pascal, com 1000 termos
se obtém para a soma o valor 1.56980 enquanto que f(3) = 5 ~ 1.57080
usando o walor interno do Pascal para w. Entretanto temos discutir a
validade destes resultados o que faremos no proximo capitulo. Observe que
f(m) = m enquanto que a série trigonomé vale 0 para ™ porque
a série representa uma fungdao periddica que € uma boa aprorima¢do para
f sobre [—m, ], entretanto nos extremos ou em pontos de discontinuidade
da fungao a ser aproximada, ocorrem problemas que ainda voltaremos a
discutir.  Um programa em Pascal para calcular esta soma pode ser o
sequinte:

Program soma;
Var n,teto: Extended;
soma : Extended;
Begin
WriteLn(’Teto = ’);ReadLn(teto);
n:=1;soma:=0;
While (n<=teto) Do

Begin
soma := soma + cos(n*pi)*sen(n*pi/2)/n;
n:= n+l;
End;
WriteLn(’Valor da soma: ’,2*soma:10:5);
WriteLn(’o valor de pi/2 do Pascal eh; ’,pi/2);Readln;

End.

2. f(x) =z no intervalo [0, 27].

1/
an = —/ zcos(nx)dr =
K

0

1o
= zsen(nz) m —/ sen(na)dx =0
0

nm nm
se n#0eay=2m

1 g2
b, = 7/ zsen(nz)dr =
T Jo

zcos 1o
— _zcos(na) or + / cos(nz)dz =
nm nw Jo
_ 2
T on

entdo teriamos, valendo a convergéncia,

flx)=2m—-2 Z %sen(nz)

n>1

podemos testar com um programa em Pascal esta soma num valor escolhido

le x, por exemplo x = Z, entao sen(2E) assume ciclicamente os valores
de z, ! T, ent nx ! ¢ !

{1,0,—1,0} e assim na soma se eliminam os valores pares de n, temos:

X nm 3
2m — 2 nz::l ;sen(j) ~ 21 — 1.56980 ~ 5

e no entanto o valor f(3) = § portanto temos um erro de w. Veremos
abaizo que a formula correta é

flz) = {;—0 + iakws(kx) + bsen(kx) (3.30)
k=1

porque que ag tem assim que vir dividido por 2. Este exemplo nos aponta
para esta corre¢do. Se diz que Euler teria feito cdlculos de séries usando
este método e uma das criticas que as vezes se faz ao seu trabalho inclue a
observagao de que estas “somas”foram feitas sem nenhuma comprova¢ao.
De certa forma estamos repetindo o caminho de Euler, mas faremos a
comprovagdo rigorosa destes limites no proximo capitulo. Os que algumas
vezes criticam FEuler, esquecem-se de que éle estava abrindo uma estrada
muito larga e nao tinha tempo para verificar os detalhes, estes ficaram para
0s seus sucessores, e se diz que até recentemente ainda haviam verificagoes
para serem feitas...

f(z) = 2® — 7% no intervalo [—m,7]. Porque senN ¢ impar e f ¢é par,
entao b, =0. Sen #0

1 (7 .
Jr—— (2% = 7%)cos(nz)dz =
7r =
2 _ 2 1oy
= M[W - 7/ 2zsen(nz)de =
nm nw ) .
_ 4(_1)11
n2
e no caso de ag = %ff”(zz —71?)dz = 7%. Teriamos, com a corre¢ao
sugerida pelo exemplo anterior:
272 (=)
flz) = -5 + 4; - cos(nx)

se aplicarmos esta série de cosenos para © = % cos("y") € {0,—1,0,1} o

que reduz a série a soma

272 1 1 1 (1) D)
4

3 4716 36 4n?




e novamente com o programa Pascal acima encontramos como valor desta
soma até 1.000 aprozimadamente o mesmo valor de f no ponto x = 5 =~
—7.40220 confirmando mais uma vez a corre¢ao da formula com % em
lugar de agp.

A férmula correta para série de Fourier é entao:

oo

flz) = Qo Z arcos(kx) + bsen(kz) (3.31)
2 k=1

e a explicagdo para este fato vem consequente com as ideias que desenvolvemos

até agora: Queremos vetores unitdrios para gerar um espaco de fungoes e os

vetores senk, cosK satisfazem esta condi¢ao com K # 0, entretanto quando

K =0, sen0 =0 e cosO = 1. O vetor cos0 é um candidato a vetor unitdrio, mas

calculando o seu médulo, temos:

1 27
[|cos0||3 = 7/ 1dz = 2 (3.32)
T Jo

como nao podemos mais reformar o produto escalar, resta-nos corrigir o vetor
e definiremos:

1
ros() = —;
cosl 3

P S ‘
3050\\27; | Edlfl (3.33)

o que se fez, historicamente, foi manter cos0 com sua defini¢ao inalterada mas
se corrigiu ag:

ag

7

A afirmagao de Fourier em 1822, relativamente as fungoes periddicas, foi: “uma
fungao periddica qualquer pode ser representada pela série trigonométrica:

ag ==

ao S 5
) + ; arcos(kx) + bysen(kx) (3.34)

flz) =

O problema é que nao existem somas infinitas e portanto a expressao acima
implica numa discussdo sobre convergéncia. Em vez de enfrentar o problema
de frente, vamos nos beneficiar de séculos de Histéria da Matemédtica e montar
uma teoria que vai nos levar indiretamente a boa quantidade dos resultados
existentes a respeito das Séries de Fourier . Isto sera feito no préximo capitulo,
de imediato vamos produzir alguns exemplos computacionais que nos mostram
que tem sentido estudar o assunto.

Exemplo 17 Os prézimos dois grdficos (fig. 8.5), (fig. 3.6), comparam duas
situagoes e ajudam a aclarar algumas ideias. No primeiro vocé pode ver o po-
linomio trigonométrico da fungdo indentidade no intervalo [—m,w|. O grdfico
todo se extende ao longo do intervalo [—15,15] e podemos ver que o grdfico de
P5(f) se aprozima do grdfico de f apenas no intervalo [—m,x|. Fora deste iltimo
intervalo nao hd nenhuma “aproximacgdo”. Os polinémios trigonométricos sao

12
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Figura 3.5: polinémio trigonométrico com 5 termos: aproximacio da funcio dente de serrote em

fungoes periddicas, o segundo grdfico mostra a fungdo periddica que graf(Pio(f))
de fato aproxima: a fungao dente de serrote, uma fungao descontinua.

Na prdtica o que temos ndo é uma série e sim wm polinémio trigonométrico:

flx) =~ % + Zakcos(k’z) + bisen(kx) = Pn(f)(z). (3.35)
k=1

As somas acima sao os termos de uma sucessao de fun¢oes continuas que de-
sejamos caracterizar como “convergente”e tendo f como limite. Convergéncia de
séries é o préximo assunto que deveremos desenvolver e dentro dele voltaremos
a discutir a convergéncia das séries de Fourier.

Observagao 11 Espago de funcoes gerado por {senk,cosk} Acabamos de cons-
truir uma base de vetores ortonormais para o espago C([0,27],R). E uma base que tem uma
“quantidade’nao enumerdvel de vetores. Como os vetores senk ,cosk sao fungées continuas,
vemos que C([0,27]) tem dimensdo nao finita, ou como ¢ habitual dizer-se, dimenséo infinita.
O conceito “dimensdo”muda obviamente de sentido nos dois casos: finito, infinito, e nao
¢ apenas uma questdo de “quantidade”muito grande de vetores na base. Ver conjectura de
Cantor. Mas uma fun¢do ndo precisa ser continua para que lhe possamos calcular os coe-
ficientes de Fourier, veja a férmula 3.26, nada nos impede de calculd-la com uma fun¢ao
descontinua desde que seja integrdvel. Assim parece que este vetores geram uwm espago que
contém C([0, 2], R) como seu subespaco proprio. Este espaco se chama L2([0,27], R), mais
um fato para demonstrarmos posteriormente. Esta é a metodologia de construcio da Ma-
temdtica: conjecturas sio feitas quando temos wm resultado aparentemente verdadeiro. A
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Figura 3.6: polinémio trigonométrico com 10 termos no intervalo [—15,
fungio dente de serrote em R.

palavra conjectura € uma etiqueta, indica que temos aparentemente um ”teorema’ que deve
ser demonstrado depois ou, se surgir alguma contradi¢ao ao considerd-lo na teoria, ele perde
a validade com as consequéncias dele tiradas, ou algumas vezes se restringe sua validade
considerando-se wma teoria de menor alcance.

Observagao 12 A conjectura de Cantor. Georg Cantor, enunciou uma conjectura que
até hoje ninguém conseguiu provar mas que € aceita como wm azioma da Matemdtica esta-
belecendo “saltos de cardinalidade”, que é o nome para a “quantidade dos elementos de um
conjunto”. Se esta q tidade for finita, (pl ), a cardinalidade é o que se costuma
chamar de nimero de elementos de um conjunto. Cardinalidade é uma generalizagao do
conceito quantidade de elementos de um conjunto. Falar na quantidade de elementos de um
conjunto sé € préprio se este conjunto for finito. Se o conjunto for infinito, perde sentido em
falar-se na quantidade dos seus elementos, se diz entdo a sua cardinalidade.

Vamos lhe sugerir alguns experimentos que podem ser feitos com auxilio do
programa Fourier, e que lhe permitirdo uma visao complementar caso voceé se
decida a ler mais alguma coisa a este respeito. Ou brinque um pouco com estas
ferramentas. O programa Fourier se encontra no arquivo pas.zip ver [17].

Exercicio 4 Experiéncias com Polinomios Trigonométricos. Os programas ci-
tados nestes exercicios sao programs em Pascal que podem ser encontrados em
hitp://www.wvanet.br/matematica em um arquivo chamado pas.zip. Sao pro-
gramas livres.

1. Use um programa de cdlculo de integrais aproximadamente para verificar
que senk e cosj sao ortogonais para quaisquer que sejam k e j.

15

2.

7.

Verifique numericamente qual € o modulo dos vetores senk e cosj para
vdrios valores de k e j. Primeiro use o produto escalar definido por

< f,g>= A Trf(a:)g(r)dl‘. (3.36)

e depois inclua o coeficiente % na integral e volte a calcular os mddulos
destes vetores. Tente uma demonstracao formal dos resultados alcangados.

. Faga um programa que calcule as proje¢oes de f(x) = sen(dx+3)+3z+1

nas direcoes dos vetores senk; k € {0,1,2,3,---,100}. Estes nimeros,
como na Geometria Analitica, sao os coeficientes da decomposi¢ao do
vetor f(z) = sen(4x 4 3) + 3z + 1 relativamente ao conjunto de vetores
senk ; k€ {0,1,2,3,---,100}. Nao se esqueca de manter presente que estamos
trabalhando dentro de C([0,2n]), ou de £3([0,27]) .

Chame by, aos coeficientes encontrados na questao anterior. Complete o

10 P
programa para calcular o vetor g(x) = Y~ bpsenk(x) e faga os grificos
de de [ e g num mesmo sistema de eizos.

. Faga um programa que calcule as proje¢oes de f(x) = sen(4x+3)+3z+1

nas diregoes dos vetores cosK,senK ; k € {0,1,---,10}. Chame este
coeficientes de ay, by, respectivamente. Complete o programa para calcular
o vetor

10

g(x) = % + k; apcosK (x) + bpsenkK (x)
fazendo os grdficos de f e g num mesmo sistema de eizos. Lembre que
estabelecemos a notagao:senK (z) = sen(kx) cosK(z) = cos(kz) Estes
coeficientes se chamam coeficientes de Fourier de f.

. Rode o programa Fourier. Ele lhe permite ver um polinémio trigonométrico

cujos coeficientes e
quivo fourier.num.

ao previamente definidos como uma sucessao no ar-

Faca uma tabela para os coeficientes de Fourier para as sequintes fungoes,
todas definidas no intervalo [—m, 7|:

(a) fz) =" 5 ne{1,2,..,7}

(b) f(x) = ||

(c) fx) =

(d) f(x) =—x <

(e) flx)=2° & —r<2<0;f(x)=2 < 0<az<7
f) fl)=2% < —n<2<0;f(r)=-2> < 0<z<n7
(g) flx)=2° & —7<z<0;f(r)=-2° <« O0<a<nm
(h) f(x)=2% & —7<2<0;f(x)=-2 < 0<a<n



(i) fla)=—2? & —7<2<0;f(x)=—2 < 0<z<n7
() (@) = X(-1/2.1/2)

(k) f(x) = 3x1-1/31/3

(1) f(x) = 2x(-1/2,1/2)

(m) f(x) = 3x1-1/51/5]

Veja no final do capitulo a tabela dos coeficientes de Fourier de algumas funcoes.

Vamos terminar esta introdugdo sobre as séries de Fourier com a descrigao
de algumas aplicagoes. Observe que qualquer dos itens aqui abaixo representa
assunto para um livro inteiro e assim vocé deveravé-los com esta perspectiva:
sao exemplos.

3.3 Aproximagao polinomial classica.

Vamos terminar este capitulo com um método de aproximacao polimémial que
se assemelha ao das séries trigonométricas.

3.3.1 Quadrados minimos.

A construgao que faremos é bem geométrica. Ela consiste em calcular um “ob-
jeto” @ que se encontre a distacia minima de outro, f:

d@Q,f) <e

em que € é um erro “suportdvel”.

Os “objetos” @ que consideraremos sa polinomios, e o outro objeto dado f
serd um conjunto de pontos observados em algum experimento. O mddulo, ou
norma que vamos usar para calcular esta distancia mimima serda a norma do
espaco £2([a,b]) em que [a,b] o “espaco” de tempo durante o qual se realizou
o experimento.

Estaremos resolvendo uma equacao:

b
dQ. 1) =11X — JII3 :/ [X (1) = f(O)fdt < ¢ (3:37)

mas também estamos “escolhendo” a incdgnita que iremos encontrar ao decidir
que @ serd um polindmio.

Observacao 13 0 problema:

Vamos aplicar este método, como dissemos acima, em uma func¢do resultante de algumas
observagdes feitas em um nimero finito de pontos do intervalo [a,b] durante o qual se realizou
o experimento. Quer dizer que tudo que conhecemos de f sa os valores

{f(z1), f(z2), -+, f(zm)}

observados.

Este é um real impecilio para aplicar a férmula do cdlculo da distancia de £2([a,b]). A
solugao € encontrar wm método indireto que se assemelha muito ao usado na construgao das
séries de Fourier.

Imaginemos para isto que possamos encontrar um conjunto de polindmios suficientemente
simples: {€o, &1, -+, En} tal que todo polinémio de grau menor ou igual an se possa escrever
em fungdo deste Os polinémios {1,z,2%,---,2"} sa um evemplo da existéncia de tais
polinémios, mas veremos que existemn outros satisfazendo as condi¢ées que precisamos.

Ao final mostraremos como utilizar os dados discretos que temos sobre f para encontrar
o polinémio Q.

Este é o nosso plano! Veja que f é o dado conhecido, frequentemente uma tabula¢do
discreta de valores de algum fenémeno, Q € a aprozimacgao desejada, logo a incognita do
problema.

Se {&o, &1, -+, &y} forem os polindmios bdsicos mencionados na observagdo,
de tal forma que & é o polindmio constante, e & é de grau i ,7 > 0, entd um
polinémio @, qualquer, de grau n se escreve:

Q) =Y axi(a) (3.38)
k=0
e impondo a condigao de distancia minima de f temos:
b n
N(foaoan) = 1 = Q= [0 - L aesoPar. (339
a k=0

Esta expressa define uma funcio N que depende das varidveis:
gy -5 an

e do parametro f,

N(f.a0,--- an) = [1f = QlI3 (3.40)
e 0 nosso objetivo ¢ de calcular um minimo de N relativamente as varidveis
ao, - -+, 4, que representam o polindémio @) e assim encontram um polinémio que
esteja o mais proximo possivel de f. Uma condi¢ao necessdria para se ter um
minimo de uma fungao é que a derivada se anule: A”’= 0, o que implica que suas
componentes % = 0N, as derivadas parciais, também se anulem. Calculando
as derivadas parciais de N vamos encontrar, para cada k

b n b
RN =2 / Ot dt+2 " a, / Ej(@)Ex(x)dz =0 (3.41)
Ja =

temos portanto um sistema de equacoes lineares nas varidveis a; em que também
esta envolvida a fungao f.
Veja que temos muitas incognitas em nosso problemas:
frao0,- -, an
e na verdade conhecemos apenas:

{f(21), f(22)- s fzm) }-

entd é necessario fazer hipdteses de trabalho que reduzam as incgognitas.



Observagao 14 Método da variagcao dos parametros. Este método se repete
em toda constru¢ao matemdtica ou cientifica de modo mais geral:

e Se escreve a solu¢ao do problema de acordo com um modelo ja conhecido,
(algumas vezes se inventam novos modelos...).

e Se acrescentam hipdteses sobre os parametros permitindo encontrar-se uma
solugao particular.

e Se aplica uma variagdo sobre os parametros de modo a descobrir situagoes
mais gerais em que se pode aplicar a solu¢ao encontrada.

Estamos tentando utilizar o modelo das séries de Fourier usando polinomios
em lugar de senkK, cosK.

A primeira hipdtese que vamos fazer arremeda o que foi feito com os po-
linémios trigonométricos, quando impusemos a condicao de ortogonalidade so-
bre os vetores senkK, cosK:

Hipétese 1 Os polinomios que formam a base do espago sejam ortonormais.

Com esta hipétese parte de nossas equagoes lineares acima desaparecem:

b .
0 = j#k
/a Ei(t)Er(t)dt = { 1 o« j=k (3.42)
com esta simplifica¢ao o sistema de equagoes formado pelas derivadas parciais
se reduz a igualdade:

b
a = / FOE()dt (3.43)

e assim chegamos as equagoes semelhantes as que definiram os coeficientes de
Fourier agora como condi¢ao de minimalidade.

Sé nos resta descobrir um conjunto ortonormal de polino-mios, para isto
vamos descrever um método de ortonormalizagao de vetores num espago vetorial
qualquer.

Observagao 15 A série de Fourier é uma solucdo dtima.

Associamos distancia minima com ortogonalidade, partimos da premissa de
que nos interessava uma solugao que minimizasse, do ponto de vista de energia o
erro entre uma amostragem de um fenomeno f e um polinomio Q que desejamos
obter.

O leitor poderia muito bem se perguntar porque na partimos direto da hipétese
de ortogonalidade dos polindmios para escrever a equagao acima como no caso
dos polinémios trigonométricos.

Aparentemente poderiamos comecar exatamente deste ponto, entretanto o
nosso objetivo inicial foi outro: o de minimizar o erro de uma aprorimag¢dao po-
linomial de f, logo tinhamos que estudar as condigoes de minimo como fizemos
acima.

Isto também mostra que as séries de Fourier sa uma solu¢do que minimiza
o erro relativamente a um tipo de vetores escolhidos como base do espaco, os
vetores senkK, cosK.

3.3.2 O método de Gram-Schmidt.
O processo de Gram-Schmidt sé pode ser desenvolvido num espago com produto
escalar e tem uma descrigao simples:

e Considera-se um conjunto conhecido de n vetores linearmente independentes
no espago:
UG, UL, - Uy

e Divide-se o primeiro vetor pelo seu médulo obtendo-se assim
Ug

=
=

um vetor unitario. Faz-se agora ug = e Observe que o espago pode se
reduzir a {0} e nele na ha vetores ortonormais, vamos supor que este na
é o caso, (do contrdrio nada haveria a fazer ).

e Se escolhe agora o segundo vetor linearmente independente do primei-ro, u;
e se subtrai dele a componente na diregao de eg resultando em

uy = up— < U, Ug > U

e ! se divide u; por sua norma para obter um vetor unitario:

uy =

|
e Se itera o processo:

U 1= Up— < U, Uy > Up— < U, Uy > Up

U2
Uy 1= ——
(w2l
e A expressa geral e computacional seria:
k—1
Ug = U — E < U, Uj > Uy
j=0
u
Up = —
[

Observe que com o conceito de atribui¢do se torna desnecessario incluir
mais uma varidvel nas definigoes e assim o conjunto de vetores ortonormais
fica representado com as mesmas letras que incialmente representavam os
vetores da colegao de vetores linearmente independentes dada inicialmente.
A igualdade é uma relagao, serve para produzir sentengas abertas que po-
dem ser falsas ou verdadeiras, enquanto que a atribui¢ao é uma operagao.

1Vamos introduzir formalmente o simbolo @ := F(z) neste livro cujo significado si as seguintes
operagdes matematicas:

1. y = F(x); em que F representa um conjunto de opergdes legais sobre .

2. A atribuigio: fazendo-se agora x = y.

e que chamaremos de atribuigio.



Exemplo 18 Ortonormaliza¢io de vetores.

Vamos ortonormalizar o sequinte conjunto de vetores:

{(1,2,3),(3,1,4),(2,1,1)}
tornado o primeiro unitdrio:

(1,2,3)  (1,2,3) 1
uy = =

[1(1,2,3)] V14 14’

eliminando a componente de uq em us

Uy = us— < Ug, ’U,1>’U,17
2 12 1 2

v fKTTT

(3,1,4) —
7,1 2

=(3,1,4) -
41414

dividindo us por sew mddulo:

—4

= (=

=L

VTN TUV v v i
(T M2 W 5

o Y2 _ 5
2= Tl = AVIT VAV VaviD)

calculando ug

Uz = uz— < Uz, Uy > Up— < Uz, U > Uy =

vt T Ay
22 -
=G5 F

=2.1,1)—

dividindo ug por seu mddulo:
us
Uy 1= =
H“zH
—1

Sl
Sl
Sl

Os tres vetores ortonormais sa:
2 3

(i vir vid

r = (= -4 1
e ﬁm’ff’ff
1 —1

\/_\/_f

u3z =

Os calculos feitos acima mostram que a obtengao dos vetores ortonormais
podem ser bem “envolventes” vamos procurar uma solugao algoritmica para o
caso dos polinomios.

Partimos dos vetores linearmente independentes:

{Eo(x) = 1,&(x) =, & (x) = 22, Eula) = 2™}

para chegar a um conjunto de polinémios ortonormais. Vamos usar a atribui¢ao
para simplificar a linguagem deixando as expresso no ponto de serem implemen-
tadas numa linguagem funcional de computagao, consequentemente os mesmos
simbolos & ira ainda representar os vetores resultantes.

1. passo: Determinagao de &: normalizagao do vetor 1.

b
H1H:/ lde=b—a

logo podemos dividir o vetor 1 por /b — a para garantir que tenha norma
2 1 ou re-definir o produto escalar como fizemos no caso das séries de
Fourier. Vamos adotar a segunda opgao e dividir o produto escalar por
b — a. Portanto
Eo(@) =1
<fg> =42 af f(x)g(z)dx

Nos cdculos que se seguem, escreveremos [ f(z)dz em vez de f: f(z)dz.
2. passo: Determinacao de &;:

Six) = E(2)— < E,E > E(z)
= - < t,E(t) > Eo(x)
x — (52 [tEo(t)dt)E(z) =
z— (1= [tdt)Ey(z) =

_ a+b
2

. &
&= e

= - B
Vg [Ei@)de
_ £

1 —
3 b)a? DR
\/hia[%i(a*;)a‘ ety

que é unitario e ortogonal a &.

2Zse nos restringirmos ao espaco das fungdes continuas no intervalo [a, b] o produto escalar define
uma norma



3. passo: As duas equacdes gerais deste processo iterativo sa:

Slw) = &) - 4Dy <& & > &(x) =
= =TI E() >)E (@) =
= = N e (g (@) =
= aF e JISR R (10)E ()] de)

& = e =

As contas acima descritas sao dificeis de serem levadas & termo exatamente
como se encontram sugeridas. Para calcular com esta “generalidade” um pro-
grama de computagio algébrica rodando num pentium a 100 Mhz levou 10 mi-
nutos para calcular os tres primeiros termos. A solugdo para célculos desta
natureza consiste em escrever o programa com as equagoes gerais como esta
acima, entretanto, rodd-lo com os valores de a, b que interessam na pratica. O
resultado comparativo é: os tres primeiros termos foram consequidos em alguns
sequndos.

Ao mesmo tempo o proprio programa é férmula geral que precisamos e que
pode ser aplicada em qualquer caso particular.

Abaixo vocé tem esta formula-programa em condigdes ser aplicada:

Exemplo 19 Férmula-programa.

u0 := proc(x) 1;end; a:= O;b:= 3; sl :=1;
ul := proc(x) (1/s1)*(x - (1/(b-a))*(b"2 - a"2)/2 );end; s2:=1;
sl:=sqrt( (1/(b-a))*Int(ul(t)"2,t=a..b));sl :=evalf(sl);

Retorne a defini¢ao de uy para que ela volte a ser lida com a nova versa de
S1.

= (1/s2)*proc(x) (1/s2)*(x"2 - (1/(b-a))*int(t"2xul(t),t=a..b)*
ul(x) - (1/(b-a))*int(t~2,t=a..b)); end; s3:=1;

(1/(b-a))*int (ul (t)*u2(t) ,t=a..b);

s2:= sqrt(evalf ((1/(b-a))*int(u2(t)"2,t=a..b))) :s2;

Retorne a defini¢ao de us para que ela volte a ser lida com a nova versa de
S9.

u3 := proc(x) (1/s3)*(x"3 - (1/(b-a))*int (t"3*u2(t),t=a..b)*u2(x) -
(1/(b-a)) *int (t"3%ul(t),t=a..b)*ul(x)
(1/(b-a))*int(t"3,t=a..b)) ; end; s4:=1;

s3:= sqrt(evalf ((1/(b-a))*int(u3(t)"2,t=a..b))):s2;

Retorne a defini¢ao de ug para que ela volte a ser lida com a nova versa de
3.

(1/(b-a))*int (u3(t)*u2(t) ,t=a..b);
(1/(b-a))*int (u3(t)*ul(t),t=a..b);
(1/(b-a))*int (ud(t)*ul(t),t=a..b);
sqrt ((1/(b-a))*int (ud(t)"2,t=a..b));

A férmula pode ser estendida para n operagoes com cépia de blocos que se
encontram claramente demarcados por observagoes escritas no modo terto do
programa de computa¢dao algébrica. Estas observacoes tém dupla finalidade:

1. Marcar os blocos légicos do programa.

2. Relembrar que a operacao de definigao de & deve ser iterada depois que

o coeficiente sy foi calculado com seu valor definitivo. A linha em que
uy, estadefinido pode também ser repetida evitando-se a observagao e o
contacto manual com o programa...

O 1ltimo bloco na listagem anterior representa alguns testes de ortogonali-
dade e um teste da norma do ultimo vetor calculado.

Construimos assim uma familia com n polinoémios ortonormais e exatamente
a semelhanca da aproximacao com polinomios trigonométricos sendo a ultima
equagao 77 os coeficientes de f relativamente aos vetores unitérios & resultando
na igualdade aproximada:

Q@) =Y aru(w) = f(=). (3.44)

Como os vetores ortonormais foram obtidos como condigdo de minimo de
uma funcao, eles minimizam ||f — Q||2 e demonstramos assim:

Teorema | 9 Aprozimagdo com polinémios ortonormais.

Dada wma fung¢ao continua f no intervalo [a,b] as equagoes
Lt
<Jog>=2 [t
a
n
Qx) = E ap€i(x);
b
= [ f(t)cal Ex(t)dt
a
definem um polinomio @ tal que

Q) =Y axéu(x) ~ f(x).
k=0

O polinomio Q € uma solugcao de minimizagio do erro |f — Q.



Estes resultados podem ser postos num quadro mais geral, em nenhum mo-
mento usamos a continuidade da fungdo f na construgao acima, e como ja
sabemos que o espago L2([a,b]) D C([a,b]) entda podemos substituir no teorema
fungao continua por fungao de quadrado integrdvel.

Finalmente, o interesse que se pode ter na construcao que fizemos fica na
busca de um polinémio @ que aproxime uma fun¢ao desconhecida f da qual
temos apenas uma amostragem em um numero finito de pontos do intervalo
la,b]. Estes dados podem ser usados para calcular os coefientes ay,, as projegoes
de f ao longo dos vetores basicos £, com a soma de Riemann :

1 < .
o~ — Z F(z)E(z)) Az (3.45)
em que {f(z1), f(22), -, f(zm)} s& os valores conhecidos de f. Estes cdlculo
sera tanto mais preciso quanto mais densa for amostragem { f(21), f(22), -, f(zm)}

de f.

Observagao 16 Quadrados minimos.

Denominamos com o sub-titulo de quadrados minimos o conteido desta se¢io. Chama-se
de um problema de quadrados minimos a busca de wma fung¢ao continua, em geral um poliné
mio, muitas vezes uma reta, fung¢do do primeiro grau, ou wma fun¢do do sequndo grau, que
minimize a distincia

n
2
> 1f (i — Qi
k=0
Foi isto que conseguimos ao determinar o polinémio Q representando a férmula final
para o valor aprozimado de ay, a discretiza¢ao do método.

Exercicio 5 Aprozimacao por polinémios ortonormais.
1. Polinémios linearmente independentes .

(a) *Enuncie o Teorema fundamental da Algebra.

(b) Mostre que uma colecao crescente de polinomios, sequndo o grau,
€ linearmente independente sobre um intervalo qualquer <= nao
contiver o polindmio constante na nulo.

(c) Estabeleca a relagio entre os dois itens anteriores.
2. Prove que se

{&(x) =1,&

—

=1, (x) =a% - E(x) = 2™}

forem ortonormais enta & ; k > 0 tem pelo menos um zero no intervalo
[a,b] sob consideragdo.

3. (a) Construa um programa que, dados os nimeros

{f(z0), F(z2), -+ f2m), 0, b,m}

30s exercicios marcados com asterfscos si de natuteza tedrica e o leitor deve decidir se lhe
interessa fazé-los sem grandes conséncias caso prefira ignora-los.

produza uma aproximagao polinomial para f. Os nimeros a,b sa os
extremos do intervalo de observagdo e n é o grau da aprorimagdo
polinomial. Teste os resultados graficamente com algumas fungoes
conhecidas.

(b) Faga o programa calcular a norma

1f =3 anéil@)la

k=0

para as mesmas fungoes conhecidas.

* Inclua no programa mencionado acima wma estatistica que mega
o desvio padra enltre os valores conhecidos de f e do polinémio.
Seuw programa deve construir uma tabela de dados para memorizar
a historia de todas as fungoes analizadas que possa ser consultada
como uma op¢ao de menu.

Um livro classico sobre este assunto, [24], tem cerca de 500 pdginas, isto mostra que ne-
cessariamente as proximas paginas sdo uma palida fotografia sobre o assunto.

Os splines sao considerados, por sua origem, Mas como estamos falando de aproximagao
terminariamos por deixar a ideia de que séries de Fourier ou de Taylor seriam métodos
para, por exemplo, enfiar nas calculadoras eletrénicas os valores das fungdes, e isto nao seria
verdadeiro. O método usado é “splines” do qual falaremos agora um pouco e mostraremos
como se pode construir alguns, de modo empirico, apenas para transmitir a idéia.

3.4 Séries numéricas.

3.4.1 Definicoes e exemplos.

As séries de Fourier nos alertaram para existéncia de somas parciais de fun¢oes
que definem sucessoes de fungoes. As sucesso cujo termo geral se apresentam
na forma de somas parciais, se chamam séries.

Definigao 8 Séries numéricas. Seja s uma sucessa e definamos

Sy = i Sk-

k=k,

S € uma nova sucessa chamada de série de termo geral s,, ou série associada a s
. Se s for positiva e seu termo geral serd maior do que o nimero real a > 0 enta
sua série associada crescerd além de qualquer limite sendo portanto diverge
Vemos assim que

Teorema | 10 Condi¢ao necessdria de convergéncia. Se S for a série associada

a sucessao s enta

S € convergente = limy, s, =0

Mas esta condi¢ao na € suficiente, o exemplo sequinte o mostra:



Exemplo 20 A série associada a % A série

gk
| =

e
Il
-

diverge.

S6 poderemos demonstrar com exadiddo este resultado com auzilio dos critérios
de convergéncia que logo estudaremos, portanto esta demonstragdo vai repousar em dados
intuitivos. Tente mostrar que as somas entre duas quaisquer poténcias de 10, sucessivas, por
exemplo, entre 10 e 100, ou entre 100 e 1000, tem o mesmo valor, aprorimadamente. Veja
a sequinte listagem:

inicio ...10
fim ...100
soma = 2.34840926367

inicio ...100
fim ...1000
soma = 2.30709334291

inicio ...1000
fim .
soma = 2.30303517549

log(10)= 2.30258509299

esta listagem de dados sugere que o wvalor comum das somas parciais tomadas entre duas
poténcias de 10, (exluindo sempre a iltima) vale aprozimadamente o nimero 2.30258509299 =
log(10).

Estes experimentos sugerem que o sequinte teorema seja demonstrado:

11 Hipdtese sobre a série de Riemann.

Jont1_q
~ 23
10m

Se este teorema puder ser demonstrado, usando a associatwidade, podemos concluir que

ng—110F+1 1
0721 2 1

L= > > - m(na—ni—1)xlog(10)
1om1 k=n1 j=10k

e assim as somas parciais crescemn aproximadamente com wma progressio aritmética cuja
razio ¢ log(10). A “demonstracao” acima nao chega a ser errada, mas
contém imperfei¢oes técnicas. A técnica adequada para fazer esta demonstrag¢ao
passa pelo uso de desigualdades, majorando as soma para se concluir que as
somas parciais crescem mais do que uma certa progressao aritmética. E'preciso
relembrar o dbvio, o programa que produziu a listagem dados acima, nao pode

demonstrar a divergéncia da série, mas pode sugerir uma hipdtese para ser de-
monstrada formalmente, como fizemos. A notagdo no exemplo acima deve ser
discutida. Na existem somas com um “nimero de termos infinito”. A expressa

NgE
el

=
I

1

representa um limite. Portanto a frase no exemplo deve ser entendida como
“a série na tem limite”. Esta € forma de escrever este limite, mesmo quando
ele na exista, imposto por wma tradi¢ao historica que na vale a pena tentar
corrigir, mesmo porque € comodo. As somas parciais na série do exemplo,
podem ser agrupadas em pacoles associados com as poténcia de 10 e assim se
pode verificar que dentro destes pacotes a soma pode ser minorada pelo valor do
primeiro pacote:

k=
o que mostra que a série cresce indefinidamente e proporcionalmente a este
nimero para cada poténcia de 10. Isto ainda significa que o seu crescimento se
amaina com o passar das poténcia de 10... Seu valor para n = 1000 € 7.47442
e seu valor para n = 2000 € 8.17285 com uma diferenca de 0.6.

Observagao 17 Somas e séries. Na evistem “somas”com um nimero infinito de ter-
mos, alids, veja “infinito”n’outro lugar deste livro, o infinito € wma classe de objetos e nao
um inico objeto. As séries sa uma das maneiras de extender o conceito aritmético soma a
uma familia na finita de objetos. As integrais oferecem outra forma de fazé-lo. No caso das
séries este método se pode descrever simplesmente como um cdlculo de limites, e no caso
das integrais se trata de um “limite”mais envolvido porque a “a cardinalidade”do funil que
conduz a este limite pode ser diferente. A palavra técnica usada em Matemdtica na é “funil”e
sim, filtro, mas a ideia é de um afunilamento numa certa dire¢io que generaliza o conceito
de limite. Séries sa wm tipo de integral, entretanto.

3.4.2 Critérios de convergéncia.

Vamos comegar com um exemplo.

Exemplo 21 As séries geométricas. O cdlculo sequinte nos permite calcular
somas de progressoes geométricas:

(7._1)(T71+Tn—1 +.“+7-+1> :,,,VL+1 1

de onde se conclue que
1
B 7.n+ —1
" b = ———
r—1
Se |r| <1 entalim,(r") = 0 e assim vemos que as séries geométricas associadas
as progressoes geométricas de raza menor que 1 em mdodulo, convergem para
1
1—r




As séries geométricas sa as tnicas que sabemos calcular diretamente. Outras
séries podem ser calculadas indiretamente mas vamos logo ver que as séries
goemétricas desempenham um papel central no estudo das séries. Se uma su-
cessa s for positiva e termo a termo menor que uma série geométrica de razao
menor que 1 em médulo, enta serd convergente porque suas somas parciais sera
menores que as somas parciais da série geométrica. Este teorema ¢ importante
ser apresentado em toda sua generalidade.

Teorema | 12 Teorema de comparaca de

twas tais que

s. Sejam s,t duas sucesso posi-

Vn > n, s, <tp

entd se a série associada a t convergir, também converge a série associada a s.
Se divergir a série associada a s também diverge a série associada a t:

o0
tyk <o0o = Zsk<oo

gk

>
I
>

M2

b
Il
=

k=k,
o

S =00 = z tr = 00
c=k,

o

Vamos introduzir uma simplificacdo na linguagem que é muito corrente.
Dada uma sucessao s passaremos a dizer apenas a “série s” quando quisermos
dizer “a série associada a s”.

Aplicamos o teorema anterior as séries geométricas para compard-las com
outras séries: se uma série s positiva for tal que

s <™y rl <1
enta S, a série s, converge também.

Exercicio 6 *
Desenvolva a série

1
K

NgE

0

E
Il

e compare-a com a série geométrica de razio % para concluir que € uma série

convergente.

Vamos deduzir uma teorema semelhante anterior comparando series com
uma integral. Se uma sucessa s for positiva, as suas somas parciais podem ser
interpretadas como a soma dos retangulos de base 1 e altura s,,.

N 1A C ata 1 q aq 9 Ares N 3 N,,» o 3
Veja o grafico 3.7, nele esta representas a drea Y., sp e [, s(x)dx observe
que a fungao sob sinal de integral ¢ s(z) ¢ a mesma equagao que define a sucessa
s. O gréafico também sugere que s é decrescente, e vamos adotar isto como
hipé6tese do nosso futuro teorema. Finalmente ha duas maneiras de interpretar

comparacao com areas - convergencia de sucessoes.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2 4

0.0 4

A0 |
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

———— area sob uma sucessao proj. para traz
777777 area sob uma sucessao, proj para frente

Figura 3.7: Area associada a uma soma parcial-projecao para traz - projec¢ao para frente.

geometricamente a drea sob a sucessdo, compare os graficos na (fig. 3.7), uma
fornece o valor da soma por maior e a outra oferece o valor da soma por menor.
Compare com as somas parciais:

N N+1
TS
k=1 k=2

Estas duas interpretagoes geométricas nos conduzem a

N+1

N+1 N+1
Z sp < / s(x)dr < Z Sk
k=2 B k=1

Sob a hipétese de que s seja integravel, temos:

stlzz‘skg/ sm)dmgz‘sk:S
k=2 1 k=1

10



que é uma desigualdade da forma
S—s1<I<S (3.46)

em que S representa o limite da série e I o limite da integral. A conclusa ¢ que
S converge sse I converge. Demonstramos assim

13 Teste da integral. Se s for uma fungao decrescente enta floo s(x)dx <

=
00 SS€ Yo S converge e

Exemplo 22 Uma aplicagao do teste da integral. Ja fizemos referéncia ante-
. o~ 1 4 ;- ) 1.

riormente que Y, 1 € divergente, mas que Y 3~ 77 € convergente se p > 1.

Estamos em condig¢oes de demonstrar isto com o teste da integral.

Ni-p 1
1—-p 1-—p
Ni-p 1

1-p p-—1

O limite da tiltima expressa é

~ . P . PR . L.
Conclusao: como a integral acima € finita, entao para todo p > 1 a série

o(p) :
oo
>
kP
converge e portanto o seu valor pode ser calculado com um programa de com-

putador, aproximadamente.
Assim, se p =2 temos:

~ x -2 50000 4
Aledwzl<Zﬁ:Fxl.644934: Z 2
k=1 k=1
ou se p =3 temos:
1 -~ 37000 > 1
- = —dx < — = 1.2020547 < —
2 ~/k:1 3 ; k? ; k3

ou ainda se p =11 temos:

o 1000
01= /

1 1 |
: Wdz < ;; 7T = 10009945 < E A
=1 =1

Sa bons exemplos de resultados para serem testados com um programa de com-
putador para somar termos de uma série. Observe que apenas no primeiro caso
nds conhecemos o valor exato, mas o método para obté-lo nao é o descrito acima
e sim com auzilio das séries de Fourier, como veremos adiante.

Completando uma observacao anterior, dissemos que as unicas séries que sabia-
mos calcular eram as geométricas, vemos agora um meio indireto para calcular
as séries chamadas ®(p) ou ainda chamadas séries de Riemann.

Observagao 18 Sem querer diminuir a importincia do resultado contido no exemplo an-
terior, vejamos que se trata de uma agulha num palheiro e que portanto continua vdlida nossa
observacdo anterior de sabemos calcular apenas as séries geométricas. Nosso objetivo com esta
observacdo ¢é o de reduzir os fatos a sua real significincia: nd interessa por si préprio o cdleulo
do wvalor de uma série, porque isto sé pode ser alcancado em alguns casos particulares. Muito
mais importante, e é este o conteido dos teoremas de comparagio, é poder mostrar que uma
série converge. Sabendo que Y32, sk converge, o seu valor exato é menos importante e pode
ser obtido aprozimadamente por um programa de computador. A arte de calcular séries é bonita
mas nd ¢ cientifica no sentido de que ela na pode produzir resultados efetivos. Entd o que é
cientifico é demonstragio da convergéncia. Os testes de convergéncia por comparagio sugerem
que é preciso ter um estoque grande de séries convergentes. Com as séries geométricas e as
séries B(p) jd podemos admitir que temos um estoque modesto, mas significativo.

Exemplo 23 A divergéncia da série harménica de Riemann. Vamos deduzir
do ja exposto que a série

Nk
el

E
I

€ divergente.
Uma demonstragdao direta usando o teste da integral seria imporssivel porque
nos levaria a discutir a finitude de

dx
T

b—l\g

0 que nos levaria a wm circulo vicioso. O que vamos fazer é completar os dados
imprecisos que apresentamos anteriormente. Modificando o teste da integral

temos:
1]
k

k=n1 il

Uma propriedade da integral da funcao f(x) = % que enunciaremos, (dizendo
apenas que sua demonstragao se pode fazer com alguma asticia a partir da

defini¢ao de integral por aproximagao de somas de Riemann ):

b/a

7/0{1
- T
1

8| &

eS|

a a/b



isto, € dizendo eom outras palavras, que um dos limites de integragdo pode ser
cancelado na integral. Usando esta propriedade temos:

na/(ni+1)

$1-7 - 80
k i T k

k=n, 1 k=n1+1

Se escrevermos agora ni e ny como poténcias sucessivas de 10 concluimos:

1o+t 1 lod 10m1+2
L
E - > —=0C> E
k x
k=10m"1 1 k=10m1+1

e assim os pacotes de somas parciais entre duas poténcias de sucessivas de 10 é
maior do que, (a desigualdade que faltava no exemplo anterior...), a constante

que € o mimero log(10) que jd haviamos achado experimentalmente.

Vamos estudar outro método de andlise da convergéncia de uma série que
analisa o quociente.
Suponhamos que S, = > ,_; s ;s > 0 seja convergente e que possamos
provar que
.Sk
limyb—=reR;r>0
2%
enta as sucessoes s e t tém mesma ordem de grandeza e a convergéncia de

Sn =Y p_y Sk implica na convergéncia de T}, = >_;'_; t;, entretanto na como o
mesmo limite. Demonstramos:

Teorema | 14 Comparagao de séries por quociente. Se os termos gerais Sk, ty
de duas séries tiverem mesma ordem de grandeza, enta a convergéncia de uma
das séries implica a convergéncia da outra.

Mencionamos acima a ordem de grandeza que é um conceito muito importante
e que precisa ser estabelecido detalhadamente:

Definicao 9 Ordem de grandeza.

Mesma ordem de grandeza: Dizemos que duas sucessoes s, t, tém mesma ordem
de grandeza se
. Sk
limp— =r
t
para algum r € R ;r >0

Ordem grandeza inferior: Diremos que a ordem de grandeza de s é menor que
a ordem de grandeza de t se r no limite acima for zero.

Notagao de Landau:Quando duas sucesso tiverem mesma ordem de grandeza,
isto é comumente indicado com a notagdo

s=0(t)

que se lé “s é um grande O de t”, e quando a ordem de grandeza de s for
menor que a de t isto se indica com

s =o(t)

“

que se lé “s € um pequeno o de t”.

Exemplo 24 Ordem de grandeza de sucesso.

Séries ®(p). Dados dois “expoentes’p,q enta
Lo
lim &= = lim — = lm k77
koo k kP k
que serd zero se ¢ < p e serd oo se q > p.

Séries ®(p) II. Se os “expoentes em duas séries ®(p) forem diferentes, suas
ordens de grandeza sera diferentes. Observe que neste caso ambas sera
convergentes se p,q > 1.

Maior e Maior ordem de grandeza. 4 <5 mas 2 < 2 logo 4,5 tém mesma or-
dem de grandeza. 16.000.000.000.000 e 500.000.000 tém também a mesma
ordem de grandeza..., um € o tamanho do roubo de alguns bancos em 1995
e 0 outro o or¢amento minguado da Universidade do Rio Grande... é um
conceito pouco apropriado para tratar com roubos de dinheiros publicos.

O niumero e. Vamos comparar o fatorial com wma poténcia x™ de wm nimero
qualquer:
1,1,2,6,24,120,720, - k! - -

Temos uma sucessa s = k!, o quociente

E k4 1)!
ﬂ #:k+l

Sk k!

portanto é maior do que o quociente

k1

=— =z

tret1

t
das poténcias de um nimero x qualquer a partir de k +1 > x:
k 10! k+1
(k+1)
k! x

=z < k+1>ux,

enta k! é maior do que qualquer progressa geométrica, porque a condi¢io
k+1 > x significa apenas “para grandes valores de k”. Digamos isto de



. Skl o coin qf iom
outra forma: S > @ para qualquer que seja x desde que k seja suficien

temente grande. Consequentemente a razio entre dois termos sucessivos
de s é maior do que qualquer razao geométrica.

Interessa-nos entretanto discutir a ordem de grandeza, o quociente acima
diz que a sucessd k! € maior do que x* para qualquer x a partir de k+1 >
.. Se invertermos as fra¢oes teremos:

1 1
Gt <z <3
k (k+1)
x 1 .

+ 1 < PG < (R 0

1
T <
oy < i <

para qualquer raza x suficientemente grande. Como a iltima fragao tende
a zero, a conclusao € que a primeira também tende a zero, logo se conclue
que a ordem de grandeza de % é menor do que a de qualquer progressa

geométrica:

Uma das consequéncias é:

converge. Tudo que podemos saber € que a série ZEC:O % converge, mas
quanto vale este limite? Pelo simples fato de convergir, define wm nimero,
foi dado a este niimero o nome e, seu valor pode ser calculado aprozima-
damente com qualquer reduzida da série. Qutra série convergente é:

2k

k!

it

. ~ P o0 1
também converge para todo x > 1, porque a progressa geométrica Y ;" =
converge para todo x > 1 e pelo Teorema da comparagao por quociente de
séries.

s e ~
3.5 Séries de fungoes.
O dltimo ezemplo nos oferece um gancho para um novo tépico. A expressa

oo

e St

k=0
define wma funcgao desde que —1 < x < 1, porque esta série geométrica converge para qualquer
x ; |z| < 1. Temos assim wma fungdo:

F:(-1,1) >R (3.47)

F(z) = i z* (3.48)
k=0

€ um novo tipo de func¢do, definida por wma série cujos termos sa fungées. Podemos pensar
num modelo de expressio que generaliza a anterior:

F:(-1,1) >R (3.49)
F(z) =" apa* (3.50)
k=0

em que os termos da série sao multiplicados pelos de uma sucessdo ay ; |ax| < 1. No caso
anterior temos ap = 1, e, € claro, se |ax| < 1 melhoraremos as condi¢oes de convergéncia
podendo, talvez ter um dominio mais ample de valida para a fung¢io F(z) :

F:(-r,r) >R (3.51)
F(z) = (3.52)
com r > 1. O modelo mais genérico seria
F:(-r,r)—>R (3.53)
oo
Fa) = fila), (3.54)
k=0

este modelo, como redigido acima é muito dificil de ser discutido, mas casos particulares dele
podem ser analisados com os dados que jd temos. Por exemplo

F:(-r,r)—R (3.55)
o Lk
F(z) = Z o (3.56)
k=0
o modelo este que € do tipo
F:(-rr)—R (3.57)
oo
F(z) =Y apa®, (3.58)
k=0

e vai ser analisado na prézima se¢ao.

3.5.1 Séries de poténcias.

Definigao 10 Série de poténcias.

F:(-rr)—R (3.59)
F(z) = i apt. (3.60)
k=0

em que r é o maior nimero real positivo tal que se |x| < r a série que define
F ¢é convergente. O intervalo (—r,7) se chama “disco de convergéncia”da série
de poténcias F e o niumero r € o seu “raio de convergéncia”.



As denominagoes disco, raio se devem ao fato de que estas fun¢oes se encon-
tram naturalmente definidas para os nimeros complexos que definem um plano
e onde “disco e raio”tem um sentido mais “natural”. No caso

F:(-rr)—R
k

F(z) = Z %,
k=0 "

o raio de convergéncia é oo porque, como jé analisamos, ; o(:vk), quer dizer
que os termos desta série satisfazem & condigao necessaria, mas nao suficiente
de convergéncia, (meio caminho andado).

Vamos ver que o raio de convergéncia depende do comportamento assintético
dos coeficientes ay. Facilmente se vé que se eles forem constantes enta o raio de
convergéncia sera 1 porque

fe <] o0
Z Az = AZ z*,
k=0 k=0

< 1 porque enta os limites envolvidos

céleulo que s6 é possivel fazer se |
existem.

Observagao 19 Coeficientes limitados. Se usarmos uma sucessio de coeficientes que
seja limitada, nao existe praticamente nenhuma diferenca com a constante A usada acima.
Uma sucessao que convirja para A, representa o nimero real A. Isto mostra que existe uma
grande quantidade de sucessées diferentes que podemos usar como coeficientes para produzir
pelo menos funcgoes

F:(-1,1)>R (3.61)
F(z) = Z apa®, (3.62)
k=0

Veremos que se uma sucessdo definir o nimero zero, e hd muitas e com ordem grandeza
distintas, o resultado serd um acréscimo no dominio de F. Eeste rumo que 0s nossos prozimos
cdlculos vao tomar.

Os seguintes calculos nos conduzem a uma conclusao:

apa® = (3.63)

i

(Yagz)* (3.64)

o

-
Il
o

converge se assintéticamente®

Yarllz] <1 (3.65)

4quer dizer, se uma quantidade finita de termos desobedecer a regra, a regra ainda é obe-
cida, ou ainda, estatisticamente falando a regra vale. Também a sucessao aj, dos coeficientes
nao precisa ter limite, ela pode ser divergente.

o que é suficiente se

limsup,, {/|ax| =7 (3.66)
<l= 1 P (3.67)

lim sup),

z k
que expressa assim a relagao entre o tamanho maximo do médulo de = para
que se tenha convergéncia em funcao de uma limitagao assintética de {/|ax|. O
ndimero 7 em nosso exemplo inicial era 1 e correspondia até mesmo a sucessoes
de coeficientes limitados. Agora obtivemos a férmula

1
re=—
limsup,, {/|ax|

Ta menor seja a limitagdo assintdtica de {/|ax| ta maior pode ser o raio de
convergéncia que limita o valor de z. Sa inversamente proporcionais. Como
queremos expressar sob forma de um raio de convergéncia esta relagao, vamos
usar o inverso do valor assintético de

1
lz| <==p
T

para designar o raio de convergeéncia:
1
= =
limsupy, {/|a]

¢ o raio de convergéncia da série de poténcias:

> apat. (3.68)
k=0

Demonstramos assim o teorema:

15 Lema de Abel. Consideremos a série de poténcias
oo
Z akx}‘".

k=0

— 1 R ;
Se lz| < p= Tmsupy Var enta a série converge absolutamente e uniformemente

sobre qualquer disco de raio p' < p. Nada se pode dizer quando |

As séries de poténcias definem assim uma fungao no seu disco de convergéncia.

A parte de ser o Lema de Abel uma ferramenta importante uma vez que
ele determina o dominio, o disco, de convergéncia de uma série de poténcias,
ele fundamenta uma ideia que serd usada com grande frequéncia: temos duas
sucesso, ay, e z¥, a sequnda converge naturalmente quando |z| < 1 mas o produto
das duas pode convergir num conjunto mais amplo se a sucessa multiplicadora ay,
for suficientemente pequena. Em suma a ideia é que uma sucessa multiplicadora
pode melhorar, ou piorar, a convergéncia de outra. Vamos fazer uso direto deste
método para dar uma resposta razoavel para o problema que deixamos aberto
sobre as séries de Fourier, é o que faremos em seguida.



3.6 Generalizagoes.

Na primeira parte desta secao vamos tratar de uma generalizagao natural dos
espagos de funcoes que discutimos e inclusive das desigualdades de Cauchy-
Schwartz e triangular. Na parte final vamos aprofundar a discussa sobre con-
vergéncia de séries com que terminaremos este capitulo.

3.6.1 Espacos de funcgoes.

Vamos relatar rapidamente alguns resultados que generalizam as desigualda-
des de Cauchy-Schwartz e a desigualdade triangular. A primeira generalizacao
¢ da desigualdade de Cauchy-Schwartz pois é com esta nova expressa que se
pode obter a seguinte de maneira parecido como foi feito no pardgrafo anterior.
Repetindo a desigualdade de Cauchy-Schwartz:

[<fig><V<g9>V< [ f> (3.69)

sabemos que ela pode ser escrita como

< fig>1<llgllllf]]2 (3.70)

em que 2 é o indice da raiz, de tal modo que % + % = 1. Se agora escolhermos
dois niimeros positivos cuja soma seja também 1 um resultado andlogo pode ser
obtido:

16 Desigualdade de Holder Se p,q forem nimeros positivos tais que
1,1 _
1 o4+5=1
2. fe LP([0,27]) , g€ L£[0,27])

enta
| < fig>|<Y<gg>V<f.f>

Se escolhermos o par (p,q) = (2,2) retornaremos a desigualdade de Cauchy-
Schwarz, portanto, se a desigualdde de Holder for verdadeira, e ¢, ver [21, pag.
230, desig. de Holder para sucessoes] ela é generalizacao da desigualdade de
Cauchy-Schwarz. Em um certo sentido, e na demonstragio isto ¢ usado, a
desigualdade de Holder contém o significado das médias ponderadas, p,q se
compensam sob a condicio * 4 }1 =1.

Esta desigualdade posta em termos das integrais que definem <, > se escreve
ainda

27
|<f-,g>\:U flz)g()de <

< \/ / " fapds \/ / 7 gayada

Observagao 20 A auséncia de produto escalar nos espagos de Lebesgue L£P([a,b]).

Entretanto, o simbulo | < f,g > | ndo representa um produoto escalar porque nos espagos
LP([a, b)) que generalizam o espago L2 ([a,b]) ndo hd produto escalar e consequentemente eles
tem uma geometria diferente da geometria euclidiana.

Com a desigualdade de Holder se pode demontrar a desigualdade triangular,
(desigualdade de Minkowski):

17 Desigualdade de Minkwoski.
[1f + glle < 111l + llgllp-
As mesmas desigualdades se podem enunciar e provar para espagos de sucesso:

18 Desigualdade de Holder para sucesso. Se p,q forem nimeros

positivos e s,t duas sucesso tais que
1 1_
1 o+,=1
2. s€lP(N), teliy(N)

enta

o

|<s,t>|=> sptr < (3.71)
k=0

(3.72)

e a desigualdade de Minkowski:

19 Desigualdade de Minkwoski. Se s,t forem sucesso enta

lls + tllp < llsllp + [[£llp-

Observe que a desigualdade de Minkowski € a desigualdade triangular gene-
ralizada. As demonstragoes das destas desigualdades podem ser encontradas
em [21, parte 2, pag 230, exerc. 4], a leitura do capitulo 9 de [21], onde se
encontram estas demonstragoes das desigualdades de Holder e Minkowski, é re-
comendado para quem quiser ter uma ideia mais ampla do que discutimos aqui
e ¢ relativamente independente dos demais capitulos do mesmo livro.

3.6.2 Convergéncia condicional.

Na discutimos em nenhum momento a convergéncia de uma série

Z Sk (3.73)
k=0

quando s na fosse positiva. Ficou sempre implicito que estavamos tratando de
séries de termos positivos. Vamos agora discutir a convergéncia de uma série
qualquer. Infelizmente o tinico resultado seguro que temos é o seguinte:



20 da convergéncia absoluta. Se >~ |sk| convergir entd > 5o sk

converge.
: B consequéncia direta da desigualdade triangular aplicada as somas parciais:
n n
[ skl <> skl
k=0 k=0

portanto se a soma, em valor absoluto, for convergente, por um dos critérios de convergéncia
de séries, qual? a série

converge.

Este teorema mostra, portanto, como foi importante estudar as séries posi-
tivas porque delas sai tudo que podemos dizer de forma geral sobre as outras.
Quando o Teorema da convergéncia absoluta falha, a série ainda pode convergir,
como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 25 Convergéncia de séries.

1. A série harmonica: A série harmonica Y5, & € divergente. Com o teste

da integral se verifica que suas somas parciais sa compardveis a integral

n
—dx =1
/1 IT n(n)

i0s vocé ird encontrar outros resultados semelhan

nos exerci

; p —1* . .
2. A série alternada: ZZ’;U (T) converge para um numero prozimo de 0.7

3. _e séries de Poténcias: Os termos da série alternada podem definir uma
série de poténcias com raio de convergéncia 1

)" _ 10

1
ap=1=f0); a1 =—==f(0); -+ ; ap, = —— N
0 f ( ) 1 2 f ( ) n n+1 Tl ’
O problema se encontra em descobrir uma fungao que tenha estas deriva-
das na origem. A funcio f(z) = T%rl ajuda o inicio da procura, porque
suas derivadas se alternam de sinal. Temos

J@) = ks J'0) =~ 5 1) =
f(")(:z:):% S
flay=1—az+a—a*+ - +(=)"a"+--- ;

_2
17

Integrando f vamos encontrar uma fungdo interessante:
F(x) = [y f()dt = [ gpdt = In(z+1) =

P P O )1
F)=1-4+%+- +(-1)"t+..-=8

que ¢ valor procurado da série alternada, S = In(2) ~ 0.7.

4. limitagdo do Lema de Abel: O lema de Abel garante a convergéncia de
uma série de poténcias apenas dentro do disco de convergéncia, quando
lz| < p em que p € raio de convergéncia. Aquilz|=1= p.

5. Associatividade: Veja que, se N for par:

ZN (=nk _ N—1(17 Ly =
k=1"k  2ek=1\%k T "yi/) —
_ EN/Z 1 NN/20
- k=1 2k+1 k=1 2k *

entretanto na podemos aplicar limite na sequnda linha de equagoes porque
teriamos duas séries divergentes as quais na se aplicaria o teorema da
soma de limites. Na vale a associatividade generalizada para as séries que
na convirjam absolutamente.

Resta saber se os cdlculos que fizemos acima, calculando integrais de uma série,
tem alguma validade. Numéricamente eles se justificam, calculando a série al-
ternada com um programa de computador o valor que se encontra é In(2), enta
a prdtica for¢a a teoria. Algumas ligoes se devem tirar deste exemplo, uma delas
€ que precisamos justificar a convergéncia de séries cuja convergéncia absoluta
na se da. Outro € que o Lema de Abel estd com sua redagao precisa: uma série
de poténicias converge com certeza no disco de convergéncia determinado pelo
raio de convergéncia, entretanto pode se dar convergéncia ou na, em cima da
fronteira do disco.

Este exemplo justifica a criagao do termo convergéncia condicional:

Definigao 11 Convergéncia condicional. Dizemos que

-
> sk
k=0

€ condicionalmente convergente se for convergente mas na absolutamente con-
vergente.

Observagéo 21 Convergéncia condicional em oposi¢do a convergéncia absoluta.

O termo convergéncia condicional, do ponto vocabular, é péssimo wma vez que nd traduz
corretamente a oposi¢do a convergéncia absoluta.

Veja o ltimo exemplo acima, ele mostra que na vale a associatividade generalizada
quando uma série nda convergir absolutamente. Tais séries convergem dependendo do arranjo
dos seus termos (negando-se assim a propriedade associativa para séries), como dependem
do arranjo dos termos, convergem condicionalmente.

Eesta a razi do nome, mas como tantos outro termos que se agregaram ao linguajar
matemdtico, este ficou consagrado pelo uso.

E muito dificil verificar diretamente se uma série é convergente. Em geral se
consegue o resultado indiretamente usando-se algum série de Taylor, é a ideia
contida no acima, multiplicando-se os termos s por ¥ temos um meio para

discutir a convergéncia de
oo

Zskl’k

k=0



com auxilio do Lema de Abel e de onde se pode deduzir a convergéncia de uma
série numérica particular

oo
E S)CTk
k=0

em que 7 é um valor particular dado a x dentro do raio de convergéncia da série
de poténcias. Mas é preciso chamar a atengao do leitor que o método é artesanal,
sem nenhum preconceito contra o artesanato, é preciso salientar entretanto a
falta de método claro e geral.

Exercicio 7 1. Verifique que se a > 1 entd {/a — 1. Consequentemente se

. Qual € o raio de convergéncia da série de Taylor de f(x)

numa série de poténcia os coeficientes convergirem para a > 1 enta o seu
raio de convergéncia serd p = 1.

Verifique que se 0 < a < 1 na questdo anterior, a conclusa é a mesma.
Enuncie o resultado geral.

z+1

. Encontre a série de Taylor de f(x) = & desenvolvida no ponto a # —3.

z+3
Calcule o seu raio de convergéncia.

= % no ponto

z=b+#a.

. Encontre as séries de Taylor de sen e de cos num ponto x = a qualquer e

calcule os seus respectivos raios de convergéncia.

(a) Encontre a série de Fourier de

oy | cos(x) < oz (0,7
flo) = { —cos(x) <« wel[-m0 (3.74)
(b) Calcule Y77, (41\?—71)3
. Considere a funcao de periédo 27 definida por
_ cos(x) <= ze|-mm
fla) = { estensa periddica < x ¢ [—m, 7 (3.75)

Calcule a sua série de Fourier de f

. Qual € a comparacdo de ordem de grandeza entre n e log(n)? Determine

os limtes:
lim—"—  lim log(n)
n log(n) n n

L Seun =0, %, converge u, ?

1

1

0.

1.

Escreva a série de Taylor de f(x) = In(x + 1) no ponto x =0 e calcule o
seu raio de convergéncia. Como In(2) < oo verifique que o Lema de Abel
tem sua redagao correta e conclua que série

< 1)k
Z(k>

k=1

converge.

(a) Verifique que > 5o % é divergente.

(b) Sew, =372, %, u € uma sucessa convergente ou divergente?

k
(c) Seu, = >, (7161) , u € uma sucessa convergente ou divergente?
Se convergente qual o seu limite?
(d) constante, ~, de BEuler: Verifique se Y,_; + — In(n) converge ou
diverge.

12. Calcule limsupu e liminfu com u, = > j_,(=1)*. Eziste lim(u) ?

13. Considere a sucessa de fungoes f,(z) =

1.

15.

r

nx
nw+1°

(a) convergéncia de fungoes: Faga alguns grificos dos elementos dessa
sucessa.

(b) convergéncia pontual: Verifique que ¥n f,(0) = 0.

(¢) convergéncia pontual: Calcule o limite no intervalo [a,b] ;a,b > 0
e discuta a sequinte conclusa: a sucessa de fungoes converge para a
funcao constante 1.

(d) convergéncia pontual: Como resolver o problema da convergéncia no
ponto x = 0. Esta era a dor de cabe¢a de Du Bois-Reymond com
respeito a convergéncia das séries de Fourier...

(e) convergéncia em integral: Calcule A, = ful fu(2)dx e verifique a con-

vergéncia desta sucessa. Compare com o nimero A = {01 ldx. Serd
que poderiamos dizer que ||fn, — f||1 — 0 para alguma fungdo f?

(a) Estude a convergéncia, em integral, se for possivel, de

TLZ.Z‘

fulz) = c € (0,1]

—_—
nd3z? + 1
(b) Estude a convergéncia ponto a ponto da sucessa de fungées acima.
(a) Estude a convergéncia, em integral, se for possivel, de

n’z
ndz? +1

fu(z) z € (a,1]

em que 0 < a<1.



16.

17.

18.

19.

20.

O nicleo de Dirichlet: Considere a sucessa de fungoes f,,(x) =

(b) Estude a convergéncia ponto a ponto da sucessa de fungdes acima.

Determine uma uma formula para os termos da série de poténcias

@)=Y st
k=0

de modo que xf “ +f° —f =0 com f(0) =1 e verifique assim que f
resolve a equagao diferencial, (solugdo particular).

Estude a ordem de grandeza de x e de In(x) na origem, e determine o
valor da integral fol In(z)dx

sen(z)

- —dx existe.

Mostre geometricamente que Lll
Calcule o limite limy, f,,(0) com fn(z) = %an) e mostre que Lll %dm
eziste.  Calcule um valor aprorimado para esta integral, possivelmente
usando uma integra¢ao por partes primeiro.

sen(na)
=

(a) Faga alguns grdficos dos elementos dessa sucessa.

(b) Verifique que f,(0) diverge mas que fil SE"L—"I)dz converge. Estude
a possibilidade de uma fungao f tal que

sen(nz)
_

fulz) = f.

T

(¢) Calcule A, = fol fu(z)p(x)dx para alguns exemplos de funcoes, (¢
polinomial ... | ), e tente deduzir o que aconteceria em geral com A,,.



Capitulo 4

Aplicacoes

Cada um dos assuntos tratados nesta secao poderia sozinho preencher um livro, de forma
que vocé deve consideréd-la como um breve passeio sobre o que existe para ser estudado. B
uma tentativa de agucar sua curiosidade e motivéa-lo para seguir se aprofundando conosco
nas técnicas auxiliares que vamos estudar nos capitulos seguintes. Algumas vezes voltaremos
a fazer referéncia ao material aqui apresentado como demonstragio de de que as pegas do
plano tem todas ligacao entre elas. O tamanho da letra, como sempre, indica a importancia
relativa do assunto, vocépode saltar esta secao e deixar para lé-la posteriormente.

4.1 As séries de Fourier.

De acordo com os resultados que vocé conseguiu nos exercicios acima, podemos
repetir a afirmagdao de Joseph Fourier feita no artigo apresentado a Academia
Francesa de Ciéncias, em 1807: “ uma funcao qualquer periédica f pode ser
escrita como combinagao linear das fungoes senK , cosK”:

flz) = % + i apcos(kx) + bsen(kz). (4.1)
k=1

Embora isto seja uma verdade, num sentido que Fourier mal podia imaginar
em sua época, em 1873, Paul Du Bois-Reymond construiu um ezemplo de fun¢ao
continua cuja série de Fourier divergia em um determinado ponto. Se as séries
de Fourier jd tinham sido mal recebidas em 1807 pelos académicos franceses, a
descoberta de Du Bois-Reymond tornou a questao mais aquecida porque na havia
diividas sobre a sua real importancia, o problema era entender o que significava
“convergéncia”destas séries. Se pode dizer que os matemdticos s consequiram
entender claramente este tipo de convergéncia no inicio do presente século, cerca
de 200 anos depois que os primeiros matemdaticos iniciaram a calcular com séries
trigonométricas, (Euler e alguns dos Bernoulli bem antes de Fourier).

Vamos discutir com maiores detalhes qual o significado da convergéncia re-
presentada por estas séries no proximo capitulo, entretanto vejamos logo qual é
ideia intuitiva e geométrica que se encontra por traz desta convergéncia.
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Para que vocé tenha uma ideia dos grdficos que vocé pode ver, inclusive al-
terando para obter outros relativos a fungdes que vocé mesmo escolha, veja os
grdficos (fig. 3.5), (fig. 3.6), que se encontram as pdginas 80,81. Neles vocé
tem os grdficos conjuntos da funcdo identidade f(x) = x e do polinémio tri-
gonométrico P,(f) para n € {5,10}. Os polinémios trigonoméltricos descrevem
fenomenos oscilatdrios como veremos em seguida, entdao P, (f) “oscila”em torno
de f. E isto que destroi a “convergéncia”num sentido comum e mais intuitivo
e que foi contestado no exemplo de Du Bois-Reymond, entretanto do ponto de
vista da energia contida em f, ou mais exatamente no fenomeno modelado por
f. a aproximagao € excelente. A energia estd representada pela integral de f e
agora sim: a integral de P, (f) se aproxima muito da integral de f no intervalo
[, 7]:

2 P27
[ rnwie— [ s (1.2)
0 0

Polinémios trigonométricos sao aproximagao de fungoes periddicas ou entdo
de uma fung¢ao, mas apenas sobre um intervalo em que ela é considerada como
restricao de um func¢do periddica, mas do ponto de vista da da quantidade de
fenémeno, ou ainda, a integral de f é bem aprozimada pela integral de P, (f).

E preciso abrir uma ressalva: na estamos apresentando polinémios trigo-
nométricos como um método para calcular integrais aproxzimadamente.

Vamos agora descrever algumas situagoes em que se aproximam fungoes com
o método de Fourier ou que estas séries encontram aplicagao.

4.2 FenOomenos vibratoérios, a musica.

A motivacdo que os nossos antepassados do século 18, Joseph Fourier (1768-
1830), Leonard Euler (1707-1783), Daniel Bernoul-li (1700-1782) entre muitos
outros, para chegar aos polindmios trigono-métricos ou as séries trigonométricas,
foi o comportamento periddico destas fungoes que serviriam para reproduzir par-
cialmente alguns fen6-menos vibratorios, cordas vibrantes, possivelmente devido
a enorme influéncia musical da época em que viveram, ou de elasticidade, que
eles logo descobriram que continham aspectos de periodicidade. Os aspectos de
periodicidade, eles logo viram, seriam as componentes harmonicas, e portanto
a presenca dos vetores senK,cosK ; K € {0,1,---} nestes fenomenos. Vocé
pode consultar esta histéria em livros sobre equacgoes diferenciais ordindarias, por
exemplo [22], de onde tiramos muitas das informagoes biograficas aqui contidas.

Vem desta aplicagao a denominacdo de frequéncia para o nimero inteiro
k que multiplica o parametro angular em axcos(kz) e bxsen(kz). Também pela
mesma razao se estabeleceu o nome de amplitude para os coeficientes ax e bi.
Quando se vai analisar sinais, por exemplo, estes niimeros inteiros sao estudados
na ordem do milhar, pelo menos, representando kHz ou mHz, ver [3, cap 1] sobre
o assunto.



4.3 As comunicagoes.

Depois vieram os fendmenos eletromagnéticos, novamen-te cheios de compo-
nentes periddicas e em seguida as comunicacoes que sem divida susbstituiram
a musica do século 18 como motivacao social concreta nos estudos de muitos
cientistas. Nas comunicagoes os polindomios trigonométricos tiveram o seu prin-
cipal reino. Um sinal eletromagnético podia ser modificado por um som e depois
recapturado e ao ser reproduzido se podia recuperar o som que o modificara,
nascia um método para transmitir dados:

Um sinal eletromagético ¢ uma portadora que se deforma, por exemplo, com o
som da voz. Esta portadora deformada é capturada e analisada por um de-
codificador programado com o mesmo método utilizado na deformagao ini-
cial, fazendo enta a operagao inversa, reproduz aprozimadamente o som de
voz transmitido. O método de codificacao-decodificagao era substanciamente
o das séries de Fourier.

Se decompunham sinais eletromagnéticos modificados por sons e se transmi-
tiam as suas componentes que depois seriam usadas no formato

“ n
g(x) = 50 + ;akcosK(z) + brpsenkK (x)

em que n é capacidade de precisa do sistema, para recompor uma apro-
zimag¢ao do som inicial.

Observagao 22 Compactagdo de dados.

Segundo Gilbert Strang, em um artigo publicado no Bulletin of American Mathe-
matical Society, este é um primeiro ezemplo de compactacao de dados, uma funcao,
que afinal € isto que é um som, € um objeto que tem uma quantidade infinita na enu-
merdavel de componentes, informagoes, que podem ser compactadas aprorimadamente,
com perda de parte das informagdes em um nimero finito de dados, num polinémio
trigonométrico, ou ser compactada exatamente numa quantidade enumerdvel de dados,
numa série trigonométrica.

Um dos problemas, e sempre foram os problemas que produziram o avango
tecnoldgico, junto com os sons vinham ruidos, que é o nome dado aos sons in-
desejdveis que chegam junto com sinal que se recupera e que se devem a muitos
fatores. A filtragem dos ruidos criou esta imensa ciéncia em volta das trans-
formagoes trigonométricas, envolvendo pesquisa em fisica, matematica, quimica,
ciéncias dos materiais e mais recentemente a informéatica que veiu modificar este
conjunto cientifico permitindo que a velocidade no processamento dos dados per-
mitissem novas experiéncias.

Podemos considerar a transmissa de informagoes como a principal aplicagao
das transformacoes trigonométricas, polindmios trigonométricos, claro, ela se
encontra por traz da medicina, tomografia, da comunicagoes, das ciéncias espa-
ciais, enfim onde se precise transmitir e analisar dados. Ver a respeito [11, cap
1].

4.4 Compactacao de dados.

As aplicagoes que mencionamos acima sa muito especifi-cas para serem trata-
das neste livro assim como esta de que agora falaremos para complementar a
mengao feita anteriormente. Todos sa assuntos que tem vida prépria e discuti-los
necessita de livros em separado.

Falamos de compacta¢ao de dados ao falarmos de transmissa de informacgoes,
citando uma observagao de Strang. Este é um problema muito atual quando a
quantidade de informagoes existentes crescem em volumes absurdos e devem ser
estocadas ocupando espago. Pior do que simplesmente estocar a informacao é
retransmiti-la porque toma tempo proporcional ao tamanho da informacao no
ato de transmissa.

Enta, seja para estocar ou para transmitir, ¢ vital um método de com-
pactagao. As séries de Fourier representam uma forma violenta de compactagao
de dados de modo exato. Na pratica podem ser usadas quando se puder desco-
brir uma lei de formagao algébrica para os coeficientes, e neste caso, em geral
extremamente casual, se tem uma nova compactacao violenta de dados... veja
o exercicio abaixo.

Exercicio 8 Polinomios trigonométricos.

1. Calcule os coeficientes de Fourier da fungdo f(x) = x definida no intervalo
[, 7], quer dizer que ele se estende por periodicidade para R a partir da
defini¢ao neste intervalo. O produto escalar 1.8 ¢ feito com wma integral
sobre este intervalo.

2. Calcule exatamente os coeficientes de Fourier de f(x) = x definida no
intervalo [—m, 7.

8. Calcule exatamente os coeficientes de Fourier de f(x) = z definida no
intervalo [0,27]. Rode o programa Fourier e se convenga de que tem que
ser diferentes dos coeficientes de Fourier de f no intervalo [—m, .

A wverdade € outra, aprozimar f(x) = x no intervalo [—m,x] significa aprozimar uma

fungdo dente de serra que assume valores negativos e positvos simétricos em torno de um

ponto. Aprozimar f(z) = x no intervalo [0,2n] significa aprzozimar uma outra fungio

dente de serra que é

mpre positiva. Esta sequnda funcdo nem é par, nem é impar, e

cor te tem comp tes tanto na direcio dos vetores senK como na di

do vetor cos.

O conteitudo do exercicio anterior tem que ser entendido nas suas reais
limitagoes, nem toda funcao tem coeficientes de Fourier passiveis de serem es-
. 2(71)71*#] L, .
critos como =———, como ¢é o caso de f(x) = x no intervalo [, 7], que se
compoe de 12 caracteres, (ou um pouco mais ou um pouco menos de 12 carac-
teres, dependendo da sintaze da comunicagdo a ser usada). A série de Fourier
de f é uma série de senos, os coeficientes da forma acima sa os coeficientes de
senK na série de Fourier de f(x) = z sobre o intervalo [—m,pi]. Mas serve
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Figura 4.1: gréfico da pardbola @ +— %(2? — & — 2) aproximada por um polinémio trigo-

2
nométrico, no intervalo [—m,n].

como exemplo da existéncia da possibilidade de compacta¢ao de uma quanti-
dade infinita de informagoes com um nimero finito de dados. Abaixo vocé tem
os dois gréficos, da fungao f(z) =z e do polinémio trigonométrico com 18 ter-
mos, n € {0,---,17}, obtido com os coeficientes de Fourier de f. Compare com
o outro obtido paginas atraz com 10 coeficientes. Vocé poderd fazer diversos
gréificos como estes usando alguma modificagao de FourierX.

4.5 Equagoes diferenciais.

Se vocé nunca estudou equagoes diferenciais, leia agora a introducao de um
algum livro a respeito, ou leia o conteudo desta se¢ao usando o maximo de
sua intui¢do. Alternativamente, deixe a leitura deste pardgrafo para quando
estiver estudando o assunto. O texto tenta lhe oferecer a idéia sobre equagoes

diferenciais na sua forma mais intuitiva.

Uma forma compacta de descrever um fenémeno que contenha algum tipo
de movimento ou dinamica, consiste em sintetizar as relagoes que existam entre
suas distintas taxas de variacao: de ordem zero, de ordem 1, de ordem 2 etc...

Exemplo 26 Um péndulo.
O movimento dum péndulo se descreve aproximadamente por uma equagao
do tipo
16+ k0 + 6 = f(6) (4.3)

em que I € o momento de inercia do péndulo, k é uma constante de amor-
tecimento, ¢ € uma constante vinda da gravidade terrestre e f é a func¢do que
descreve a energia fornecida ao péndulo. Por exemplo, se [ representar uma
forma de anular o efeito da gravidade e do atrito, a equacao do péndulo, a
equagao ficaria:

I6=0 (4.4)

Vamos considerar uma equagao com o formato da equacao do péndulo e
encontrar-lhe a solu¢ao como exemplo de uso da teoria das séries de Fourier.

Exemplo 27 Solugdo aprozimada de uma equagao diferencial.
Consideremos a equagdao diferencial de sequnda ordem:

Af" +Bf +Cf =g (4.5)

Se supusermos, de acordo com Fourier, que todas as fun¢oes se podem escre-
ver como combinacao linear, possivelmente infinita, de senk e cosk com k € N
entdo podemos considerar uma solugao aproximada representada pelo polinémio
trigonométrico:

flx) = (%0 + . aycos(kx) + bysen(kz). (4.6)
k=1

e o conteido da equagao diferencial implica em que calculemos as derivadas de

primeira e sequnda ordem de f multiplicando-as pelas constantes B e A,respectivamente,

enquanto que devemos multiplicar f por C':

C-flz) = C[Z apcos(kz) + bsen(kzx)) (4.7)
k=1

B-fl(x) = B[Z “+kbycos(kz) — kapsen(kx)) (4.8)
k=0

A-f"(z) = A[Z —k2agcos(kx) — k*bysen(kz)] (4.9)
k=0



e somando todas estas equagoes temos:

A-f'(@)+ B f(2) +C- f(z) = (4.10)
-y [(C — AK?)ay, + Blbi]cos(kz) + [(C — Ak*)by — Bkay]sen(kr) =4.11)
k=0

2
NgE

agcos(kx) + Prpsen(kx) = g(x) (4.12)

k=0

A segunda equagao do bloco anterior é um polindmio trigonométrico cujos
coeficientes envolvem as constantes A, B,C' e os coeficientes “desconhecidos”de
f. Como a funcao g é dada, podemos calcular-lhe os coeficientes de Fourier
com a formula 1.8 e estabelecer uma igualdade termo a termo da qual podemos
tirar os sucessivos valores de ay e de by e assim recompor f. A dltima “igual-
dade”tem que ser “aproxzimada’uma vez que g € um valor exato enquanto que
na linha anterior se encontra uwma aproximac¢ao da solucao. Entretanto, para
manter a compatibilidade com a soma de n termos da linha do meio, teremos
que considerar apenas:

an &
g(z) ~ o ;akws(kx) + Brsen(kx).

Igualando termo a termo termo, chamando de «y e (B 0s coeficientes de
cosk e senk no polindmio trigonométrico de g, temos:

(C = Ak?)ay+ Bkby, = ay (4.13)
—Bkap+ (C — AK)b, = B (4.14)

Pela regra de Cramer os valores dos coeficientes de Fourier de f sdo:

A= (C - Ak*)?* + B%k? (4.15)
_ 2) _
oo = 2O =A%) - Bl (416)
_ 2
by = Br(C AZ) + oy Bk (4.17)

Rodando o programa em MapleV que se encontra listado abaizo vocé po-
derd produzir a solug¢ao grdfica desta equagao com 10 coeficientes, ou alterar os
pardametro para conseguir uma solugao mais apr wda. O programa, talvez
melhor, o script produz os grdficos de g, de Pio(g), da solugio aprozimada H e
de A-H" + B-H'+ C - H, feitas simultaneamente para evidenciar a precisio:
o erro nao ’e visivel no grdfico, mas existe, obviamente.

O codigo fonte em Maple que resolve aprozimadamente esta equagdio dife-
rencial é:

Nao lhe apresentamos o grifico feito em MapleV porque nao possuimos wma
licen¢a para rodar este programa. MapleV é um pacote comercial.

Nos capitulo 2 e 3 vamos discutir a solucao das equagoes diferenciais, mas o
exemplo acima mostra que os polindmios trigonomé-tricos junto com métodos
computacionais sao um instrumento eficaz para obter solugoes aproximadas de
equagoes diferenciais lineares ordindrias a coeficientes constantes.

Exercicio 9 Solucao aprozimada de equagoes diferenciais.

1. Complete um dos programas FourierX para resolver uma equagao diferen-
cial de sequnda ordem calculando os coeficientes de Fourier da solugdo.

IS

. Inclua no programa o grdfico da solugao.

3

. Inclua no programa o grdfico de P(D)h em que h € solugdo encontrada.

4. Resolva outras equagoes diferenciais lineares usando o método.

4.6 Tabelas diversas

Abaixo vocé encontra uma pequena tabela de transformdas discretas de Fourier.
fungdes 2 —periddicas definidas em [—7, ]
Funges definidas por um par de equagdes, cada equagio vale num dos sub-intervalos: [, 0], [0, 7]
nesta ordem.

fungao iy an b

z 0 0 —pcealnm)

2 217 qLoslpm) 0

0 0 T (2

2%z S+ 3% | s (2mcos(nm) + cos(nm) — 1) —55 (24 7°n’cos(nx) — 2cos(nm) — wncos(n))
i 0 0 —Z5 (2 + n’ncos(nm) — 2cos(nm))

%, —w — =2 — =522+ n’nPcos(nm) = 2cos(nm)) | O

X1 | ¥ 227D 0

Solugao de Ay”+ By’ + Cy = f usando Polinomios de Fourier.
O cédigo abaixo estd escrito na linguagem do Maple V.

Tarcisio Praciano Pereira

Dep. de Matematica - URG - 1995

N := 10;Digits := 10; A:= =2;C:=4;

aMat := array(0..N); bMat := array(0..N);DeltaMat := array(0..N);
alpha := array(0..N); beta := array(0..N);

f := proc(x) x"2 +3%x ; end;

a:= evalf(Pi);

for k from O to N do; alphalk]:= evalf (int(f(x)*cos(k*x),x=-a..a));
betalk]:= evalf (int(f(x)*sin(k*x),x=-a..a));

DeltaMat[k]:= (C-Axk"2)"2 + B~2+k"2;
aMat [k] :=(alpha[k] * (C-A*k"~2) -beta[k]*B*k) /DeltaMat [k] ;



bMat [k]:= (betal[k]*(C-A*k~2) + alpha[k]*Bk)/DeltaMat [k];od:
aMat [0]:= (evalf (int(f(x),x=-a..a)))/3; bMat[0]:=0;

F := proc(x) sum(alpha[jl*cos(j*x)+ betal[jl*sin(j*x),j=0..N);end;
plot (F(x) ,x=-a..a);
H := proc(x) sum(aMat[jl*cos(j*x)+ bMat[jl*sin(j*x),j=0..N);end;
h:= AxD(D(H)) + B*D(H) + C*H;
plot({f,h},-a..a);
A fungao h é o resultado da aplicagao do operador diferencial P(D) em H

a solugao aproximada encontrada resolvendo os sistemas de equagoes com 0s
coeficientes de Fourier:

P(D) = AD? + BD + C ; (4.18)
h=P(D)(H) = AH" + BH' + CH ; (4.19)
H(z) = ZQ’:O agcos(kz) + bpsen(kz) ; (4.20)

Este programa faz os gréaficos simultaneos de f e de h, esta tltima ¢ P(D)(H) ~

f.
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Capitulo 5

Introducao

5.1

Vamos comegar construindo alguns exemplos de curvas e suas parametrizagoes.

Neste capitulo vamos reunir exercicios sobre Geome-
tria Analitica Vetorial, derivadas e integragao que
possam servir de uma rapida revisao para o restante
do livro.

Vamos estudar parametrizagiao de curvas com objetivo de estabelecer relagoes
com um tipo especial de curvas, aquelas em que
. AP

lim — =1

As=0 As
em que AP é a distancia entre dois pontos sobre a curva e As é a distancia,
sobre a curva, entre estes dois pontos.
Estas curvas tém propriedades que desejamos enfatizar e elas serdo a classe
de curvas que consideraremos, preferencialmente, neste livro.

Equacgoes paramétricas de uma curva

5.1.1 Curvas e suas equagoes

1. O circulo trigonométrico é o exemplo mais simples de curva parametri-

zada, é assunto tipico da Ensino Médio.

O circulo trigonométrico é aquele em que cada ponto tem por cordenado
o seno e coseno do angulo central associado a um ponto sobre o circulo.

Se designarmos por a o angulo central que cada ponto sobre o circulo
determina com o segmento de reta que o une ao centro, as coordenadas

deste ponto serao

), sen(a)

Reciprocamente, este conjunto de equagdes, quando a € [0, 27| descreve o
circulo

[0,27] 3 a = (cos(a), sen(a)) € R? (5.2)

e temos assim definida uma funcao
[0,27] —€ R? (5.3)
[0,27] 3 a + (cos(a), sen(a)) € R? (5.4)

e dizemos que que cos(), sen(a) sdo as equagoes paramétricas do circulo.

2. Cicloides sao curvas obtidas quando se fixa um ponto sobre o raio de um
circulo enquanto ele gira sobre uma reta.

(a) Se o ponto escolhido for o centro do circulo o resultado é uma reta
paralela a outra reta sobre a qual o circulo se desloca.

(b

O outro extremo ¢é se o ponto escolhido for o outro extremo do raio.
O resultado ¢ uma curva que se encontra com a reta sobre a qual o
circulo se desloca a cada intervalo de 2rR em que R é a medida do
raio do circulo. Para simplificar a notagao vamos considerar R = 1,
e basta multiplicar por R as equagoes que vamos obter. Esta curva
tem um ponto critico, sem derivada, nos multiplos inteiros de 27.

Entre as duas situagoes extremas apresentadas acima, existe uma familia
de curvas muito regulares.
voir Hocquenghem et Jaffard page 295 vol 1

Veja na figura (fig. 5.1) pdgina 126, uma cicloide desenhada a mao. Para

uma aproximacao da cicloide

Figura 5.1: Cicloide desenhada & mio

isto copiei o circulo de raio 1 com centro sobre OY e tangente em (0,0)



para trés outras posigoes: Z,m, 37",277 e marquei em cada um deles a
posigao do ponto escolhido. Depois juntei os pontos com uma curva di-
ferenciavel construida com auxilio de um spline do xfig'. O resultado é
uma aproximacao da cicloide, feita & mao, com auxilio do xfig.

5.1.2 Notacao

Comecaremos discutindo alguns itens bastante gerais antes de nos lancarmos
na geometria das curvas, que é o nosso objetivo principal, vamos estabelecer a
notagao que usaremos assim como as primeiras defini¢oes e exemplos.

Uma curva no R” é uma funcdo continua e continuamente diferencidvel,
« definida em um intervalo fechado [a,b] C R. Vamos acrescentar mais uma
hipétese da qual faremos uso em breve: |o/(t)| # 0. Esta tltima hipdtese serd
logo substituida por outra mais forte.

Poderiamos considerar objetos mais gerais, mas entrariamos em questoes
que ndo interessam neste texto®. O nosso objetivo aqui é ainda o de restringir
ainda mais o tipo de objeto que chamamos curvas, porque elas serao usadas,
com frequéncia, neste texto, para transformacoes auxiliares na derivagao e na
integragao, e neste caso elas devem intervir sem deixar rastros. Esta restricao se
justifica uma vez que estamos selecionando uma familia de curvas que usaremos
como instrumento, portanto, estamos selecionando o tipo de instrumento que
nos serve. Ainda que pareca estranho, esta particularizagao de aplica uma classe
muito grande de curvas, praticamente a todos as curvas que vocé conseguiria
tragar com um programa de computador, por exemplo.

Entdo uma fungdo de classe C!

[a,0] %= R" (5.5)

é uma curva, e a menos que digamos expressamente o contrario, toda curva sera
uma fungao deste tipo.

Com frequéncia desejamos fazer referéncia & imagem «([a,b]) do dominio
por esta curva e é comum cometermos o erro de novamente chamarmos esta
imagem de curva. Em geral o leitor conseguird facilmente separar qual dos
dois sentidos estaremos dando a palavra curva® de formas que seguiremos, sem
pejo, cometendo este erro, com o objetivo de usar uma linguagem mais simples
fazendo a observacao pertinente, por exemplo, acrescentando o predicado “cuja
imagem” se houver risco na interpretagao.

Comprimento de arco de uma curva
Relembrando o comprimento de arco de uma curva «, considere a curva

a,b] > R™ (5.6)

lxfig é um programa para desenhos distribuido com Linux

2ver Intr. do Top and modern analysis, de G.F.Simmons, um apéndice sobre curvas que
preenchem os pontos de um retangulo sendo continuas mas nao diferencidveis, procure por
filling curves

Jalguns autores preferem usar a notacdo ax para designar a imagem do intervalo [a, b]

e uma particao {to = a,---,tx = a + kAt,---,t, = b} do intervalo [a, b], gera
sobre a imagem da curva « uma sequéncia de pontos veja a figura (fig. 5.2)
péagina 128,

Figura 5.2: Arco de curva

to=a, -, tp =a+kAt,--- t, =b (5.7)
Py =aofa), - Pr = afty), -+, P, = «(b) (5.8)
Ty = d(Pe, Pos1) = |Pest — Pl (5.9)
n—1
N=3 Tk (5.10)
£=0

sendo a equagao (eq. 10) o resultado da soma dos comprimentos dos lados da
poligonal com vértices (Pk)z;é Multiplicando e dividindo na equacao (eq. 10)
por Aty = ty1 — t) temos

n—1
Pyy1—Py

L= 3 R A = (5.11)
" a(tesr)—alty)

kgo‘iwitk EL| Aty (5.12)

Como o é integravel (é continua) podemos identificar na equagao (eq. 12) uma
soma de Riemann que produz sucessoes de Cauchy equivalentes a integral

b

/\o/(t)\dt (5.13)

a



e que por outro lado, associada a cada cadeia de parti¢oes em que norma tenda
a zero, poligonais que se aproximam arbitrariamente da imagem da curva «
portanto esta integral é o comprimento da curva «

Ha vérias formas de construir curvas, por exemplo se

R oo LR (5.14)
for uma funcio de classe C*, em que € seja um aberto do R™ entao

F(xy,---,2,) =c e R;cdado (5.15)

é uma variedade de dimensao n—1 e se considerarmos uma curva « cuja imagem
esteja contida em Q entdo Foa é uma curva cuja imagem estard contida na
variedade F(x1,---,x,) = ¢

O nosso objetivo serd o de estudar curvas deste tipo, cujas imagens este-
jam dentro de uma determinada variedade de dimensao m, e que podem nao
ser tao simples como F'(z1,---,2,) = ¢ nos obrigando a determinagio de um
mapeamento adequado da mesma.

As curvas que vamos estudar aqui estarao definidas por equagoes paramétricas.

Quer dizer que
a(t) = (i (t), -, an(t)) (5.16)

em que ; sio fungdes reais de classe C! definidas em [a, b] para todo i, com

o (t) = (@ (1), -+, 0, (1)) (5.17)
Uma das operagoes que mais frequentemente precisaremos fazer é a repara-
metrizagdo de uma curva:

e, d] <% [a,0] - R” (5.18)
le,d] - R" (5.19)
v =ao8 (5.20)

redefinindo esta curva em outro intervalo [¢,d] sendo 7 a nova parametrizagio,
quando desejaremos entender a funcdo 3, que obviamente é uma curva, como
uma mudaga de varidvel* nos interessa medir a distor¢io de medida introduzida
por 3 que é caracterizada por 3’

v =ad'of (5.21)
As integrais sdo insensiveis a estas distor¢oes porque

/a(s)ds: /a(ﬂ(t))ﬁ’(t)dt (5.22)

[a, [ed]

4esta denominagdo é, possivelmente, a pior possivel porque em “curvas” assim como nas
integrais, nao existem varidveis, mas as limitagoes linguisticas terminam nos conduzindo a
usar esta liguagem o que continaremos a fazer sem retornar a este problema epistemolégico

entretanto a derivada é sensivel ficando o seu tamanho distorcido pelo tamanho
de #, o que é compreensivel porque as mudangas de parametrizacao traduzem,
uma alteragao na welocidade com que a imagem da curva é percorrida, sem
alterar o comprimento da curva (imagem) calculado por uma integral.

Observe que as curvas definidas em variedades como F(zy,--,x,) = ¢ po-
dem ser vistas também como parametrizagoes de uma parte da variedade, mu-
dangas de variavel com restricao do dominio. Vamos tomar esta observacao
como uma motivagao para a restri¢ao que faremos agora para nossa definigao de
curva: curvas serao aquelas cuja derivada tenha modulo 1. Como uma reparame-
trizacdo é também uma curva, somente consideraremos aqui reparametrizagoes
cuja derivada tenha médulo 1 o que na pratica significa que podemos alterar
o intervalo de parametriza¢ao, mas nao a medida do mesmo. Desta forma eli-
minamos distorgoes que apenas tornam a teoria mais complicada, e quando for
absolutamente necessério introduzir uma distorgao, o faremos explicitamente,
justificando a sua necessidade.

Vamos ver, num calculo simples, a vantagem que esta longa introducao nos
da. Considere uma curva « cuja imagem se encontre numa variedade de di-
mensao n — 1 F(z1, -, 2,) = ¢, veja a figura (fig. 5.3) pdgina 131,

Considere {ty = a,---,ty = a+ kAt,---,t, = b} uma particdo do intervalo
[a,b] em que esteja definida a curva «, e acompanhe os cdlculos seguintes:

to=a, -ty =a-+ kAt t,=b (5.23)
Py = F(a(a)), - Pe = F(a(ty)), -+, Po = F(a(b)) (5.24)
Ty = d(Pr, Piy1) = |Prg1 — Py (5.25)
n—1
5= T, (5.26)
k=0

A equagao (eq. 26) é a soma dos comprimentos da poligonal que aproxima a
imagem da curva « univocamente associada a partigao escolhida. O leitor pode
facilmente substituir ¢, pelos nés de uma parti¢ao arbitraria considerada em
[a,b], mas como as fungdes aqui consideradas sdo integréaveis, é irrelevante’se as
partigoes sdo ou nao uniformes. Refazendo as contas acima, usando o Teorema
da fungao implicita podemos escrever, se todas as derivadas parciais de F' forem
diferentes de zero sobre a imagem de « e fixada uma partigao,

F(xy, -, @n) = c= 2p = gn(21, -, Tn_1) (5.27)
xj = gi((xr)kzs) (5.28)
a(ty)) = alg; ((tk)rzs) (5.29)
Py = F(a(a)), - Pi = F(a(t)), -+, P = F(a(b)) (5.30)
Ty = d(Pe, Pet1) = [Prsr — P (5.31)
L= ”zl T, = (5.32)

k=0

Sas somas de Riemann vido gerar sucessdes de Cauchy todas equivalentes definindo um

nimero, uma integral.



A

Figura 5.3: Curva parametrizada

n—1
= kED [ (elti)) = Flalte))| = (5:33)
Aty =tpy1 —tr 5 Ag(e) = altps1) — a(te) (5.34)
n—1
= 3 [l o et A () = (5.35)
P (@)

n—1

= lF(a(tkTAll)(;ﬂm(tk))‘ \Aﬁgj)\Atk — (5.36)

k=0

Como F e «a sao diferencidveis, e a ultima soma é uma Soma de Riemann,
considerando-se qualquer cadeia de patigoes do intervalo [a, b] cuja norma tenda
a zero os quocientes de diferencas tem, respectivamente, como limite, o médulo
da derivada direcional de F' na diregao da derivada de « e a derivada do médulo
de o e vamos obter, assim, a integral que nos déd o comprimento de arco da

imagem de «
b
[l Ol (5.3)

em que J(F)(t)q () representa a derivada direcional de F' na diregao do vetor
o/ (t).

Vamos terminar esta introdugdo com uma observagao. Suponha que Q =
F(Q) e que portanto F' seja a fungao identidade, entdao a equagao (eq. 36) seria
idéntica a equacio (eq. 12)5. Vemos assim que F atuando como uma mudanga
de varidvel (pouco usada) no conjunto de chegada, e sua derivada representando
a distor¢ao produzida na imagem, em F'(Q), da curva o C Q.

Exemplo 28 Parametrizagao pelo comprimento de arco
E interessante mostrar wma parametriza¢ao cuja derivada seja 1 em mdodulo.
Considere uma curva qualquer (fugindo de nossa restri¢ao)

a,b] - R™ (5.38)

e vamos definir

t

0] 0. [a] 3 ¢ 50 = [10)

a

ds (5.39)

em que o leitor deve reconhecer o comprimento de arco de o no intervalo [a,t]
como o valor de v no ponto t € [a,b] e portanto podemos usar o conjunto de
chegada 6timo tomando

b
d:/|o/(s)\d,s (5.40)

A derivada de v'(t) = |/ (t)| > 0 mostra que vy é uma fungao bijetiva, portanto
tem inversa. Chamemos a inversa de 3 e temos

t
1
- Bl () — O /()] d: 5.
04375 50) = i = [l (o)lds (5.41)
consequentemente a reparametrizagio aof3 tem por derivada
o (t
R L (5.42)

A parametrizagdo cof3 € chamada parametrizagao pelo comprimento de arco.

Sporque Fa(tis1)) = altii); Fla(t)) = alty)



5.2 Familia de curvas

As curvas de nivel de uma superficie servem para descrevé-la. Vamos genera-
lizar este método para gerar superficies como familia de curvas. Superficies
sao variedades (nao necessariamente lineares) de dimenséao dois.

No pardgrafo precedente consideramos um caso particular de superficie da
forma F(z,y,z) = c em que

R*5>0:5R (5.43)

é uma funcio de classe C! defina num aberto Q.

Se J(F) = 0em Q entao F' é a fungao constante e a superficie F(z,y,z) = ¢
nada mais do que uma translagao rigida de 2 para o espago. Vamos supor entao
que J(F) # 0 exceto em alguns pontos isolados de € para evitar trivialidades.

5.3 Dimensao e variedade

Falando de uma forma imprecisa, mas que expressa o fundamental, dizemos que
se uma equacao tiver apenas uma “varidvel livre” ela representa uma curva. Se
tiver duas “varidveis livres”, representa uma superficie...

Vejamos um exemplo.

Exemplo 29 Varidvel livre

Considere a equagio w = F(z,vy, z), uma fungao de tres varidveis.

Dizemos que w é uma varidvel dependente porque seus valores sao deduzi-
dos dos valores que dermos a cada wma das varidveis x,y, z. Consequentemente
as varidveis ,y, z se chamam livres porque a elas podemos associar, arbitraria-
mente valores. Observe que este conceitos sao difusos porque podemos intercam-
biar a posicao das variaveis e, consequentemente, considerar outra das varidveis
como dependente...

O que interessa aqui € a “quantidade de variaveis livres”, trés.

Por exemplo, poderiamos calcular, se o ponto (—3,0,2) estiver no dominio
de F, usando um pacote computacional, scilab, por exemplo, que é software
livre,

F(z,y,2) = 2% + 32%y — doy? + ¢° (5.44)
w(=3,0,2) = F(-3,0,2) ; c=-3;y=0;2=2 (5.45)
w=F(~3,0,2) = 27 (5.46)

Com a mesma forma de pensar, dizemos que as varidveis x,y, z sdo livres por-
que atribuimos valores de nossa escolha para estas varidveis e assim calculamos
o valor de w associado.

Considere agora a equagdo F(z,y,z) = 0.
Pelo Teorema da Fungdo Implicita’ podemos escrever

z=fi(y,2); y= fa(z,2) ; 2= fa(z,9),

7veja no indice remissivo onde se encontra este teorema e o leia agora!

sob certas condigoes. Isto mostra, usando o mesmo raciocinio anterior, que em
F(x,y,z) =0 existem duas varidveis livres. Portanto

F(x,y.2)=0
representa uma superficie, um objeto de dimensao 2, enquanto que
w = F(z,y,z)

representa um objeto de dimensao 3.
Observe que vocé pode substituir o zero por qualquer constante. Ao fazermos

w==c

eliminamos uma varidvel, o que pode também ser feito com qualquer das outras
variaveis na expressao. Veja também que se

F(x,y,z)=0
¢ de dimensao 2, uma superficie, entio caberia perguntar o que €
w = F(z,y,2)

tanto do ponto de vista de dimensao, como do ponto de vista geométrico. Dire-
mos logo que é de dimensdo 3 e que lhe daremos o nome de hipersuperficie. £
o método subversivo que adotamos, espalhando as idéias sem discuti-las, para

que vocé se acostume com elas.

O que se encontra por trds do niimero de variaveis é o conceito de “dimensao”
e uma outra forma de expressar o contetido do paragrafo anterior consiste em
dizer-se que curvas sao variedades de dimensao 1, superficies sao variedades de
dimensao dois, e que w = F(z ) representa uma variedade de dimensao trés.

A dimensao é o nimero de varidveis menos um.

Acabamos de introduzir dois novos conceitos, por comparagao: variedade,
hipersuperficie.

Curvas, retas, planos, superficies, sao variedades. A palavra variedade vai
nos libertar da prisao dimensional em que a nossa intuicao geométrica nos acor-
renta e que linguagem que falamos reflete.

Vamos ”definir”, informalmente, variedade. Que o leitor seja critico e veja
aqui uma falha na axiomatica.

Definigao 12 Variedade O conceito de variedade nos libera da prisao tridi-
mensional da lingua que falamos. Uma variedade é um “objeto geométrico” do
espaco. O grifico de uma fung¢ao

{@yiy=f@): R" LR} CR" x R=R"""

é uma variedade, também designada pelo nome de hipersuperficie do R,



As wvariedades sao portanto, as superficies, os planos, as retas, as curvas,
os grdficos de fungoes, os pontos. Distinguimos dois tipos de variedades: as
variedades lineares, retas, planos enfim todas cuja equagao seja uma combinagao
linear de “coeficientes” com “variaveis” que representam as coordenadas dos
pontos do espago e as outras, as variedades nao lineares. Mais a frente falaremos
de uma outra classificagao.

o As variedades lineares sao os grdficos de fungoes lineares que se podem
expressar matricialmente como

R'sz—y=Tux.

e Os hiperplanos sdo as variedades lineares de dimensao mdzximal, imedia-
tamente inferior a do espago que estivermos considerando.

e As hipersuperficies sio as variedades (ndao necessariamente lineares) de
dimensao mdzimal, imediatamente inferior a do espago que estivermos
considerando.

Exemplo 30 Variedade e dimensio

Sabemos o que sao pontos, apesar de que nunca tenhamos visto nenhum.
Sao as variedades de dimensao zero. Sao os hiperplanos de R e também
sao as hipersuperficies deste espago. Neste nivel nao distinguimos os tipos
de variedade...

O prézimo item na hierarquia dimensional, sao as variedades de dimensao
1, as curvas. As retas sao variedades lineares de dimensao 1. Uma cir-
cunferéncia nao é uma variedade linear, € wma variedade nao linear de
dimensdo 1. As 7retas”sio os hiperplanos do R?, sio também hipersu-
perficies deste espago. As curvas sdo as hipersuperficies do R2.

Seguindo para wma dimensao maior temos as superficies, as variedades de
dimensio dois. Planos sio variedades lineares de dimensio dois. E um
tipo de superficie. Tem superficies que ndo sao planas, nao sao variedades
lineares, sao variedades de dimensdo dois. Os "planos”sao os hiperplanos
do R?, as superficies sio as hipesuperficies do R>.

Depois temos as variedades de dimensdo 3, o espago em que vivemos € uma
variedade linear de dimensao 3. O globo terrestre, a Lua, os planetas, sio
variedades nao lineares de dimensdio 3. Uma variedade linear de dimensao
trés ¢ um hiperplano do R3.

Nds vivemos na superficie terrestre, um exemplo de variedade nao linear
de dimensao dois. O globo terrestre, com o seu interior, € um exemplo de
variedade nao linear de dimensao trés.

As hipersuperficies sao as variedades de dimensao mdzimal, imediata-
mente inferior a do espago que estivermos considerando. Assim

— as "retas”sdo os hipersuperficies do R?, como os circulos, as pardbolas,
as elipses. Enfim as curvas sio as hipersuperficies do R?.

— os "planos”, a fronteira das esferas, as faces de um cubo, os para-
boldides hiperbdlicos (sela do macaco), sdo hipersuperficies do R3.

— Uma variedade de dimensio 3 contida no R* ¢é wma hipersuperfi
deste espago.

— Uma variedade de dimensio n — 1 contida no R"™ € uma hipersu-
perficie deste espago.

Os dois conceitos, hiperplanos, hipersuperficies sao conceitos relativos. Nao
podemos falar de hiperplanos sem mencionar qual é o espago em que 0s consi-
deramos. O mesmo se diga das hipersuperficies.

5.3.1 Hiperplano e hipersuperficie no R*

Mas podemos nos colocar em dimensio ainda mais elevada, o R* é um espago
de dimensao 4, porque os seus elementos se expressam usando quatro varidveis
livres

(w1, 22,3, T4)

todas de sua livre escolha. O espago em que vivemos é uma variedade linear,
um hiperplano do R*. O globo terrestre e os planetas sao hipersuperficies do
R

e hiperplano Uma variedade linear de dimensio 3 é um hiperplano do R*.
Quer dizer que o R? é um hiperplano do R*. Qualquer translacao R? +
é um hiperplano do R*. Nos vivemos num hiperplano do R* a bordo de
uma hipersuperficie do R3.

hipersuperficie Uma variedade nao linear de dimensao 3 é um hipersu-
perficie do R*. A Terra por exemplo, ndo a superficie em que vivemos,
mas o globo terrestre todo, é uma hipersuperficie do R?.

5.3.2 Um pouco sobre classificagao de variedades

Nem toda variedade tem uma equagao explicita, porém, e isto é consequéncia
do Teorema da Fungao Implicita, que todas as variedades tem uma equagao.
O tipo de equagao de uma variedade serve para classificd-la:

e Variedades algébricas sdo aquelas que tem uma equagao polinomial; Va-
mos incluir neste caso uma variedade que seja definida por um programa
em uma linguagem de alto nivel.

e Variedades nao algébricas quando a equacao que as definem tem expressoes
transcendentais.




e Grificos de fungoes quando tivermos uma fungao
R'>W-LvcRrm
entao graf(f) serd

— uma variedade algébrica, se f for uma expressao polinomial;

— uma variedade ndo algébrica, se f for uma expressao nao polinomial,
contiver fungoes transcendentais em sua férmula.

e Variedades Diferencidveis sao aquelas cuja expressao que as definem sdao
diferencidveis. As variedades algébricas sao diferencidveis, por exemplo.

Definicao 13 Variedades tangentes
Sejam duas fungoes f, g
w sy

e as correspondentes variedades, do tipo “grafico de fungao”, graf(f),graf(g).
Diremos que as duas variedades graf(f),graf(g) sao tangentes no ponto
(a,0) e W x V se howver wma vizinhanga D(a,r) C W tal que

{ fla) = g(a)

=b
Fla+h) —glath) —o(hl);: |h] <r (5.47)

Definicao 14 fungao difer vel Considere W £, V' uma func¢ao continua
definida num aberto W C R™ e tomando valores em outro aberto V. C R™.
Diremos que f € diferencidvel no ponto a € W se houver uma fungao linear T
tal que graf(f),graf(T) sao tangentes no ponto a.

Fa+ h) = f(a) = T(k) = of|Al)

Definicao 15 dimensao de uma variedade linear

As variedades lineares sdo as variedades da forma graf(T) em que T é uma
fungao linear afim.

Podemos definir de forma natural a dimensao das variedades lineares porque
o grdfico graf(T) é um espago vetorial (afim), entio a dimensao de graf(T) é
a dimensao do espago vetorial afim graf(T).

Considere uma variedade € e uma vizinhan¢a aberta de um ponto a € Q). Se
houver uma variedade linear graf(T) tangente a Q no ponto a, entdo diremos
que a dimensdo local da variedade Q em a € a dim(graf(T)).

Exemplo 31 Variedades com componentes de dimensao variada

Observe que a definicao acima admite a possibilidade de que uma variedade
seja composta de componentes-variedades com dimensoes distintas. Por exem-
plo, uma reta e um ponto que ndo pertenca a esta reta formam uma variedade
que tem uma componente de dimensao zero e outra componente de dimensao 1.

Observacao 23 Grdfico e outros conceitos indefinidos

Observe que precisamos do conceito de dimensao local para variedades que
nao sejam lineares. As variedades lineares terao a mesma dimensao em qualquer
de seus pontos, porque sao espagos vetoriais afins. Mas as variedades nao linea-
res podem ser aglomerados os mais extranhos de sub-variedades com dimensoes
locais distintas. Considere “Saturno e seus aneis”, supondo que os aneis
de dimensao dois e Saturno de dimensao trés, obviamente, estamos dentro de
um exemplo for¢ado uma vez que nenhuma variedade do espago x tempo em
que vivemos tem dimensao diferente de trés....

Nao definimos grafico, este conceito fica entre os muitos que iremos usar
implicitamente sem. alertar o leitor para isto, afim de ndo tornar enfadonha a
leitura.

Vejamos de imediato qual a relagio que pode haver com distintas fungoes
lineares T, T» que sejam tangentes ao gréfico de f no ponto (a, f(a)).

fla+h) = f(a) = Ti(h) = o|h]) (5.4

fla+h) = f(a) = Ta(h) = o(|h]) (5.49)
Ti(h) — Ta(h) = o(|h]) (5.5
(Ty = T2)(h) = o(|h]) (5.5

porque “também” a varidvel é linear relativamente as fungoes lineares... e como
S =T, — T é uma fungao linear, temos

S(h) = o(]h])

mas a Unica fungao linear que tem esta propriedade é a fungao identicamente
nula, logo

e concluimos

21 Unicidade da derivada

Se f for diferencidvel, a fungao linear tangente é "unica.
5 4 9

Neste momento ¢ interessante fixarmos uma base para o espago vetorial.
Como nao precisaremos de mudar o referencial, vamos usar a base usual

er=(1,0,...,0),- - en = (0,0,...,0,1).
Consequentemente, a cada transformagao linear lhe corresponde uma tinica ma-

triz.
Considere agora uma fungao

R">Q:-LRr"



e um ponto a € Q = Domy. A derivada, J(f), calculada em a é uma funcao
linear cujo gréfico é tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)). Seja T a matriz
desta transformacao linear

Como
a1z o i
_— a?l a:22 . . afn ) — (552)
a;u ll;ﬁ . . a;n
E=(an an -~ am) (5.53)

a derivada na direcao de e;. Observando que esta é também a derivada de f na
diregao de e;, podemos concluir que

oor _oor oo
Je; dej " Beide; " Y T o

de; de;

_oor oo
- dej Oe; o e De;

Assim, se f for derivédvel, (tiver uma variedade linear tangente ao seu grafico),
entao

22 Teorema de Schwartz

_oof _of _00f
T Oe; Oe; - deje; - dej de;

As derivadas parciais de ordem 2, mistas, sio iguais.

Devido a erros de concep¢ao os que nos antecederam chamaram 7" de jaco-
biana de f no ponto a, J(f)(a), em vez de chamd-la simplesmente de derivada
de f. Continuaremos com a notagao histérica mas corrigindo a idéia.

Observacao 24 A notagao J(f)(a)

A matriz jacobiana € uma matriz funcional, uma fun¢ao de n varidveis no
contexto destas notas. Consequentemente tem sentido escrevermos o seu valor
no ponto a € R™ identicando assim wma matriz que foi obtida ao substituirmos
cada uma das varidveis pelas coordenadas de a.

5.3.3 Conjunto aberto e fronteira de um conjunto

Precisamos de mais dois conceitos bésicos. Um deles usamos indiretamente
acima ao dizermos que vivemos na superficie do globo terrestre. E o conceito
de fronteira. O outro é o conceito de conjunto aberto.

Disco aberto é a generalizacao de intervalo aberto. Disco aberto é o conjunto
dos pontos cuja distancia a um ponto P chamado centro é menor do que o raio

T

D(P.r) = {(z,y) € R? ; d((x.y), P) <7}

A palavra disco é prisioneira da dimensao, e os matemadticos liberaram a
palavra bola da prisao tres dimensional usando sem esta preocupacao. Uma
bola aberta é

B(P,r)={zeR"; d(z,P) <r}
ou ainda, se quisermos apresentar as coordenadas,
P=(p1,...pn) €R"

€ escrevemos

B(P,r)={x=(z1,...2,) € R" ; d(z,P) <7}

em que

d(a, P) = /(1 — p1)2,... (Tn — pn)?

A fronteira da bola é o conjunto
IB(P,r) ={z e R"; d(z,P) =71}

é uma hipersuperficie ou uma hiper-esfera.
Nés vivemos na fronteira do globo terrestre:

{(z,y,2) d((z,y,2),C) = 6.500km}

portanto vivemos numa variedade nao linear de dimensao dois, cujo costume
geométrico é chamar de superficie. Vivemos na fronteira de uma hipersuperficie
do R4 chamada por nds mesmos de Terra. Claro, alguns contestarao esta
afirmacao dizendo que a atmosfera pertence ao globo Terrestre, o que é ver-
dade, portanto nés nao vivemos na fronteira ... vivemos no interior da Terra.
Deixamos que voceé escolha qual é a verdade matematica onde voce vive.

Observe que nao definimos interior o que deixaremos que vocé faga como
exercicio.

A fronteira de uma variedade tem dimensao inferior a da variedade. A bola
do R" ¢ uma variedade de dimensdo n. A fronteira da bola do R™ é uma
variedade de dimensao n — 1 portanto uma hipersuperficie. Veja o caso de nossa
prisao tridimensional:

e A bola do R? é uma variedade de dimensio 3. A fronteira da bola do R? ¢
uma superficie, uma variedade de dimensao dois (dimensao imediatamente
inferior & dimenséo do espago).

e A bola do R?, um disco, é uma variedade de dimensdo 2. A fronteira do
disco, uma circunferéncia, é uma curva, uma variedade de dimensao um
(dimensao imediatamente inferior & dimensao do espago).

Vamos fazer defini¢oes agora.



O ponto Q esta na fronteira de Q

Figura 5.4: Um conjunto aberto 2 3 P e um ponto.

Definicao 16 Conjunto aberto do R™
Um conjunto ) se diz aberto se em qualquer ponto x € Q pudermos consi-
derar uma bola aberta B(z,r) C Q.

Veja a figura (fig. 5.4) pagina 141, em que Q é um ponto fronteira e P é um
ponto interior.

O que torna a figura €2 aberta é a auséncia da fronteira como um subconjunto
de Q. Se fronteira pertencesse a figura, e se considerassemos um ponto P sobre a
fronteira, ndo poderiamos desenhar nenhuma bola aberta centrada em P dentro
de Q. Porque parte da bola ficaria fora de . Este exemplo facilita a defini¢ao
de fronteira:

Definicao 17 Fronteira de um conjunto Q0 Fronteira de um conjunto 2 € o
conjunto dos pontos Q tal que, toda bola aberta de centro () tem pontos diferentes
de Q tanto em Q como no complementar Q°.

Designamos por 0 a fronteira de Q.
O ponto Q na figura (fig. 5.4) pdgina 141, se encontra fronteira de Q.

Exemplo 32 Ou exercicios resolvidos...

1. Conjunto Fechado e fronteira Conjunto Fechado € o complementar de um
aberto. O falta a wm aberto para ser fechado € fronteira. Mostre que todo
congunto fechado contem seus pontos fronteira.

Seja F' um conjunto fechado, entdo F¢ é aberto. Considere
P € 0F
e uma bola B(P,V) r > 0.

3.

Exercicios 8 Curvas

1. Quais dos grdficos das relagoes definidas na questao 77, sao grdficos de
fungoes?

2. Defina gréfico e fungio f : A — B usando a defini¢io de grdfico. Os
conjuntos A, B serao sempre, aqui, intervalos da reta.

3. curva

Definigao 18 Curva. Uma curva em A x B € um grdfico que pode ser
parametrizado continuamente sobre um intervalo I C R.

Em outras palavras, uma curva € uma func¢ao continua
IS5 A x B; Iat& (x(t),yt)) €R.; ICR.
(a) Escreva as equagdes paramétricas da curva y = 2x.
(b) Escreva as equagdes paramétricas do circulo unitdrio.
(c) Dé exemplos de curvas apresentando uma paramentrizagio adequada.

(d) curva diferencidvel Defina curva diferencidvel. Dé exemplos.

4. Sentido de percurso - anti-hordrio

(a) Calcule a derivada da curva
t e’ = s(t) = (cos(t), sen(t))

(b) Verifique que s'(t) é um vetor cuja direcao € paralela a reta tangente
no ponto s(t). Prove isto.



(¢) Desloque s'(t) para o ponto de tangéncia e verifique que o vetor tan-
gente indica (ou induz) o sentido de rotagio de wma particula que
tenha a curva s(t) como “orbita”, e que isto justifica porque o sen-
tido anti-hordrio é considerado positivo.

Definigao 19 Curva diferencidvel

Uma curva é uma fungao, se esta fungao for diferencidvel, diremos que a
curva € diferencidvel.

Uma curva € uma variedade de dimensao 1. Se for diferencidvel temos
uma variedade diferencidvel de dimensao 1.

. variedade linear tangente Considere a variedade diferencidvel de dimensao
1 dada pelas equagoes paramétricas

r(t) = (2(8),y(t), 2(1))-

Verifique que a fung¢dao derivada

t—1'(t)

define um campo vetorial, que a dimensao comum a todos os vetores deste
campo € 1. Use isto para justificar por que a tangente em qualquer ponto
de r € uma reta, que r deve ser uma variedade de dimensao 1 o que se
chama comumente de curva.

. variedade linear tangente Considere a fun¢do diferencidvel z = F(x,y)
definida em um dominio Q do plano R?.

5.4 Complementos sobre Integragao
Exercicios 9 Complementos

1. Verifique os itens da tabela de Hughes-Hallet de 1 até 7.

Solugao 1 (a) F(z) = [a"dw representa uma primitiva da fungdo
f(x) = a™. Como sabemos que a derivada de uma fungdo polinomial
€ outra fungao polinomial

— ™ = ma™ !

dx
entao, escrevendo estas expressoes com o simbolo da integral temos

m m
F(z) = /mzm’ldz =a2"+C = /r"’”ldr _anEe LA

ou simplesmente
m

/xm_ldz =T +C
m

(b)

(c)

Sen=m—1=n+1=m entio

1
/x"dz:n+l+0n+1;£05n¢71

O caso n = -1 Nao existe uma fun¢do “algebrica”que seja a primitiva
de f(z) = L. Mas a integral

£

1
/7&
Jt

1
existe se x > 0 o permite a defini¢ao da fungdao
»

F(x) = / %dt

1
cugjos valores s6 podem ser calculados aprozimadamente. Esta fung¢do
€ a fungao logaritmo natural o que se traduz com a expressio da
tabela. Observe que nao fizemos nenhuma “demonstragao”. A tabela
faz referéncia aos valores e se encontra mal escrita. A corregao é

z

1

/;dtln(m) +C x>0

1
mas a fun¢ao F(x) = In|z| estd definida para qualquer valor de x # 0
e neste caso a derivada desta fungio ¢ f(x)F'(z) = 1
Jatde = %
Observe que a tabela nao diz, fica sub-entendido, a > 0.
Uma forma de obter este resultado é usando a deriva¢ao da fung¢ao
composta (regra da cadeia)

L 1) = Fo)g' @)
e como h(x) = a® = "™ entdo
B (z) = ™ (zin(a)) = "™ Din(a) = In(a)a®
ou, dividindo toda a equagao pela constante In(a) temos

n'(z)  em™) (zin(a))

_ _ prln(a) — 4o

In(a) — in(a) “

Entao, uma primitiva de a® é também uma primitiva de ?T;E:; que é

h(z)  a*

In(a) — In(a)

provando assim o item 3 da tabela.




(d) Derivando ambos os membros no item 4 temos:

A [Inade = <L (zin(z) — 2+ C)
In(z) = %(wln(w) —x) = %(.IlfL(L)) -1

In(z) = In(z) + 21 — 1 = In(z)

chegamos a uma identidade através de operagoes logicas concluindo
entdo que partimos de uma expressio verdadeira que € o item 4 da
tabela.

(e) Os itens 5,6 se encontram feitos na maioria dos livros de Cdlculo.
Sao consequéncia de que

d . d )
%.SHL(JT) = cos(x) ; Eco.s(m) = —sin(x)

(f) [tanzdz = —in|cos(z)| + C

Escrevendo a defini¢ao de tan(z) = %ﬁi; na integral e observando
que sin(x) = — L cos(x) temos:

[ tan(z)dz = [ 22 g —

cos(w)
o j sin(z)dz _ j dcos(z) _
- cos(x) cos(x)

=— [ = —inju|+ C = —in|cos(z)| + C

porque na dltima linha fizemos a substitui¢io w = cos(x). Usamos
também o item 2 da tabela Hughes- Hallet. Esta expressio merece
algumas consideragoes como ja observamos antes. Ela deve ser usada
com cuidado observando o dominio das fungoes envolvidas.

2. Calcule as integrais abaizo:

a) gsen(z)dz b) Esen(Qz)dz c) Ofsen(éloc)dz

d) QJCOS(QI)d.T e) 3({”005(31)111 f) 4Ofcos(4z)dz

Faga os grdficos correspondentes e procure deduzir uma “lei geral”descrevendo

o comportamento multiplicativo em

b

o ax)dx
[ ftaa)

a

observando que
sen(ax) # asen(z) e cos(ax) # acos(z).

Faga uma demonstracao deste teorema usando somas de Riemann.

Solugao 2

[ sen(2z)dx = § [ sen(2x)2dx
0 0

—ul

[ sen(2z)dx
0

[ sen(3x)dx = } [ sen(3x)3dx
0 0

3 [ sen(u)du

=)

ki

[ sen(3z)dz =
0

—

3 [ sen(u)du

St—sp ©

0

L [sen(u)du

Veja que “nao tiramos o n do parametro do sen”. O que fizemos foi,
na integral que envolve sen(nx), alteramos a “varidvel de integrag¢io”.
Estamos usando uma técnica chamada mudanga de varidvel na integragao.

Esta é uma das denominagoes mais infelizes para métodos em Matemd-
tica, “mudanga de varidvel”, uma vez que numa integral definida ndo ne-
nhuma varidvel para ser mudada. O nome correto, e que provavelmente
ninguém pensa seriamente na mudanga, seria, “mudancga de dominio na
integral”, mas € preciso pelo menos fazer esta observag¢ao. Mais a frente
vamos enunciar este método sob a forma de Teorema. Isto fica patente na
demonstragao faremos, mais a frente, usando somas de Riemann.

Use Gnuplot com os sequintes comandos, para ver o significado de f(x) =
sen(nx). Nio use a numeragio a), b), etc... no Gnuplot que ela ird pro-
vocar erros. A numera¢dao vai ser usada em sequida para explicar o efeito
de cada comando.

a) f(x) = sin(x)

b) g(x) = sin(2*x)

c) h(x) = sin(3*x)

d) set yrange [-10:10]

e) plot f(x), g(x), h(x),0

(a) f(x) = sin(x) para definir uma fung¢ao f no Gnuplot.
(b) g(x) = sin(2* x) para definir uma fun¢ao g no Gnuplot.
(¢) h(z) = sin(3 = x) para definir uma fung¢io h no Gnuplot.

(d) set yrange [-10:10] para tornar os grdficos com um visual melhor,
experimente primeiro sem este item e rode o prdozimo, e verd que o0s
graficos ficam pouco claros.

(e) Pede ao Gnuplot que faga os grdficos simultdneos das funcgoes f,g,h
e da fungdo constante zero - o eizo OX .



Interpretando o resultado do Gnuplot.

Vocé vé tres "senoides”, quer dizer, tres ondas do tipo "seno”. A dife-
renga entre elas € a frequéncia. Se considerarmos y = sen(x) como o
padrao, entao g,h tém frequéncias maiores do que o padrao. Rode agora

no Gnuplot sem usar a numeragdo a),b), etc...

a) f(x) = sin(x)

b) g(x) = sin(2*x)

c) h(x) = sin(3*x)

d) set yrange [-10:10]; set xrange [0:6.3]
e) plot f(x), g(x), h(x),0

O item (d) altera o dominio dos grdficos para o intervalo [0,6.3] ~ [0, 27],
e basta rodar (d),(e) ndo € necessdrio repetir os outros. O que vocé agora
vé uma onda completa (a do seno), uma onda que se repete integralmente
(a do sen(2z)), e uma onda que se repete duas vezes (a do sen(3z)).

Durante muito tempo se pensou que todos os fenomenos ondulatorios fos-
sem descritos “perfeitamente”pelas ondas

fn(x) = sen(nz); gn(x) = cos(nx)

até os anos 50 isto era um sentimento quase generalizado. Entre os anos
50 e 80 descobriu-se que outros tipos de onde poderiam ser usadas o que
terminou na constru¢ao de uma teoria chamada de wavelets. Isto aqui é
um tremendo resumo....

b
Vamos ver agora o caso genérico [ f(ax)da.
a

b b
[ flax)de = L [ flax)ods
b b b/a
[ flaz)de = [ flaz)d(az) = | /f fu)du

Observe que nas integrais de sen(nx) um dos limites € zero e poristo parece
que nao foi dividido....

Uma expressao mais genérica ainda pode ser obtida usando-se uma fun¢ao
g em lugar de x — ax = g(z) que € o caso nas contas que fizemos acima.
Quando se aplica mudanga de varidvel numa integral € porque se descobriu
que f(g(x)) = h(z) é uma fungao mais simples no cdlculo de integrais
(estd na tabela de integragio). A sequéncia de equagies é:

g7 (b)
Sh(@)de = [ f(u)tdu
a 9! (a)

| h@yde= [ f(g(a))dz= [ flu)du; u=g(x)

[a,0] [a-8] 9" ([a-b])

s 11 1 e ) ores
Observe que T = v estd fazendo o papel de = nas contas anteriores e

nao pode sair da integral porque depende de x.

5.5 Complementos sobre Geometria e Derivada

Exercicios 10 1. Use Gnuplot® com os comandos sequintes para ver o uso

da derivada na construcao da reta tangente

## este um comentario que Gnuplot vai ignorar

set title "Graficos de f e de £’ "

£(x) = sin(x)

df (x) = cos(x)

## equacao de uma reta tangente ao grafico de f
reta(x) = f(a) + df(a)*(x-a)

set xrange[0:6.3]; set yrange[-4:4]

plot f(x), df(x),0

pause -2

## grafico f da reta tangente ao grafico de f

set title "grafico da equacao a reta tangente em (-3 , £(-3))"
a=-3

plot f(x), reta(x), 0

pause -2

(a) f(z) = sin(z) para definir a funcdo f;

(b) df (z) = cos(z) para definir uma fungio chamada df (z);

(c) set zrange[—6.3 : 6.3]; set yrange|—4 : 4] para definir a janela do
grdfico. Ezperimente rodar sem estes comandos para ver a diferenca;
Troque os valores nos intervalos para ver o que acontece.

(d) plot f(x),df(x),0 pede ao Gnuplot que faca os grdficos simultaneos
de f,df,0. O zero representa a fun¢do constante zero e no grdfico vai
representar o eizo OX.

(e) Veja que o valor de a é pode ser dado em diversos locais sem ser
preciso alterar a equagdao da reta.

8Gnuplot é um programa para fazer grifico de fungdes, de dominio piiblico, com versdes
para LinuX,DOS, e outros sistemas operacionais.



)
(9)

w,

pause -2 for¢a Gnuplot a esperar por um enter antes de continuar.
Repita o bloco que se inicia com o comentdrio
grafico [ da reta tangente ao grafico de f

trocando apenas o valor de a para ver novos grdficos da reta tangente
em oultros pontos do grdfico.

Troque a equagdo de [ e de sua derivada para ver outros graficos.
Possivelmente vocé deverd também terd que alterar a janela grifica
com os comandos
set zrange[—6.3 : 6.3]; set yrange[—4 : 4]
Se o arquivo gnuplot.data estiver no diretdrio corrente, vocé poderd
rodar

gnuplot gnuplot.data
para ver um exemplo funcionando. Leia o arquivo gnuplot.data e
o altere a seu gosto, mesmo que vocé cometa €rros...

Analise, geometricamente, o significado de f(z) = sin(z),df (z) = f'(z) =

cos(z

()

()

(c)

()

(e)

).

2. Vetores

llustre com desenhos a comutatividade e associatividade da soma de
vetores em R®.

Mostre com uma interpreta¢io geométrica que as diagonais de um
paralelograma representam a soma e diferenca de dois vetores indi-
cando quem representa quem.

Resolva geometricamente a equa¢ao

A+ X =0
para dois vetores ff@ que vocé desenhar inicialmente.
Resolva geometricamente a equa¢ao

X-A=C

para dois vetores ff@ que vocé desenhar inicialmente.
Lei de Chasles

i. Desenhe os vetores fT, é,é no plano tal que

+C=0

s+

A+

i. Desenhe os vetores /-T, é, é,ﬁ no plano tal que

Qu
li

A+B+C+D=0

iii. Enuncie a Lei de Chasles que associa "vetores”e poligonal fe-
chada, e esta sendo usada nos itens anteriores.
Lei de Chasles .
Dados n vetores Lo .
Ay, Ay, A,
se a soma deles € zero, significa que um deles € a resultante dos
demais, logo eles formam uma poligonal fechada.

(f) Dados dois vetores E, B nio colineares, determine o lugar geométrico

(faga grdficos ilustrativos) do espago descrito por
i. A+tB;teR
Solugao: E a reta paralela ao vetor B passando pelo ponto A.
Esta expressao depende de uwm inico parametro o que lhe da di-
mensdo 1, (uma variedade de dimensdo 1).
. t/f+s§; t,seR; s+t=1
Solugao: A relagao s+t = 1 liga “linearmente”os parametros
s,t de modo que existe um parametro dependente e outro inde-
pendente. Isto significa que esta expressio depende de um unico
pardametro (daquele que for considerado “livre”). O resultado é
uma variedade de dimensao 1: uma reta. Se s =0 entao t =1
e a reta passa pelo ponto A, reciprocamente, se s = 1 vemos que
a reta passa pelo ponto B.
iii. tA+sB; t,s>0; s+t=1
Solucao: Semelhante ao anterior, uma variedade de dimensao
1, entretanto agora a condigao t,s > 0 restringe a varia¢ao dos
parametros a um dominio restrito, resultando num segmento de
reta: s € [0,1], por exemplo.
Uma outra forma de ver: a condigdo

=.
=

t,s>0; s+t=1
faz dos parametros s,t pesos e
tA+ sB

€ a média aritmética ponderada dos vetores A B portanto um
ponto qualquer do segmento de reta que liga os dois vetores.

. tA+ sB ;t,s>0
Solucao: Precisamos de um pouco mais de sofistica¢io para de-
terminar que figura geométrica é esta. Primeiro observe que a
condigao t,s > 0 descreve o primeiro quadrante, portanto t A+sB
tem que ser a imagem do primeiro quadrante pela fun¢dao

f(s,t) =tA+ sB.

Como [ € linear, as fronteiras lineares do dominio serao preser-
vadas logo a imagem vai ser um cone (uma folha de um cone).



.

Como o par de valores (s, t) € {(0,1),(1,0)} € admissivel, entio
os pontos A, B pertencem a esta cone e um raciocinio semelhante
mostra que as retas determinadas por /-Y, B sio as fronteiras do
cone-imagem.

tA+sB ;t,seR

Solugao: O plano porque é uma variedade de dimensao 2 uma
vez que nao restricao sobre as varidveis, sao duas varidveis livres.

(9) Dependéncia linear

.
s

vae que dados A B € R™ se houver s,t € R—0 tal que sA+
tB =0 entio A B sio paralelos.
Solugao: Como os escalares nao podem ser nulos entdo podemos
resolver a equacao explicitando um dos vetores:

i-B

s

quer dizer que A estd na reta determinada por B logo sao co-
lineares (paralelos). Os dois vetores determinam um espaco de
dimensao 1 obtido com a variagao arbitraria dos parametros. Di-
zemos que eles sdo linearmente dependentes porque sendo dois
vetores geram um. espaco de dimensao menor do que dois.

i. Prove que dados A‘, 5,6_" € R" se howver s,t,r € R —0 tal

que sA+tB+rC =0 entio sA tB,rC formam uma poligonal
fechada.

Solugao: Mesmo raciocinio anterior, podemos calcular um vetor
em fun¢do dos outros dois o que o torna a resultante da soma
dos outros dois para uma escolha adequada de escalares, logo um
uma poligonal fechada. Os tres vetores determinam um espago
de dimensao 2 obtido com a varia¢ao arbitraria dos parametros.
Dizemos que eles sao linearmente dependentes porque sendo tres
vetores geram um espago de dimensio menor do que tres.
Como vocé descreveria uma situagao semelhante ds anteriores
com 4 vetores. Junte as pecas e enuncie uma lei geral usando as
palavras “dimensao”e “dependéncia linear”, que nos liberam dos
limites estreitos da geometria.

Solucao: Como nos outros casos, podemos explicitar um dos ve-
tores como combinacao linear dos demais: resultante da soma
dos outros para uma sele¢ao adequada de escalares. Os quatro
vetores determinam um espago de dimensao 3 obtido com a va-
riagao arbitrdria dos parametros. Dizemos que eles sao linear-
mente dependentes porque sendo quatro vetores geram um espago
de dimensao menor do que quatro.

(h) baricentro Se Al,gz7 s A, forem dados, e se os nimeros

P11y -5 P1

também forem dados, qual € o significado de

Pll‘rl +p21‘rz+--'+pnf‘fn
b= ipLpatt 0
PLtpat o+ P o

Solugdo: A expressio representa uma média aritmética ponderada,
portanto o significado é este. O nome “baricentro”(centro de massa)
significa que cada um dos vetores de uma determinada regido é associ-
ado com a massa especifica da regiao que ele representa. Desta forma
B representa uma média aritmética ponderada de uma amostragem
de pontos A; de um corpo com sua massa especifica p; e portanto
uma aprozimacao do centro de massa do corpo.

8. Produto Escalar Sejam A BeRm

(a) Decida se o que é verdadeiro e justifique
a ‘%Eﬁ 2 i b) A-B é um vetor c) LB B 6 um vetor.
Solugao: (a) e (¢) sao verdadeiros.

(b) qual o significado de r}mB 2

Solugao: O quociente por \B\ torna o vetor \[;I unitdrio. Entao te-

mos o produto escalm“ de A por um vetor unitdrio, logo a proje¢do
de A na direcio de B um mimero. Este nimero multiplicado pelo

unitdrio na dire¢ao de B produz um vetor nesta dire¢@o, com o com-
AB

primento calculado por B

4. Fscreva as equagoes paramétricas da reta que passa nos pontos

(0,1,2),(1,2,3) € R®.

Solugao 3 Para encontrar a equagao paramétrica da reta que passa por
dois pontos, calculamos a diferen¢a entre os vetores posi¢ao o que dd a
“diagonal-diferen¢a”do paralelograma. Os maiiltiplos deste vetor por um
paramétro arbitrario representam a equagao paramétrica da reta:

R=(0,1,2) — (1,2,3) = (-1,-1,-1)
(z,y,2) = (0,1,2) + tR = (0,1,2) + t(—1,—1,—1)
(z,y,2) = (—t, 1 —t,2—1t)

5. Calcule o vetor normal ao plano 3z +Ty+ 2z =5



Solucao 4 O vetor normal € unitdario na diregcao do vetor ortogonal. Hd
dois. Vetor ortogonal ao plano pode ser (3,7,1) se dividido pelo mddulo
produz um vetor unitdrio:

(3,7,1 (3,7,1

w= -
I3, 7.1 \/32+72+1)

. Considerando o plano 3x+Ty+z = 5 como uma fun¢do z = f(z,y) decida
se [ cresce ou decresce ao longo do eizo OX

Solugao 5
2= f(r,y) =5-3x—Ty

E a derivada parcial, relativamente a OX quem vai responder isto:
af

%——3<0

logo [ € decrescente na diregao de OX.

. Considere a superficie f(z,y) = x> +y. Verifique se z = f(x,y) cresce ou
decresce no ponto (1,0,1) na dire¢io de OX.

Solucao 6 E a derivada parcial relativamente a OX (ou relativamente
a x) quem vai falar do crescimento de f ao longo da dire¢io OX.

af _
or

calculada no ponto (1,0,1) vale 2x|,—1 = 2 portanto f é crescente neste
ponto.

2z

. Verifique que as retas tangentes a curva x> +y? = 1 sio perpendiculares
ao vetor posi¢io (x,y).

Solugao 7 Derivando implicitamente temos

2xdx + 2ydy = 0
a equagdo da reta tangente: 2a(x — a) + 2b(y — b) =0

O vetor (2a,2b) = 2(a,b) o dobro do vetor posi¢io (a,b) é perpendicular
a reta tangente, logo o vetor posi¢io (a,b) é também perpendicular & reta
tangente em qualquer ponto.

9. derivabilidade e continuidade Verifique que a fun¢ao definida por

10.

9sex <0
9—a2sex>0

€ continua, derivdvel em todos os pontos do dominio, mas sua sequnda de-
rivada € descontinua na origem. Calcule f”(0+), f"(0—). Faga os grdficos
das tres fungoes f, f', f"" num iinico sistema de eizos.

Solugao 8 Estas fungoes estao definidas por um sistema de duas equagoes
conforme x € (—00,0) ou x € [0,00). em cada um destes sub-dominios,
elas sao definidas por polindmios portanto tem derivadas de qualquer or-
dem (e antes sio coninuas). O problema se encontra (se houver) no ponto
0 que € a fronteira comum aos dois dominios. Como

o f(0+)=9= f(0—) entdo f ¢ continua.
o f'(0+)=0= f'(0—) entao f" é continua.
o f7(0+)=0+# f"(0—) = =2 entdao f" ndo é continua.

Os grdficos destas fungoes podem ser obtidas com Gnuplot. A sintaze, no
Gnuplot para definir expressoes condicionais é:

fl@)=(x<0)?9:9—zxz

Ou mais geralmente:

condicaol?comandol : comando2
se condicaol for verdadeira, comandol serd executado, se condicaol for
falsa, comando?2 serd entao executado.

Desta forma, a fungao fica definida pela expressao que se encontra a direita
da igualdade.

Redefina, com a sintaze do Gnuplot, e fa¢a o grdfico da fun¢do assim
definida:

<-4 = f(z)=2x+4)
w€[—4,-4] = f(zr)=g(x) =152 (5.55)
>4 = f(x)=—g(z—28)

Prove que f € de classe C* mas nao ¢ de classe C? e calcule os saltos da
sequnda derivada.



11.

Solugao 9 Para o grdfico rode
gnuplot integral.multipla.00.02.01.data

Como [ estd definida por polinmios, em cada wma das componentes cone-
xas do dominio, entdo f ¢ de classe C>° em cada uma dessas componentes.
Temos que analisar o que ocorre nos pontos-fronteira comuns a cada uma
dessas componentes:

x e {—4,4}

No ponto x = —4 os limites laterais de [ coicidem assim como em x = 4.
Faga as contas para verifica-lo. Consequentemente f € continua na reta.

A derivada, também tem os mesmo valores a direita e o esquerda destes
pontos, portanto f' é contina na reta e assim f € continua e tem derivada
continua, o que a faz pertencer a classe C.

Mas a segunda derivada tem wm salto de amplitude —0.5 no ponto x =
—4 e um salto de amplitude 1 no ponto x = 4. A sequnda derivada é
descontinua, portanto f ¢ C?.

Construgio de uma fungio f ¢ C?

Considere fo definida pelo conjunto de equagioes
<=2 = folz)=-2
z€[-2,2] = folz)=-x
z>2 = folz)=2
(a) Calcule a amplitude dos saltos de fa.
(b) Defina

x

fiw) = [ ot

—4

Verifique que f1 € conlinua e que
fi=r
(¢) Defina
flx) = [ filt)dt
/

Verifique que f € continua, que sua deriwada € f1, e sua sequnda
derivada € a fungao descontinua fs.

Solucao 10 (a) amplitude dos saltos de fo

B2 =2 fy(-27) = -2

entdo o salto no ponto —2 tem amplitude 2 — (—2) = 4.

L@F) =-21L027)=2
entdo o salto no ponto 2 tem amplitude | —2 — (2)] = | —4| =4. A
amplitude € um niemro positivo, é o mddulo da diferenga entre os
limites laterais.

(b)
fi@) j.fz(t)dt (5.56)
h(=2%) = ffz(t)dt (5.57)
fi(=27) = :fj fa(t)dt (5.58)
fi(=2%) = fi(-27) (5.59)

O wvalor da duas integrais

/ fz(t)dt / fz(t)dt

[a;b] (a,b)
porque as somas de Riemann com que se calculam aproximagoes para
elas sao todas iguais. Um ponto retirado do dominio, nao altera o
valor de uma integral. O mesmo vai ocorrer no ponto 2 e assim fy €
uma fung¢ao continua, mas sua derivada é descontinua.

(c) Pelo raciocinio anterior, [ € continua e tem uma derivada continua,

logo ¢ de classe C' mas sua sequnda derivada sendo descontinua,

fece

12. Considere f definida pelo conjunto de equagies

r< -2 = f(z)=-2
re[-2,2] = f(z)=-=
z>2 = f(r)=2

e defina as duas primitivas de f
filz) = [ f()dt
a4

fala) = f o



Faga os grdficos com gnuplot para ambas estas fungoes verificando que
vocé vai ter duas curvas paralelas. Caleule a diferenga | f1(x)— fa(x)| para
um ponto arbitrdrio v € R.

Solugao 11 As duas primitivas de f

z< -2 = fi(z)= [ ft)dt =—-2(z+4)

ve[-2,2] = filz) = }Zf(t)dt + fL —tdt

re[-2,2 = filz)=2f(-2)-L +2=
ve[22 = fi@)=—4-5+2=-5 -2
z>2 = fl(x):j72dt+f7tdt+ft2dt:
—4 —2 2
z>2 = fi(z)=—-44+0+2(zx—-2)=22x-38

<=2 = folz)= f ft)dt = —2(z +2)
2
r€[-2,2] = foa)= ]2f(t)dt+ f —tdt =
) 22

re[-2,2] = fola)=-Z +2=
x>2 = folz) = f2 —2dt + f —tdt + f?dt =

Y 2 2

z>2 = folr)=0+0+4+22x—4

Para ver o grdfico rode

gnuplot integral. multipla.00.02.03.data

A diferenga, ponto a ponto das duas curvas €

—2
o) = (2] = olo) ~ ulo) == [ Fieyit =4



Capitulo 6

Somas multiplas de
Riemann

6.1 Integral miltipla - Solugao

Exercicios 11 Cadlculo aproximado de volume - Solu¢do

1. Solugao Veja a figura (fig. ?7?) pdgina ??, a il

tracao da norma de

uma particao.

2. (a)

()

(c)

Resposta:

n

Area(Q) ~ Z Zm: AyAx;

i=1 j=1

Solugao: A malha de retdngulos, ver (fig. ??) pdgina 77 cobre
a base do prisma com retangulos. Se considerarmos os volumes dos
prismas que tem cada um destes retangulos como base, teremos o
nimero kAx;Ay; para medir o volume de cada “sub-prisma”. A
soma destes volumes

n o m

Z Z kAy;Ax;

i=1j=1
€ uma aprozimagao por excesso, considerando a figura (fig. ?7) do
volume desejado.

Solugao:
Se cobrirmos o circulo com uma malha uniforme de norma 0.1 como
na figura (fig. 6.1) pdgina 160,

A soma de Riemann

10 10

> 2 AmAy; =

k=15=1

159

Circulo de raio 1
coberto por A
uma

malha (g 1,1)
de T

norma /

sl

0.2 \

(-1,-1) (1,-1)

Figura 6.1: Circulo de centro na origem coberto por uma malha uniforme

10 10 10 10

302 x 0.2= 3 > 004=0.04 x 100=4

k=1j=1 k=1j=1
Observe que na ultima linha estamos somando parcelas constantes
cada uma delas valendo 0.04.
Calculamos, na verdade a drea do retangulo de lado 1 que contém o
circulo, logo uma aproximagao por excesso da drea do circulo. Po-
demos, visivelmente, tirar alguns retangulos, 12, exatamente, melho-
rando a aproximagao:

4-12%0.04 =4 —-0.48 = 3.52

Ainda é visivel que se pode tirar mais 12 “metades de retangulo”
chegando a ap

"LiLg,’d() por excesso:

4—-12%0.04=4—-0.48-0.24 = 3.28



e#om

Com um programa de computador poderiamos algebrisar a soma de

Riemann escrevendo:
E E Az Ay;

xpEeS! y;eS!
A condigio xj, € S' e y; € S se traduzindo por
i +y <1,

em que S' € o circulo unitdrio.
Um programa para fazer esta cdlculo pode ser:

def f(x,y):

return x k 2 + y x %2

umero de divisoes.
# a,b,c,d sao os extremos dos intervalos.
def area(n,a,b,c,d):
deltax = float((b-a))/n
deltay = float((d-c))/n
niciox = a
soma # (programa acumula o valor em 'soma’
while inicior < b:
micioy = ¢
while inicioy < d:
if f(inicioz,inicioy) < 1:
soma = soma + deltax * deltay
inicioy = inicioy + deltay
inicior = inicior + deltax
return soma

n = input(” Numero de divisoes ”)
print area(n,-1,1,-1,1)

O resultado, ao rodar este programa com n € {10, 50,100,500, 1500}
é:

delta:”/tex/calculo\}python int_dupla.py
Numero de divisoes 10

2.76

delta:~/tex/calculo\}python int_dupla.py
Numero de divisoes 50

3.112

delta:~/tex/calculo\}python int_dupla.py

(d)

(e)

Numero de divisoes 100

3.1316

tarcisio:”/tex/calculo\}python int_dupla.py
Numero de divisoes 500

3.140784

Numero de divisoes: 1500

3.14153422234

105.137173057 segundos

No altimo resultado ja podemos identificar um valor bem aprozi-
mado para w que € o valor exato correspondente a drea do circulo
de raio 1. Ao fazermos o cdlculo com 1500 divisoes (quer dizer
1500 x 1500 = 2.250.000 quadradinhos, fizemos que o programa
registrasse o tempo de processamento tendo sido gasto menos de 2
minutos, numa mdquina relativamente lenta, (Pentium 200), mas
rodando LinuX, claro.

Solugao:

Basta multiplicar por 3 os termos da soma de Riemann no caso an-
terior.

Solugao:
A descrigao correta é: “E volume limitado pelo grdfico de f sobre a
regiao €.”.
A primeira e a seqgunda afirmagoes estio erradas porque o simbolo de
integral faz referncia a um valor exato e nao a wma aproximacao.

A quarta faz referéncia a wma aproximagao, mas a integral repre-
senta o valor exato (que podemos ou ndo saber calcular. .., é apenas
um simbolo, como V2, que também é um simbolo represntando um
nidmero “exato”).

3. Considere Q C [a,b] x [c,d], um retangulo com lados paralelos aos eizos
OX,0Y.

(a)

Solugao:
Se considerarmos parti¢oes uniformes dos lados do retangulos, pode-
remos chamar Ax = % Ay = d,;l"' em que n,m sGo 0s numeros

de divisoes feitas na horizontal e na vertical. Ver o programa citado
acima no texto e analise a figura (fig. 6.1) pdgina 160.

O nimero a em a+iAx € o ponto inicial do intervalo na horizontal,
e ocemc+ jAy é o ponto inicial do intervalo na vertical.
A wariagao do indice nas somas poderia ter sido mantido a mesma,

em principio:
nom

Z(Zc+jAy)(a +ilAx)

i=1 j=1



(b)

Solugao:
A diferenca entre as expressoes, nesta questao, e na anterior, se de-
vem a comutatividade do produto e propriedade distributiva do pro-
duto relativamente o soma, elas sao, portanto, equivalentes.

Como “somas de Riemann sao aproximagdes de integrais”, qual, das
integais sequintes,

b d db db bd
a) [ [ fla,y)dyde b) [ [ flz,y)dady c)f [dady d) [ [dydx

ca
corresponde a
m—1n—1

Z (Z a+ kAz)(b+ jAy)

=0 k=0
Solugao:

E a integral do item (¢). Porque, as duas primeiras contem uma
altura varidvel f(x,y) portanto ficam descartadas. Nos dois dltimos
casos, a ordem em que aparecem os diferenciais indicam a ordem de
integragcao. Mais exatamente, o item (c) significa:

d b d b
//dzdy:/(/dz)dy

querendo dizer que primeiro calculamos a integral “relativamente” a
x e depois “relativamente” a y que € o que estd expresso na soma
de Riemann. No (d) a ordem das somas se encontra invertida. Fica
portanto o item (c¢) como a alternativa correta (e inica possivel).

Vocé verda em algum momento que isto nao é verdadeiro, porque

b d a b
//.f(wﬁy)dydzZ//.f(wﬁy)dzdy

e que a ordem de integracao ndo altera o resultado. Alids isto é
consequéncia de que

;ZA iAyj =

m

1
E Z Ay;Awm;

pelas propriedades comutativa do produto e distributiva do produto
relativamente a soma, como ja vimos anteriormente.

(d) Solugao:

E o item (d) porque os dois primeiros itens se referem a uma qua-
lificagao no tipo de aproximagdo, que nao podemos fazer apriori. O
item (c) se refere a um valor exato, nio é o caso. Tudo que pode-
mos dizer da “soma de Riemann” é que ela é uma aproximacgdo do
volume.

(e) Solugao:

E o0 volume do rombo cuja base € o retangulo [a,b] x [c.d] obtido do
prisma com esta mesma base mas cortado pela superficie z = f(z,y).
Veja no vocabuldrio que estamos usando a palavra “rombo” com um
sentido generalizado, alids, como também o estamos fazendo com a
palavra “prisma’”.

. Calcule, aprozimadamente, os volumes abaizo indicados e tente um esbogo
gridfico dos mesmos.

O —r

1
[ 2%+ yPdydz
0

Solugao:
A soma de Riemann uniforme que aprozima esta integral é:

o

1 n o n
Ja? +yPdyde = 35 Y (af +yF)AxAy =
0

i=05=0

= ZAz Z(z +y])A

i=0

Podemos identificar na 4ltima linha uma integral, observe que no
sequndo somatorio, x; € uma “constante”, veja como isto fica na
conversdo da “soma de Riemann” em integral:

=3 Ary (a? +y;)Ay =

i=0 =0

= $ 8 [(a? + ) = 5 Dalal + )l =

Z o(wf +3) = ZO(I? +3)Aw

i=0 i=

Novamente podemos identificar nova integral na soma de Riemann
da ultima linha o que nos permite escrever:



Interpretagao Geomélrica

A fungao cuja integral calculamos € positiva se anulando num dnico
ponto, (0,0). E um paraboloide. O volume calculado € menor do que
uma pirdmide de base quadrada [0,1] x [0,1] e altura 1, (porque ?)
e este volume vale % x drea da base = %

A seguinte fungdao, em Python, calcula esta integral aprozimada-
mente:

## soma de Riemann dupla sobre um retangulo
def int_dupla(n,a,b,c,d):

deltax = float((b-a))/n

deltay = float((d-c))/n

nicior = a

soma = 0

while inicior < b:
micioy = ¢

while inicioy < d:
soma = soma + f(iniciox,inicioy)
inicioy = inicioy + deltay
iniciox = iniciox + deltax
return soma*deltaz*deltay
n = input(”Numero de divisoes: ")
print int_dupla(n,0,1,0,1)

Rodando este programa, temos:

Numero de divisoes: 1000
0.665667

Observe que o método das somas de Riemann nos levou ao cdlculo

de uma integral dupla por sucessivas integrais simples. E preciso ter

cuidado que hd alteragoes a serem feitas no método até que o possa-
mos usar livremente. Este método vale, mas com alteragoes, quando
o dominio de integracdo ndao for retangular. Entretanto, quando a
integral for calculada sobre um dominio retangular,

/b/df(x,y)dwdy:/bdx/df(w,y)dy:/ddy/bf(m-,y)dz

permitindo que calculemos uma integral mailtipla por iteracao de in-
tegrais simples, como é o caso das que se encontram abaizo.

Podemos livremente reutilizar as contas acima.

11
[ [ wydydz  Solugio:

—1-1

1 1 1 1
[ aydyde = [ dz [ xydy =
—1-1 —1 —1

1 2
fl de (%)L, =0

Usando o programa acima, com f(x,y) = xy temos:

— Nimero de divisées 1000 Valor da integral: 3.99999999999e-
06 Observe que o resultado do programa significa:

3.99999999999¢ — 06 = 0.00000399999999999

um numero bem prozimo de zero. O programa ndo conseguiu
encontrar zero, que nds consequimos com integragio formal. E
preciso, portanto, mais do que saber usar programas, saber in-
terpretar corretamente o resultado obtido. Tempo de cdlculo:
0.007248660326 sequndos

— Nimero de divisoes: 10000 Valor da integral: 0.0 Tempo
de calculo: 0.7248660326 sequndos

00
o [ [ 2?4y dady  Solugdo:
sS4

00 ) 0 0 ) 0 B )
[ [a?+yPdady = [dy [ 2? +y*de = [ dy( %5 + %)%, =
—1-1 -1 -1 -1

0 3
= [(F-Py=(Fv-5)0 =G+3) =3

Nao precisamos fazer nenhum experimento nimerico para concluir
que o resultado estd correto, a interpretacao geométrica nos ajuda a
decidir. A fungdo na integral, f(z,y) = x> +y?, € um paraboloide de
revolugao, logo simétrica em torno da origem.

O dominio de integragdao é simétrico ao que usamos no cdlculo ante-

rior. Assim
00 11
//z2 +y2dedy = //12+y2dzdy
S1h 00

que jd calculamos anteriormente.

00
o [ [aydady  Solugio:

—1-1



Feito isto temos agora duas fungoes (uma diferenca de fungoes) que

0 o 9 o dependem exclusivamente de x nos levando, definitivamente, de volta
[ [aydyde= [do [ zydy= ao cdlculo univariado e a busca de wma primitiva de F(z,d), F(z,c)
“1-1 S - relativamente a varidvel x que € o que se encontra expresso no ultimo
0 o 0 | 0 i, | termo da igualdade.
v = Yy - [ Zgp =220 _1_(9;5
Jl dz 2(g)21) = Jl dz 2(-3)) = Jl gde=—F [ =3=02 (b) Use o método iterativo descrito no item anterior para calcular as

integrais

Rodando o programa em Python vamos encontrar }}7-2 + y2dydz fl fl ydyds
00 15

0 0 11
n = input(’’Numero de divisoes: ’’) | [ a*+yPdady [ [ wydedy
print int_dupla(n,-1,0,-1,0) S10 S1 4
Solugao:

Numero de divisoes: 500

0.251001 6.2 O caso da fronteira curva

. . . . . P Exercicios 12 Dominios de integragao com fronteira curva
5. Cdlculo iterativo das integrais mailtiplas

1. Escreva uma soma de Riemann para calcular aproximadamente

/ / rydxdy
Q

sendo 2 o circulo unitdrio de centro na origem.

(a) Deduza, de uma questio anterior (cite a questdo), que

d b b od
J [r@wisay= [ [ s

Solugao: Vamos usar a expressao f(z,y)
e que, consequentemente, podemos calcular

f(z,y) =2y

b od b
dyde = [ (F(z.d) — F — para tornar a escrita mais fdacil, (e na verdade aproveitar as contas feitas
[ [ #ewiuds = [(Fa) - Pa,ds = 71, pure 1o
a e

a
Podemos calcular esta integral, usando a expressio que usamos anterior-
Solugao: mente, para o cdlculo da drea do circulo, agora modificando incluindo o

b d valor f(xk,y;) porque agora a altura dos prismas ¢ varidvel e dada por f:
A integral [ [ f(x,y)dydx representa o volume limitado pelo grdfico

de f sobre o dominio retangular [a,] x [c,d] e jd vi ¢ SR
e f sobre o dominio retangular [a,b] x [c,d] e jd vimos que neste
i, y;) Az Ay,
caso se tem a igualdade entre as integrais duplas alternando os in- ;;f( #o Ui AT AYj
terlos de integracao. Frequentemente se escreve ==

Entretanto estamos integrando sobre o retangulo [—1,1] x [—1,1] e ndo
b d b a sobre o circulo. Ao melhorarmos a aprozimagao, no caso da drea do
//f(x,y)dydx/dx/f(m,y)dy circulo, “omitimos” sub-quadrados. O ideal era que comegassemos a cal-
o J J cular sobre a fronteira “inferior” do circulo e terminassemos na fronteira

superior. Veja a figura (fig. 6.2) pdgina 169, comegamos a contar os

werendo, como isto, significar que podemos primeiro calcular a in- . L . ; ; .
N ’  significar que p P sub-retangulos desde a fronteira inferior e até a fronteira superior.

tegral de f relativamente a y, usando o Teorema Fundamental do
Cdlculo e escrevendo F(z,d) para representar uma primitiva de f e
F(x, ¢) para representar uma outra primitiva relativamente as condigoes Num programa de computador é mais fdcil excluir o que ndo interessa
de fronteira y = ¢,y = d. colocando um “if” para selecionar quando se aceita a contagem:



- l-x2

5 f(xk,sj )Ax Ay
k,j

Figura 6.2: O circulo como dominio de integragio.

if 22+ 9% < 1:
soma = soma + f(z,y)
y =y + delta

Este pedago de cddigo estd percorrendo o circulo no sentido do eizo OY o
programa todo ficaria assim:

## soma de Riemann dupla sobre um circulo de centro na origem
def int_dupla(n):

delta = float((2))/n

T =-1

soma = 0 # inicia o valor de soma

while © < 1:
y = -1 # y comeca novamente
while y < 1:
if xx*2 +yx 2 < 1:
# acumula em soma apenas dentro do circulo
soma = soma + f(x,y)
y =y + delta # atualiza o valor de y
z =z + delta # atualiza x fora do loop interno
return soma*delta*delta

Na dltima linha do programa a valor acumulado em soma € multiplicado
por delta * delta o que equivale a dizer que usamos a distributividade no
somatdrio, primeiro somamos todas as parecelas, depois multiplicamos a
soma por Az?.

Entretanto nos sabemos fazer melhor do que os programas de computa-
dor... Vamos traduzir a soma dupla de Riemann contida neste programa.
Vamos fazer isto passo a passo numa sucessao de equagoes:

1

J @k, y)Aap Ay,
=1 (it

y;= fronteira superior de s*

= T fronteira inferior de st f(@r, yj)AveAy;

i Azp Zy,: fronteira superior de s*

=1 y;= fronteira inferior de st (@ y)Ay;

1 yj=\/1-22
S Ane XY flan ) Ay,

Te=—1 Yyi=—/1

Quer dizer que somamos sobre todos os valores possiveis de xy, sem res-
tri¢ao, mas, com y nos limitamos a ir de

7“171% atéwlfxz,

que s@o as duas equagoes dos semi-circulos inferior e superior que limitam
o disco unitdrio. Observe o desenho na figura (fig. 6.2) pdgina 169 em
que os dois semi-circulos se encontram destacados.

Na 4ltima linha podemos ver uma “soma de Riemann” simples, correspon-
dente a integral

f (@, y)dy




que vamos logo calcular:

)
T

2 1
[ faeydy= [ mydy=az [
1 —4/1

—

ydy =

)

2

o 1—22 a2 _
SV — a5 - 5 —o

1)

e concluindo

/ zydedy =0
Q

em que ) € o disco unitdrio. Resultado que era de esperar porque
flay) =ay

troca de sinal em cada quadrante sendo positiva em dois quadrantes e
negativa em dois outros.

2. Escreva a soma de Riemann (dupla) uniforme que representa a integral

[ [ #6w.vydody
Q

supondo que a regidgo Q € limitada inferiomente pela fungio y = g1(x) e
superiormente pela fun¢do y = ga(x).

Solugao: E semelhante ao exercicio acima, a soma de Riemann uni-
forme (quando as subdivisoes sio todas iguais) quer dizer:

b—a c—d

QCla,b] x [e,d]; Az = ; Ay =

n

Temos entao

b
> fleky)ArpAy;

Th=0a (zk,y;)€EQ

b ) )
y;= fronteira superior de @ )
;a zyJ: fronteira inferior de o Jw, yi) Az Ay

Tp=

b
3 An P (g, yj)Ay;

I yi=91(zk)
Tr=a

e podemos identificar uma soma de Riemann que aprozima uma integral
na ultima linha:

S o @) Ay ~ [0 e y)dy =

g1(zy)
Flaey)|2) = Fay, ga(ar) — Flax, 1(21))

g1(zk)

em que F ¢ uma primitiva de f relativamente a “varidvel” y, ou, em
outras palavras, considerando xj, constante.

Substituindo este resultado na ultima linha da sequiicia anterior de equagaes,
temos:

Xb:: (F (21, g2(wx)) — Flar, g1(xr))) Az, =
b
J(F(z,92(x)) = F(z, g1(w)))dx

que € uma integral simples relativamente a unica varidvel x que se sou-
bermos calcular, usando o Teorema Fundamental do Cdlculo, vai nos dar

o valor do volume
[ [ ryizay
)

. Considere Q a regiago do plano delimitada pelo circulo

P y-1)72=1

/ / ydzdy
Q

Solugao: Como a fronteira de Q é um circulo, podemos explicitar as
duas fungoes que limitam superior e inferiormente a regiao:

e calcule

P (y—-1)P2=1=y-1?2=1-2%=
y—l=+/1-22=
y=1+v1-2a? =

gi(z)=1—-V1—2%; go(x) =1+ V1 —2?

Entao

1 g2(z)
I=[[ydedy= [ [ ydady
Q —lgi(x)



1 g2(x)

1 B
I=[dr [ ydy= [ duis|®)
A -1 e

[= | deBl-nn@? _ | m@l a6,
-1 -1

92(2)* — g1(2)* = 4V/1 —a?
1
I=2[V1-22dz
1

Podemos fazer uma mudanca de varidvel na integral

1
J= /\/lfxzdz
21
considerando

z = cos(t) = dx = —sen(t)dt
—1=cos(=%); 1=rcos(%)
V1—a?=/1-cos(t)? = sen(t) ; dz

—sen(t)dt

J = j —sen?(t)dt

%

3
J=— [ sen®(t)dt
Q=— [ cos*(t)dt

i

J+Q=— [ cos?(t) + sen?(t)dt

M}

J+Q:j1dt:ﬂ' J:g://ydwdy
Q

. Calcule o volume de uma esfera de raio 1.

w9l

Solugao: Como todas as esferas de raio 1 tem o mesmo volume, vamos

considerar aquela de centro na origem. Um método para este cdlculo,
consiste em subtrair dois volumes:

/ (Z(fZ(%y) — fi(z,y))dady

em que f1, fa sao as duas fronteiras, a inferior e a superior da esfera, e
Q € o dominio comum, o disco unitdrio centrado na origem.

O disco unitdrio € limitado por duas curvas g1, ge de equagoes:
gi(x) = V122, 92(z) = Vi-a2,
As duas fronteiras f1, fo superior e inferior da esfera tem por equagoes:
fi@,y) =—vV1—a? =92 fo(z,y) = V1-2> -y
e assim temos:
g2

V= [ [(alaw) — fia))dedy = | T(Falery) — falav)dady

Q —lg1

1 g
V=[ f(\/lfzzfszr\/lfzzfy?)dxdy

—1g1
1 g2
V= [ [2y1-2a%—y>dedy
—1g91
1 92
V=2/[[1—-a?—y?dzdy
“1g:
1 g2
V=2 [dx[\1-2>—y2dy
-1 91

1

V:Qfdz‘?x/gg(x)fyzdy:?j; I(z)dx

Na dltima linha temos a integral na qual podemos fazer algumas simpli-
ficagoes que nos vao ajudar no cdlcuolo. Por exemplo, para todo x, g1(z)
—g2(z). E como z é constante, nds podemos escrever

Ha) = / \/mdy:/ Va? = dy.

—g2 —a

Agora podemos aplicar os itens 28 e 30 da tabela de integrais de Hughes-
Hallet

1) = JVa =y +a? [ Hdylt,

I =0+ darcsin(l) = a*%
I(z) = $43(2)




Podemos calcular a integral externa: Acompanhe o raciocinio com um desenho.

Nao hd nenhuma particularizacao do resultado se translatarmos a piramide
de modo que o vértice sobre o qual a altura cai verticalmente conicida com

1 1
V=2 [(z)de =2 [ Sg3(x)dx a origem, quer dizer:
1 21
o
V:”lgz(x)dw A=b—a; B=d—c; Q=1[0,4] x [0,B]
1 P’ = Piramide ortogonal de base Q
V=nrm fl(l —2?)dx Vol(P)=Vol(P)

23 x
V=rle—-%), =2r(1-}) =22 =4 e nds vamos calcular Vol (P').

e podemos ver o resultado esperado, o volume da esfera de raio r é Lembrando, a equacio de um plano 7 ¢

3
dmr z—c=A(x—a)+B(y—1Y); (a,b,c)em
3
e no presente caso temos dois planos passando pelos ponto (0,0,7) cujas
aqui T = 1. equagoes vio representar as duas fungoes
5. Calcule o volume de uma esfera de raio v Resposta: % z=fi(z,y) ; z= fa(z,y)

Abaizo alguns exemplos do cdlculo do volume da esfera usando o programa P ;
que formam o tampo da piramide. Também vale a pena relembrar que
apresentado neste texto em outro lugar.

A af B of
Exemplo 33 e Numero de divisoes: 100 valor da integral: 4.18523276903 T oz’ - 6_y

Tempo de cdlculo: 0.502177000046 segundos

o Numero de divisoes: 1000  wvalor da integral: 4.18868946737 Tempo -
de cdlculo: 49.3769460917 sequndos As equagoes:

o Nidmero de divisoes: 2000  wvalor da integral: 4.1887558591/ Tempo
de calculo: 196.770419002 segundos

0s coeficientes angulares parciais do plano nas direcoes dos eizos.

Ay =r+%@-0+%Ly -0

y
6. Calculo do volume de uma piramide ortogonal, de altura r tendo base o filw,y) =r— Jo
i io: 2 of:
retfmgulo [a{,., b] x le,d). vSolugtJ:o‘ fale,y) =7+ T}%y + T?%y
Seja P a piramide em consideragdo. folz,y) =71 — 5y
Queremos calcular porque %% —0; %sz -0
b d bd AZw A B
Vol(P) = / / (e, y)dady Vol(P') = [ [ fla,y)dedy = [ | fi(z,y)dedy+ [ [ fole,y)dedy
J ) ac 00 [
em que f(z,y) € a fun¢io que descreve o teto da piramide. Acompanhe com um desenho. O dominio de integragao é o retangulo
Por “piramide ortogonal” se entende aquela que tem uma das arestas per- [0,4] x [0,B]
pendicular a base. Quer dizer que P tem quatro faces, uma € um retangulo, '
a base, uma das faces € perpendicular & base, e duas faces que se encon- divido ao meio pela reta de equagio y = %z portanto as duas integrais
tram sobre uma das diagonais do cubo que teria o retingulo [a,b] x |[c,d] tem esta reta como limite superior ou inferior, como aparece na dltima

por base e de altura r. equagao acima.



Vamos calcular cada uma destas integrais separadamente:

x

—n

B
A
I=[ [ filz,y)dyde =
00
A A A By
= [dz [ (r—f2)dy = [du(ry — Fayli") =
00 0
A A )
= [da(rBz — ZaBa) = [(rBz — B )iy =
0 0
_ rBA _ rBA _ rBA
2 3 6

Se invertermos a ordem de integragao, a sequnda integral ficard mais facil
de ser calculada. Analise, no desenho que vocé deve ter feito, a mudanga
nos limites de integracao. A seqiiéncia de equagoes é:

_ A 2 A 31B_  Ap2_ rAp3_ rAB _ rAB _ rAB
=r3pY — 3yl =r3p Bt - 3BT = 5 3 6

Soma os resultados das duas integrais temos:

rAB  rAB

Vol(P") =Vol(P) =2
o(P') = Vol(P) = 270% = 5

que € o resultado conhecido:

O wvolume da piramide é & drea da base vezes a altura.
3

Observagao 25 Volume da piramide e o volume da esfera Hd uma “coincidéncia
que iremos explorar na prozima lista de exer s. Comecemos por
cutir a “coisa” desde uma experéncia simples.

Lembre-se daqueles suportes feitos de tiras circulares para colocarmos pa-
nelas quentes @ mesa. Se cortarmos um desses suportes radialmente (ao

longo do raio), o resultado serd wm triangulo, e podemos assim calcular a
area do circulo, experimentalmente: “base vezes altura dividido por dois”:

_ base x altura 2772

Area(S') = ———————— =
rea(S") ) 3

7(7’2

Isto é, a area de um circulo se calcula usando a formula para o cdlculo da

area de triangulo.

Se tentarmos fazer o mesmo com uma esfera a “coisa” fica um tanto mais
complicada, e é normal. Os teoremas assumem aspectos “aparentemente
extranhos” quando subimos a dimensao. E‘preciso nos acostumarmos com
novas situagoes em dimensao maior...

Mas tentando, se tentarmos abrir a esfera, a semelhan¢a do que fize-
mos com o circulo, vamos encontrar quatro “coisas” que se parecem com
pirdmides (quem jd abriu uma meldncia ?) entdo o volume da esfera € o
volume de quatro piramides:

4 . 1 . 1
Vol(S?) = 571'7‘3 = 4§7r7"3 = 5(47172)7".

A sugestao que temos € que a drea da superfi

e da esfera de raio r é

Area(S?) = 4nr?

que vai ser assunto de prozima lista: drea de superficies, quando tiremos
esta hipdtese a limpo: serd que

uma esfera estd para quatro piramides, assim como um circulo
estd para quatro triangulos ¢

O caso de um agude

Este € um caso tipico de em que a fronteira nao é formada por segmentos
de reta e nem conhecemos uma férmula algébrica para as curvas envolvi-
das. A saida € calcular usando somas de Riemann.

(a) Area do espelho d’dgua

Solugao 12 O espelho do agude € uma regiao Q do plano cuja drea
queremos calcular. Ver a figura (fig. ??) pdgina 77 que vocé pode
perfeitamente tomar pelo espelho de um agude visto numa foto aérea.
Uma boa foto aérea produziria uma figura em escala cuja drea poderia
ser calculada por contagem de retangulos num papel milimetrado. Isto
€ ‘soma de Riemann”.

Se uma foto aérea for dificil, um passeio a volta da margem permiti-
ria fazer marcas uniformemente espacadas e depois com duas linhas,



uma fiza entre duas marcas em margens opostas, e outra estendida
paralelamente, se poderia medir as distancias entre estes pontos opos-
tos para calcular a drea entre as duas linhas e assim calcular a drea
total do espelho. Isto também é “soma de Riemann”.

Veja a solugao do volume, o uso de um barco.

(b) O caso do volume

Solugao 13 Tudo que tem de ser feito € colocar a bordo de um barco
um sonar acoplado num computador para determinar a profundidade
do lago sobre os nos de um malha. O barco teria que “varrer” a
superficie do lago preso a um cabo esticado entre dois pontos nas
margens opostas. O sinal do sonar vai fornecer a profundidade do
lago nos nos da malha que assim se estabelecer. E o computador
ird logo fazendo a soma. Terminado o passeio sobre o lago se terd
imediatamente o volume calculado. O mesmo programa, substituindo
o valor fornecido pelo sonar por 1 produz a drea do espelho.

A escala registrada em uma das paredes da barragem, determina um
fatiamento do “solido” formado pela dgua. Uma forma precisa da
determinagdo do volume d’dgua associado a cada um destes niveis
soemnte poderia ser feito quando este nivel fosse atingido. Uma apro-
zimagao grosseira poderia ser feita considerando o prisma de base €,
o espelho do lago, cuja drea foi calculada no item anterior, para assim
calcular o volume de cada uma das fatias.

8. Calcule o volume limitado

e pelo plano XOY,
e pelo semi-plano XOZ ; © >0
e ¢ pela superficie gerada pelo segmento

AB ; A = (atcos(t),atsin(t),0) ; B = (0,0,at)
t € [0,2n]

Solugao 14 Suponhamos que seja possivel encontrar a expressio z =
F(x,y) da superficie gerada pelo movimento do segmento AB. Nesta caso
as integrais a serem calculadas seriam:

to Y1
L = [ [ F(x,y)dzdy

0 yo

t1 Y3

Iy = [ [ F(x,y)dzdy
0 y2
27 0

Iy = [ [ F(x,y)dady

0 ya

e [1 no primeiro quadrante, sendo toy o ponto em que derivada da curva
(at cos(t), atsin(t)) for um vetor paralelo ao eizo OY (equagdo nada
fdcil de resolver), e yo(t),y1(t) as duas curvas que limitam acima e
abaizo a regiao 2 do plano onde a integral estd sendo calculada;

e [ nos quadrantes dois e tres, sendo t1 o ponto em que derivada da
curva (at cos(t),atsin(t)) for um vetor paralelo ao eixo OY (equagdo
nada fdcil de resolver) e ya(t), y3(t) as duas curvas que limitam acima
e abaizo a regiao Q do plano onde a integral estd sendo calculada;

e I3 no quarto quadrante, sendo y4(t) a curva que limita inferiormente
a regiao Q0 do plano onde a integral estd sendo calculada;

Entretanto este método supoe que poderiamos encontrar facilmente a equagao
z = F(z,y) o que nao € verdade, fora as duas equagdes trigonométricas
que teriamos que resolver. Vamos aproveitar a expressao acima como su-
porte para uma mudanga de varidvel e encontrar outro meio para calcular
a integral sem que tenhamos de encontrar a expressao de F(z,y).

Para isto vamos parametrizar a superficie.

Um ponto qualquer sobre z = F(z,y) € dado pela média aritmética ponde-
rada, usando os pesos r,r —1; r € [0,1] dos pontos extremos do intervalo
AB.

~(r,t) = (artcos(t), artsin(t), (1 — r)at) = (x(t), y(t), z(t))

e podemos escrever os vetores derivadas parciais:

= (at cos(t), at sin(t), —at)

9y

or

%’f = (—artsin(t), art cos(t),0)
B s !
[ F(z,y)dady = [ z(x,y)dedy = [ z(r, t)%’—ﬁ%drdt
« a a’

A melhor forma de entender o que significa “dxdy”, isto € uma teoria,
a teoria das formas diferencidveis, € considerando este produto como um
produto exterior em que

dao = %2dt + I dr
_ 9 9

dy = Spdt + Gtdr

at ot

— 9z 0y _ 0z 0y
drdy = 57 57 — 57 grdrdt

dzdy =

O determinante calculado na tiltima linha € ‘;((fi")) que representa o coefi-

ciente de deformagcao na mudanga de varidvel.




O determinante é

oz, y
det(J(T)) = ( 71)
a(r,t) 7;.)51:(1(!1))&)5((1.2))co?(LA;)) —pcu:}t]))ﬂn((Lz))x:us((Lx; 7pc05.((L1))cus((zz))sin((l.‘;)) cos((q))cos((czgcus((u))
. . . . L pcos(t) cos(ts) cos(ts —psin(ty) sin(ts) cos(t: —psin(t]) cos(ta) sin(ts sin(t]) cos(tg) cos(t3
€ o determinante da matriz de mudancdio de varidveis. peosthaieede ? P cos(ta) cosliay 2 O (e sintrg) sin(te) cos(ty)
0 0 p cos(tz) sin(ts)

Calculando a integral temos:

2m 1

f 2(r, ) (a2 cos(t) + a2e2r sinz(t))drdt _ Usando MuPAD para calcular o determinante desta matriz temos
0

. ~ g,cos(ta) | cos(ty —2t3) | cos(tz 4 2t3)
(1 — r)at(a®t?r cos®(t) + a*t?r sin®(t))drdt = Floststa,ts) = —p*( 2 * 4 + 4 )

Il
oy
o o\

A integral relativamente a p no intervalo [0,7] nos dd

c%:‘w

1
[ =r)at(2a®t?r)drdt = 24* f f(l — ) (£3r)drdt = 2a® f f(r —r)t3drdt
0 cos(t2) n cos(ty — 2t3) N cos(ty + 2t3)

fiti,ta,t3) = 4T ( )

:2a3ft3(§—§)|gdt:2a3ft3(§—%)(1 =2 ff3df Ll = 2 4 4
0 0 A integral desta fungao relativamente a tz no intervalo [0, 3] nos dd, ainda
= %t‘l gW = %7& = %W‘* usando MuPAD,
fa(t2) = 0.25mcos(t2) — 0.125sin(t2 — 7) + 0.125sin(m + t2)
i P 4
9. Calcule o volume da esfera de raio v do R”. e ainda usando MuPAD para calcular a integral da fun¢do acima, no inter-
st
Solugao 15 O wvolume procurado € dado pela integral mailtipla valo [0, 5] temos
/dzldzzdzgdm 2
5 / fo(t)dt = —
0

em que D € a esfera do R3. p

portanto o valor da integral, o volume de S3, ¢
A ideia é semelhante ao do cdlculo de uma drea de uma regigo @ do R? ? 9 !

que € pela integral PP —

/ dxdy. SE -2

Q Hocqenghem e Jaffard, em Mathématiques Tome II, encontraram o valor
O cdlculo eventualmente fica mais simples se mudarmos as coordenadas 2

(passar para coordenadas esféricas): 5

que deizamos para o leitor analisar e decidir qual o valor correto.
21 = pceos(ty) cos(ta) cos(tz)

x9 = psin(ty) cos(tz) cos(ts)
x5 = psin(t2) cos(ts)
x4 = psin(ts)
A jacobiana desta transformagao

(w1, @2, 23, 24)
(ti,ta,t3), 7



Capitulo 7

A integral de linha

7.1 Integral de linha

Exercicios 13 Integral sobre curvas.
1. Considere uma curva v parametrizada sobre o intervalo [a, ]
[a,b] 5 ¢ — (a(t),y(t) = 7(t) € R2.

Escreva uma soma de Riemann para vy e dé uma interpreta¢ao ao resul-
tado: “a possivel integral de quem esta soma de Riemann é uma apro-
ximagao ”.

Solugao 16 Para escrever uma soma de Riemann para vy temos que fazer
uma parti¢ao do intervalo [a,b] o que resulta em

{a=to,...,tg,...,tn, = b} C [a,b]
Aty =t —tp1
n-1

> ((t), y(te)) Aty

k=0
Como (z(tr),y(tr)) sao vetores do plano, entio esta soma representa uma
soma de vetores, portanto, um vetor do plano. Como qualquer soma de Ri-
emann serd um vetor do plano, se a integral existir ela também representa
um vetor do plano.

2. Interpretagao da integral

b
(a) Integral de linha Calcule as integrais [~(t)dt com os dados abaizo:
a

183

(D) [a, 0]
a) (cos(t), sen(t)) [0, 7]
b) (cos(2t), sen(2t)  [0,7]
¢) (cos(3t), sen(3t)) [0, 7]
d) (cos(4t), sen(4t)) [0, 7]

(b) Algumas das integrais acima sio nulas, procure uma interpretagio
de porque umas sao nulas e outras nao.

3. Qual das sequintes interpretacoes € a adequada para a integral

b

[

a

o I a distincia percorrida por uma particula ao longo da curva .
o I a curva velocidade de uma particula.

o [ um vetor.

o E o trabalho da forca ((x(t),y(t))) ao longo do intervalo [a,b]

4. A integral

b
Jao.voa

€ 0 vetor posigdo médio de uma particula que percorreu a trajetoria -y
se m(la,b]) = 1. Justifique. Sugestio, escreva uma soma de Riemann.

5. Comprimento de arco

(a) Desenhe um arco de curva
[a,0] 3t — ~(t) € R?

e verifique que hd uma associagdo entre qualquer poligonal obtida
por uma selegao de pontos sobre e uma parti¢ao do intervalo [a,b].
Ver figura (fig. 7.1) pdgina 185.

(b) Use uma particio de [a,b] para construir uma soma que permita o
cdleulo aprozimado do comprimento de 7.

(¢) Introduzindo uma divisio e uma multiplicacao adequada por Aty
deduza a integral que calcula o comprimento de 7.

Solugao 17 (a) Veja na figura (fig. 7.1) pdgina 185, uma curva e uma
aprozimagao poligonal para a mesma.

Se a curva for bijetiva, entio a cada ponto da poligonal corresponde
um e somente um ponto no intervalo [a,b], cada um deles pondendo
ser obtido com a fung¢do inversa.



n—1

> d((a(tr), y(tr)), (2(tis), y(tet)) =

k=0

Zg V(@(tr) = 2(te1))? + (y(te) — y(ter))?

n—1
> VAx + Ayl

k=0

(¢c) comprimento de arco - integral integrallcomprimento de arco

Se dividirmos e multiplicarmos a ultima expressao na soma anterior
por Aty, teremos:

n—1
;;o VAT + Ay}

n—1

Azp | Ay
>\ ae tag At =
k=0 " K

podemos reconhecer os quocientes de diferenciais que definem as de-
rivadas das coordenadas de vy, elevados ao quadrado, e uma soma de
Riemann que define a integral:

b b
[vEaETyona = [y ol

que € a formula integral para o cdlculo do comprimento de arco de

b 't Observe a natural “coincidéncia” desta férmula, o comprimento do

t t t3 t uma curva parametrizada sobre o intervalo [a,b].
a 1 ) 4 :
5 arco de uma curva ¢ a integral da velocidade (de uma part{ cula)
percorrendo a curva, logo € a distancia percorrida (pela particula) ao
Figura 7.1: Uma curva e sua aproximacao poligonal longo da curva no sentido que a Fisica dd a integral da velocidade.
Aparentemente haveria problema se a curva nao fosse bijetiva, quer 6. Comprimento do circulo Calcule o comprimento do circulo de raio r.

dizer, houvesse dois valores do tempo t1,ta tal que y(t1) = (t2).
Basta, neste caso, sub-diwidir o intervalo de parametriza¢ao de for-
mas que em cada sub-intervalo a curva seja bijetiva e aplicar o ra-
ciocinio anterior. Isto, alids, mostra que nao hd problema se a fung¢ao [0,27] 3 ¢ — ~(t) = (reos(t), rsin(t)) € R2

ndo for bijetiva. [0,27] 3 ¢+ ~'(t) = r(—sin(t), cos(t)) € R?

Solugao 18 Comegamos por escrever wma parametriza¢ao do circulo de
raio e centro na origem e calculando a derivada do vetor posi¢io:

(b) Comprimento da poligonal Agora queremos o cdlculo do comprimento 027]>t—|y(t)=reR
da poligonal. Vamos somar os comprimentos de cada um segmentos
de reta desta poligonal:

Portanto o comprimento do circulo serd a integral da iltima fungdo:
27

n—1 rdt = 2mr
> | PePrya| =
k=0

o



7. Em cada caso abaizo vocé tem a velocidade com que uma parti cula percorre

uma determinada trajetoria. Em todos os caso o intervalo de parame-
trizagdo € [0,1]. Calcule a “distancia” percorrida. Observe que distancia
€ nimero!

u(t) v(t) u(t)
a) (t,1%)  b) (sin(t),cos(t)) ) (cos(t),1)
d) (t,2t) e) (t,3t) f) (cos(2t), sin(2t))

. Em cada caso abaizo vocé tem a a equagdo do vetor posi¢io de uma
particula percorrendo uma determinada trajetoria. Em todos os caso o
intervalo de parametrizacao € [0,1]. Calcule a “distancia” percorrida. Ob-
serve que distancia é niimero!

(1) (1) (1)
a) (t,1%) b) (sin(3t),cos(3t)) ¢) (cos(4t), sin(4t))
d) (cos(t), sin(2t)) e) (t,3t) f) (cos(2t), sin(2t))

. Comprimento de arco - outra formula

Altere a expressao da soma de Riemann obtida para o cdlculo aprozrimado
do comprimento de arco de uwma curva sob a hipdtese de que sabemos
explicitar y = f(x) e que a fungao f seja diferencidvel.

Solucao 19 Considere a expressio que encontramos anterioremente para
o calculo aprozimado do comprimento de arco do circulo

n—1
Z W/Ax% + Ay%
k=0

que agora vamos dividir por Axy, sob a hipdtese de que sabemos explicitar
y = f(z) e que esta funcdio é diferencidvel:

n-1
;;u Az + Ay?
n-1

S/t + A

k=0

e podemos entao reconhecer o quociente de diferenciais que define a deri-
vada de f e uma soma de Riemann:

Z 1+ Azk

k=0

que define a integral

el
[V

«

10.

11.

12.

Obuserve que os limites desta nova integral nao podem ser mais {a,b} pois

[a,b] >t — 7(t) € R?
[a,8] 3z~ f(z) eR

em que [a, 8] € o intervalo de variagio de x, € a projecao “horizontal” da
curva y. Tente completar vocé mesmo a figura (fig. 7.1) pdgina 185 em
que aparece apenas o intervalo de parametrizacao, o intervalo do tempo,
para visualisar a projecao acima referida.

Calcule o comprimento do arco percorrido pelas particulas em cada um
dos casos abaizo:

o (t) = (2(05(1‘) 3sin(t)) ; t € [0,27]
o 2(t) =t st 0,1]
L=t ecio]
~(t) = (‘082(t)1 + sin?(t)]
. w(t) = T4 2]

Uma curva tem por equagdo y*> = x°, Verifique em que pontos ela passa
quando x =2 e calcule o comprimento da trajetoria percorrida entre estes
dois pontos.

Dois pontos P, Q sobre um circulo de raio 1 determinam um setor circular

POQ em que O é a origem, (centro do ci rculo). Prove que o comprimento
do arco AB € o dobro da drea do setor POQ.

. Mostre que o comprimento de arco de y = e” ; x € [0,1] é Lo compri-

S

mento de arco da curva (t + log(t),t —log(t)) ; t € [1,¢€].

7.2 Derivadas Parciais

Ha dois conceitos préximos, jacobiana, gradiente. A jacobiana é a matriz das
derivadas parciais, e o gradiente é a jacobiana de uma fungao real de n varidveis.
Isto é o gradiente é uma jacobiana que tem apenas uma linha.

Quer dizer que, se F: @ € R? — R entao grad(F) = J(F). O gradiente
tem um nome especial porque ele esta associado a determinacdo de maximos
e minimos de fungoes de duas varidveis como veremos em um dos exercicios
abaixo.

Definigao 20 Gradiente
Seja F: R" D Q — R, um campo escalar. Entdo a jacobiana de F' € uma
matriz linha e se chama gradiente.



Em suma, o gradiente de F' é a jacobiana quando a fun¢ao F' for um campo
escalar.

De forma semelhante ao que acontece com as fungdes univariadas, em que a
derivada é o coeficiente angular da reta tangente, no caso das fungoes multi-
variadas a matriz das derivadas parciais, a jacobiana, é o coeficiente angular
maultiplo e existe uma variedade linear tangente de dimensao apropriada.

No caso das fungoes univariadas a variedade linear tangente é uma variedade
linear de dimensao 1, uma reta.

As variedades lineares sao caracterizadas (o seu coeficiente angular) pelo
vetor normal. Veja a figura (fig. 7.2) pagina 190, uma reta e um vetor normal
mesma.

No caso de um plano, que ja tem dois coeficientes angulares, o vetor normal
ao plano simplifica as coisas porque ele “determina” o plano se for dado um
ponto por onde passe o plano, de forma semelhante com o que acontece com
uma reta. Relembrando a Geometria Analitica, uma expressao do tipo

Az +By+Cz+D =0

representa no R3 um plano “caracterizado” pelo vetor normal (A, B, C).
Na mesma proporgao, uma expressao do tipo

F(x,y,z)=0

representa, no R? uma superficie e diferenciando implicitamente esta expressao

vamos ter oF oF oF
—d. —d —dz=0
Jdx ot dy v+ 0z o
que contém o molde da variedade linear tangente (desde que calculemos as

derivadas parciais num ponto (a,b,¢) ; F(a,b,c) = 0). O resultado ¢
F F F
Fel@b.0)@ )+ Fl(ab o~ b+ G lla b~ ) =0

onde podemos ver o vetor normal

oF OF oF
(Gal(ab.0). 5ra.bro). Gl (a.b.0)

Os célculos que fizemos logo acima lembram um dos teoremas mais impor-
tantes da matematica mas que tem pouca presenga direta. Também é um desses
teoremas dificeis porque apenas garantem a existéncia.

Escrevemos a equagao de plano tangente a uma superficie

Figura 7.2: Uma variedade linear e seu vetor normal

Z—I;\(a, b,c)(x —a)+ ?,)—5|(a,b, c)(y—0b)+ %—f\(a,b, c)(z—c)=0 (7.1)

e consequentemente podemos nela ezplicitar qualquer uma das varidveis, desde
que o correspondente coeficiente (derivada parcial) seja diferente de zero:

%Ku,b,c)(:ﬂ —a)+ %\(u,b,(z)(y —b)+ %\(u,b,c)(z —¢)=0
%—f\(a,b,c)(z —c) = 7%\(& b,c)(x —a) — %—5 (a,b,c)(y —b)

(z—¢)=

r—c— (2 2 (y —b)




Agora escrevemos z = f(z,y), uma funcdo do primeiro grau, cujo grafico
continua tangente ao gréfico de F(z,y, z) = 0 e portanto isto significa que numa
vizinhanga do ponto (a, b, ¢) é possivel explicitar z na equagao F(z,y, z) = 0 para
conseguir a fungao z = g(z,y) cujas derivadas parciais acabamos de calcular:

9 _ jf (7.2)
2 _zj_ (7.3)

desde que
%1: £0 (7.4)

De forma idéntica podemos explicitar x, y sempre que a correpondente deri-
vada parcial em F'(z,y, z) for diferente de zero. O conteido do que acabamos
de descrever é o teorema

23 Teorema da Funcgao implicita

Se F(x1,x2,23) = 0 € a fungao F tiver derivadas continuas numa vizinhanga

de um ponto (a1,az2,as3) ; F(a1,az2,a3) =0 e se a derivada parcial
OF
Ox;

£0

neste ponto, entio podemos encontrar, numa vizinhan¢a do ponto, (a1, as,as)
uma fungdao g expressando a variavel x; como fungao das outras duas

T = g(x))j=1,2,3 ; j#i

e tal que
oF
Jg oz
— == 7.5
oz;  4& )

Quer dizer que a fun¢ao g expressa uma variavel em funcao das outras no
Teorema da Funcao implicita, tem um valor local apenas. Um exemplo para
compreender isto é o circulo em que y em

Flz,y) =2 +y*—r? =0
pode ser explicitado como fun¢ao de x

y=+Vr2—a2

porém esta equacao somente vale em cada uma das metades do circulo como
funcao
y=g(z).

Exercicios 14 Diferencial e derivadas parciais

1. Escreva a equagao diferencial da reta, (genérica mas fagca uwma exceg¢io
para o0s casos t=A).

(a) Derive implicitamente y = 2 + 3z — 4.
(b) Escreva a equagdo da reta tangente d pardbola
y=flz)=2>+3z—4
no ponto (1,0).
2. Escreva equagao da reta tangente a curva
F(z,y) = 2 + ycos(x) + 3z = 4

no ponto' (0,4).

Solugao 20 Derivando implicitamente a expressao:

2xdr — ysin(z)dr + cos(x)dy + 3dx =0
(2z — ysin(x) + 3)dx + cos(z)dy = 0
(2a — bsin(a) + 3)(z — a) + cos(a)(y —b) =0
encontramos, na ultima equagao, a expressio da reta tangente num ponto
qualquer (a,b) em que a curva passa.

Tomando agora (a,b) = (0,4) temos

6F‘ B 36F‘ -1
oz 0 = Sl =
temos portanto a equagao da reta:
3x+(y—4)=0=y=-3x+4

Com um programa em Python podemos iterar este processo tra¢ando pe-
quenos segmentos de reta e usando as extremidades destes novos segmen-
tos de reta como nova condi¢ao inicial (a,b) para encontrar outro seg-
mento de reta e assim encontrar uma aprorimagdao para o grafico da curva
F(x,y) = 4 numa vizinhanga do ponto (0,4).

Veja na figura (fig. 7.3) pdgina 193, o pedag o de curva obtido aprozima-
damente com um programa que traca varias retas a partir da reta obtida
com a condi¢do inicial do problema.

1 Curiosidade, como podemos saber se a expressio acima define uma curva?



X**2 + y*cos(x) + 3*x = 4
10 T T
'data’
IOXI ,,,,,,
IOYI ,,,,,,,
5 — —
O - -
_5 — -
-10 L L
-10 -5 0 5 10

Figura 7.3: Gréfico aproximado da curva plana

3. Derivadas Parciais Calcule as derivadas parciais das fungoes:

Flay) = Gy = H(w,y) =
(L) ety b) eszn(w)si'n(y) C) esin(zy)
4. Gradiente grad(F) = (9, g—g) Calcule os gradientes das fungoes:
Flr,y) = Glx,y) = H(z,y) =
(1) ety b) eszn(l‘)sin(y) c) esnl(ry)

5. Escreva a equagdo do plano tangente a superfi cie
= F(z,y) = 2 + ycos(z) + 3

no ponto (1,1,8)

6. Derive implicitamente z = F(x,y) = Y e calcule

1 1
OF oF
/ P(x,y)de 4+ Q(z,y)dy = / Szt %dy
4 4

em que P = aj I Q= ﬁ—y e a particula (x,y) percorre o circulo unitdrio

parametrizado sobre o intervalo [—1,1]

Solugao 21 Chamamos o circulo trigonométrico de S* e vamos escrever
sua parametrizacdo relativamente ao intervalo [—1,1]

St = (a(1),y(t) = (COS(Wt)aSiTL(Wt))te[—l,l]
P(z,y) = ye™ ; Qz,y) = ve™

1 1
I= [ P(z,y)dz + Q(z,y)dy = [ ye"dx + ze™Vdy
e 21

1
I=J (7,”52-”2<ﬂ_t)e(tos(7rt)sin(7rt) + 71—5052(nt)e"“*("‘)b’i'”(“"))dt
S1

I— f(7524712@)6605(05{"(1) + cos?(t)ecos(Dsin(®) gy
Cn
n .
I= [ (cos*(t) — sin?(t))ecesDsin(qt
Zx

™ ™
I= [ cos(2t)ez5m Dt = [ 25720 cos(2t)dt =
“n “n
0
= [e"du=0

=)

zy

7. Derive implicitamente z = F(z,y) = e™ e calcule

1

/P(T y)dz + Q(x,y)dy = / o —dx +%—FdJ

21
oF _ OF
em que P = 5-,Q = Gy € particula (x,y) percorre a fronteira do

retingulo de lado 2, de centro na origem, e lados paralelos aos eizos,
parametrizada no intervalo [—1,1].

Solucao 22 O seguinte conjunto de equagoes é uma parametrizagao do
retangulo:
te[=1,1]; (z(t),y() = (t, —1)
te[=1,1];@(@),y®) = (1,1)
te[=1,1]; (z(t),y() = (=1, 1)
€ [-1.1] 5 (2(t), (1) = (~1, 1)



e se fizermos uma transformagao de coordenadas podemos re-escrever esta
parametriza¢io em unico intervalo:

te[-1,-1/2] ;(x(t),yt) = (4t +3,-1) ; de =4dt;dy =0
te[—=1/2,0]; (x(t),y(t) = (1,4t +1) ; do = 0;dy = 4dt
te[0,1/2] 5 (z(t),y(t) = (=4t +1,1) ; dov = —4dt;dy =0

te(1/2,1] 5 (z(t),y(t) = (=1, -4t + 3) ; do = 0;dy = —4dt

Podemos agora substituir na integral que desejamos calcular:

1 1
I= [ P(z,y)de+ Q(z,y)dy = [ %dm+ %dy

—-1/2

0
J; P(z,y)dx + Q(z,y)dy + ]/ P(z,y)dz + Q(z,y)dy +
—1/2

1/2 1
| Pz, y)de + Q(z,y)dy + [ P(x,y)dz + Q(z,y)dy =
0 1/2

/2 0 1/2 1 .
[ —eMTadt 4 [ eMTMdt+ [ —emMMdE 4 [ em4td =
-1 —1/2 0 1/2

—el e ldel el —elpel tel—el=0

8. Uma particula percorre um caminho no espago sobre uma superficie z =
F(x,y) parametrizado sobre o intervalo [—1,1], quer dizer que

(@(t),y(t), Fa(t),y(1) 5 t € [-1,1]
€ o caminho percorrido pela particula.

Qual das afirmagoes abaizo melhor descreve a integral

(a) E um volume determinado por z = F(x,y)

(b) E o trabalho da forca (‘;—f 3—5) ao longo do caminho percorrido pela
particula.

(¢) E um vetor do R?

9. Gradiente

(a) Derive implicitamente a expressio z = F(x,y), encontre a equagdo
do plano tangente a esta superficie num ponto arbitrdrio (a,b, F(a,b)),
deduza qual € a expressao de um vetor ortogonal a superficie no ponto
(a, b, F(a,b)).

(b) Verifique que grad(F) é um vetor do plano, € a proje¢io de um vetor
normal a superficie no dominio, e ele se encontra sobre a direcao de
maior crescimento ou decrescimento na superficie z = F(x,y).

10. usando o Teorema da Fungao impicita Se F(z,y, z) = 0 for uma superficie
fechada? entdo localmente podemos explicitar z = f(x,y). Verifique que o
gradiente de [ € a proje¢io sobre XOY do vetor normal que aponta para
o exterior de F(z,y,z) = 0.

7.3 Aplicagoes das derivadas
Exercicios 15 Mudanga de varidvel

1. Faga os grdficos das func¢oes definidas abaizo e calcule as suas integrais

sobre R.
(a)
—x; z€[-1,0]
flz) = x; xel0,1] (7.6)
0; z¢[-1,1]
(v)
—2z; z€ [7%1,0]
flz) = 2z ; x €0, 51] (7.7)
0;x¢ (-3 3]
(c)
—dx; x € [7%,0]
flz)= dx s x €0, 4] (7.8)
03 ¢ [~7 3]

9\—\g\u
2
g
LS
g
Il
e
L
5
Ly
B

3. Verifique que os exemplos acima sugerem a formula:

[tez= [ statung e
Q

97 1)

2Que divide o R® em duas regides, uma limitada, chamada interior e a outra ilimitada, o
exterior.



Demonstre esta formula com aus
ambas as integrais.

o de somas de Riemann aplicadas em

Este resultado merece ser formalizado sob o nome de Teorema:

24 Mudanga de varidvel

Principio do telhado

Se os dois dominios W,Q estiverem em correspondéncia bi-inivoca pela
transformagao T, isto €,

TW)=Q; W,QCR"

e se [:Q — R for integrdvel, entao

./f(uj)dw = / F(T(w))det(J(T~))dw = / F(T(w))det(J(T~1))dw
Q

W -1(0)

Vamos fazer a demonstragao num caso particular que rapidamente ird colocar a férmula
em evidéncia. Vamos supor que Q seja um hipercubo do R™1 quer dizer wm conjuto
da forma

Q=la1,b1] x [a2,b2] x --- x [an,bn]; a1,b1,...an,bp €ER
Q € wm produto cartesiano de intervalos.

Entdo

by by,
V=[fwdw= [dxi... [ flx1,...,zn)den =~
Q a1 an

m—1 m—1

3 X f@ikys e Tk ) AT Ry o ATy g,
k1=0  kn=0

Em que temos, na iltima linha, n somas (n varidveis) e cada uma destas somas tem
m parcelas, portanto um total de n x m parcelas. Em cada parcela hd um produto de
n elementos bdsicos

Ay gy - Dy gy,
que é a medida de um hiper paralelepipedo do R que nds podemos supor de lados
iguais a
Azjp, = bj—a;

m

e temos, assim, uma soma de Riemann maltipla, uniforme.
E a Jacobiana de T, J(T) que faz a transformacao local da medida entre os dois
dominios e vamos ver como isto se dd.

wZa

, J(T)
W 3 (dws,...,dwn) =" (dwi,...dwn) € Q
Awg, g R det(J(T))Azy g,

Ay g,

quer dizer,

Figura 7.4: Uma malha retangular em Q2 induz uma partigio no conjunto de saida W

o a subdivisio de Q em n x m pedagos induz via T~ uma divisdo de W em
n x m pedagos, porque a correspondéncia T € bi-inivoca. Sao estes pedagos
que estamos chamando de m-células de W; Ver na figura (fig. 7.4) pdgina
198, a representacdo no caso bidimensional da imagem inversa da malha de Q

induzindo wma subdivisio em W. Em W temos n x m m-células.

a medida de cada uma dessas m-células é aprozimadamente

(M) Awg, ...k, = det(J(T)Az1 k) - ATk,

porque sao os determinantes que generalizam a multiplicagdo: de um lado temos
uma multiplicagio “deformada”pelo determinante da transformagio T que dd a

medida das m-células (aprozimadamente), no conjunto de saida.

Este € o principio do telhado (como calcular a drea de um telhado, sabendo a
drea ocupada pela casa) ou ainda chamado de principio do coseno. Nés veremos

este principio mais a frente, ver no indice remissivo.

e cada hiper A-paralelepipedo de Q2 € a imagem de uma m-célula de W ;



o det(J(T = det(J(1))"

—1y — 1
) = T

o Az o Amy g, ~det(J(T1))Awg, . g, invertendo a equagio (M). //f(l, y>dzdy < ( Sl;pW f(z, U)m(w/)
zy)€
e A soma de Riemann fica, entdo, transformada em: w
m=1  m=1 Vamos considerar os dominios formados de aneis centrados na ori-
V= klz::O. - kéo J@is e @k ) AT R o Ak, gem A, g quer dizer
m—1 m—1
V=2 S (T (wy,n,) det(H(T ) Awgy g, & Arp={(z,y) s r<|(z,y)| <R; 0 <r <R}
k1=0  kp=0
~ [ f(T(w))det(J(T~1))dw para dois nimeros reais v, R arbitrdrios, entdo

w

e podemos identificar a nova expressao da integral a partir da soma de Riemann, como

Lr= [ [[f(x,y)dedy < sup  f(z,y)m(A.r)

queriamos demonstrar. Arn (2,y)EAN R
. R
Uma referéncia para o resultado sobre a inversa de determinantes, veja (@ 5‘3 Rf(av,y) =
Lang, S - Algebra, pag. 334. 7 B
g: 7 pag. 334 m(Ayr) = m(R? —r?) < TR?
. Mucanga de Varidveis lim e"*R2 =0
I R=cc

(a) Coordenadas polares Calcule

/

ifica que o resto da integral fora de um circt
despresivel e portanto a funcao f € integrdavel no plano.
Podemos agora simplesmente aplicar a formula de mudanga de varidveis.

e“’”g_fdxdy

\8

3

()2 (220 e T = aantt

y psen(9)
de '\ _ ([ cos(§) —psin(0) dp
dy )~ \ sen(0) pcos(0) do
Quer dizer que a jacobiana da transformagdo é o determinante da
matriz das derivadas parciais acima:

(b) Verifique que

/ /6712’y2dzdy:(/e’“”2dz)2

R
e dai deduza o valor de _{C e " dx Az, y) -,
Ap,0)
~ . 3 2,2 s .
Solugao 23 (a) Seja f(x,y) = e ~¥ . Com a mudanga de varidveis Os limites de integragao nas coordenadas polares passam a ser

de coordenadas cartesianas para coordenadas polares (ou vice-versa)
podemos identificar um disco e um retangulo no plano, entretanto
agora temos uma integral cujo dominio € o plano todo e isto nao
corresponde a nenhum disco (a ndo ser que consideremos o plano
impropriamente como um disco). O que temos que fazer aqui € provar o0
que a integral existe e escrever a sua reformulagdio com as novas /
coordenadas, uma vez que nao uma transi¢ao algébrica simples entre o

as duas formulagoes.

€[0,00) ; 6 € [0,27]

e temos a igualdade:
00 27
eV dady = J of e’ giz:g;dpd() =

!

2m o 0 5

J e pdpdd = 2m [ e~ pdp =

f € constante sobre os circulo de raio R e centro em (0,0) com o 0 0

valor e~ . ol ofce’“du =7
: =

A desigualdade que vai responder a questao da existéncia é: 0



2 2 I )
(b) Como e™* 7Y =e e ¥ e como a integral

S

/e’rzdz: / e V2dy
—00

—oo

existe® entio

=3

o0 oS 22 o 2 x 2
J e Vdpdy= [ e dr [ eVdy =
—o0 “% —oo

2

= ([ e dr) =7 =

= e~ dr = /7

—oo

ou ainda, escrevendo uma formula cldssica, da probabilidade normal

% / e Pdr=1= / e ™ dy (7.9)
—oo —o0

5. Considere a regido S limitada pelo sistema de desigualdades

Y <z
r <2 (7.10)
y+a? >0

Calcule a drea de .

Solugao 24

3a existéncia desta integral se prova usando argumentos semelhantes ao que usamos para

demontrar a existéncia da integral de f(z,vy).

7.3.1 Vetor normal e gradiente

Exercicios 16 Vetor normal e gradiente

1. Prove que o vetor (A, B,C) € perpendicular ao plano

Az +By+Cz+ D=0

Solucao 25 O plano Ax+ By+Cz =0 € paralelo ao plano cuja equagao
temos acima, porque a interse¢ao entre eles é vazia, se D # 0.

Para provar isto, resolva o sistema de equagoes

(7.11)

Az +By+Cz =0
Ar+ By +Cz =-D

e sua conclusao deve ser: “o sistema € impossivel se D # 0.”

A equagio Ax + By + Cz =0 pode ser escrita com o produto escalar:
Az+ By+Cz=0=< (A, B,C), (z,y.y) =0

denunciando que o vetor qualquer (x,y,z) no plano é perpendicular ao
vetor dado (A,B,C). Em outras palavras, “o conjunto dos pontos que
satisfazem a equagao

Az +By+Cz=0
€ o lugar geométrico dos vetores do espaco que sio perpendiculares ao
vetor (4, B,C).”

Como o plano Axz+ By+Cz = 0 € paralelo ao plano Ax+ By+Cz+D =0
entao, qualquer vetor perpendicular ao primeiro, € também perpendicular
ao sequndo.

2. Considere uma fungdo derivdvel
2= F(z,y)
definida num dominio 2 do plano.
(a) Derive implicitamente a fung¢ao
z="F(x,y)

e deduza da expressao a equagdo do plano tangente no ponto (a,b, F'(a,b)).

Escreva um vetor perpendicular d superficie graf(F) no ponto (a,b, F(a,b)).
(b) Verfifique que o grad(F) é proporcional & projecao de um vetor nor-

mal no dominio Q.



Solucao 26 (a) Derivando implicitamente z = F(z,y) temos

Podemos entender os simbolos “dz,dx,dy” como novas varidveis es-
critas sob forma de diferencas:

z—c,r—a,y—a

em que (a,b,c) é um ponto do espago e com as derwadas parciais
%, ‘3—5 calculadas no ponto (a,b) temos a variacao da fun¢io F nas
diregoes bdsicas calculadas no ponto (a,b,c) ; ¢ = F(a,b) que nos

permite escrever a equagdo do plano:

oF oF
zfcfa(zfa)ﬁLa—y(yfb)

que € a equagdo de m plano, que passa no ponto (a,b, F(a,b)) e cujos
coeficientes angulares, nas direcoes bdsicas OX,0Y conicidem com
as tazas de varia¢ao instantineas de F neste ponto.

Observagao 26 Ezisténcia da derivada

A derivagao implicita cria uma “expressao diferencial” que alguns
autores chamam de “forma diferencial” .

Se F tiver algum plano tangente ele tem que ser sugerido pela forma
diferencial obtida pela primeira derivagdo implicita (porque podemos
sequir derivando implicitamente).

A existéncia das derivadas parciais nao garante a existéncia de um
plano tangente, em outras palavras F' tendo derivadas parciais, nao
quer dizer que F' seja derivdvel, e isto acontece até mesmo com
fungoes univariadas.

Para que isto fique claro, imagine o grdfico de uma fun¢ao f derivdvel
que vocé parta num ponto, x =a, o seu grdfico e desloque um dos
“ramos” verticalmente. Vocériou uma fun¢do g com salto que tem a
mesma derivada a direita e a esquerda, no ponto x = a que a fun¢ao
f mas que nao tem derivada neste ponto e que poristo mesmo diremos
que nao € derivdvel.

Podemos dizer que este exemplo € artificial. No caso de fungoes
multivariadas hd exemplos naturais em que acontecem situagoes como
esta, Veja na figura (fig. 7.5) pdagina 205. A visualizagao estdtica do
que acontece € muito pobre, mas vocé pode solicitar este grafico a
um programa como Scilab, veja abaizo o cddigo fonte para produzir
o grdfico, e usar a capacidade do programa de fazer rotagao e zoom
até que vocé consiga entender o que acontece.

No ponto (0,0) a func¢ao

1277/2

Z:f(f-,y):wz—m

tem todos os wvalores entre —1,1 como limite, dependendo da reta
sobre a qual este limite seja calculado:

Yy =ar (7.12)

20 = fl@,y) = f(z,07) = LLL (7.13)
o= 1% (7.14)

a=0 = 2,(0,0)=1 (7.15)
a=2 = 2(0,0)= 32 (7.16)

O infimo de z, € —1 o que fica expresso no grdfico pela abertura
que ali se pode ver. Esta fun¢do tem derivadas parciais em todos os
pontos e inclusive na origem (se calculada a partir da expressio z,)
mostrando a tendéncia da superficie ao se aprozimar de um ponto
sobre o eizo OZ.

O programa abaizo pode ser rodado no Scilab (e provavelmente) também
roda em MatLab com alguma pequena modificagao.

function [x,y,z]=superficie(f,inicio,fim)
x=[inicio:0.1:fim] ;1x=length(x)
y=[inicio:0.1:fim];1ly=length(y)

// deff(CCy=f(x)’,’y=x"2 +2xx -5’)

// deff(Pz=g(x,y)’, z=sqrt(abs(f(x)"2 -y~{2}))’)

for k=[1:1x]

for j=[1:1y]

z(k,j)=f (x(k),y(3));

end;end

plot3d(x,y,z,45,45,’@ @ @ grafico - Scilab ’,[1,2,4])

function z = h(x,y)
z=(x"2 -y 2)/(x"2+y°2)

No Scilab

L]

use o botao “file”

e escolha “file operations” que vai abrir outra tela

primeiro vocé deve selecionar os arquivos do tipo “*.data” ao
lado do titulo “filename Mask”.

Se o arquivo “superficie.data” estiver disponivel escolha este
arquivo.

L]

L]

depois escolha a opgao “Getf” no pé da pdgina

Agora vocé estd de volta na pdgina principal do Scilab e pode
digitar
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ox’
em que as derivadas parciais foram calculadas no ponto (a,b). Se F

tiver um plano tangente neste ponto, (se F' ndo tiver plano tangente,

_(LOF _OF

u

cilab

ctor U sendo

perpendicular ao plano tangente € também perpendicular ao grdfico

da fungdo mo ponto, por defini¢ao.

ao o0 ve

,0)
3y)

(’3_F
Jdy

dos seus cdlculos.

oF OF

" dy
+ 2k

OF
5
2)(2x, —4y)
242
a¥in(z))

. @ coTTecao
s
2

3z

F(z,y)

3

B
(
=, frac2yz? + y?)
)
yav=!

Y
20
27ty

B)(z

Proj|xoy (@) = (
(4)(2zy

Proj|xoy (@) = (~

F(z,y)

(D)(2z + y3 cos(zy), 2y sin(zy) + xy? cos(zy))

e ter vetor perpendicular tao pouco), ent

d

nao poa

tando o “vetor” das derivadas parciais de primeira ordem de F' num

Também consideramos grad(F) como um vetor simbdlico represen-
ponto qualquer.

que significa que este vetor, de apenas duas coordenadas, tem todas
as demais coordenadas nulas. FEste € o vetor das deriadas parciais,

o gradiente de F.

Para projetar @ sobre o dominio 2 basta zerar a ultima coordenada:

ou simplesmente

1) #% + y? sin(zy)

F(z,y)

(a,b) do dominio em que ambas as coordenadas de grad(F) se anulam.

Teste, usando MuPAD ou Maple

3. Ache o grad(F) em cada caso abaizo e verifique se existe algum ponto
4) 2y
Solugao 27

49

apertanto os botoes

cia da deriwada (jacobiana)

i

.
‘i‘.
A

f
v

i
fa
i

‘l
Figura 7.5: Uma superficie com ponto singular

dominio [—5,5] x [—5,5]. Nesta janela grdfica vocé tem opgoes de

junto com outros arquivos de programas. Se isto nao acontecer, entre
Divirta-se e procure entender a superficie, e veja como a existéncia de

O arquivo superficie.data deve acompanhar o texto deste livro
em contacto comigo.

que vai produzir o grdafico da superficie, em janela prépria sobre o

manipula¢ao da imagem: zoom, rotagdo, elc...

com o ratinho.
derivadas parciais nao implica na existé

no ponto (0,0).

22 +y2 +2y%In(y) )

)~yr2+y2(

(5)(
2ain(y

2

(6)(y=+

(b) Um vetor perpendicular a superficie graf(f) no ponto (a,b, F(a,b))



As equagoes propostas sao muito dificeis de ser resolvidas (nao hd metodos
definidos). Nds limitamos a encontrar solugoes dbuvias.

Justificativas:

(a) (1) Imponha cos(xy) = 0 = xy = § + 2kn reutilize este resultado na

expressao geral onde se x =y entdo v = /5 + 2km = sin(zy) =1 ¢
a consequente igualdade final. Este método nao garante que todas as
solugées foram encontradas, mas mostram que existe solu¢ao para

OF oF
B ik v
(b) 20 =—-4y=0=z=y=0
(c) % = frac2yx® + y? = 0 ndao tem solugdo.
(d) 22y = 32%y* =0 = OX UOY
(e) yav=t = a¥in(z) = 0 <=== (z,y) = (1,0)

a2ty 2ain(y) — ,a4y? (24 207w\ _ o . oF
(f) y=+v “‘7(") =y TV (PR = 0 impossivel porque G- €
sempre diferente de zero.

. Considere uma curva de nivel F(xz,y) = 0 de uma func¢io z = F(x,y)
diferencidvel. Prove que o gradiente num ponto (a,b) na curva de nivel é
ortogonal & curva.

Solugao 28 Derivando implicitaente a equacao da curva de nivel, vamos
encontrar a equagdo da reta tangente:

d.L + %u dy =0
%(zfa)Jra—F(yfb):O
(55,55 L Clab)
em que C representa a curva de nivel passando por (a,b).
Como o gradiente é perpendicular d reta
oF OF
a(zfa)Jra—y(yfb) =0

que € tangente ¢urva C' entao o gradiente € perpendicular a C.

5. Derivada direcional Qual das frases sequintes descreve o significado da

exTpressao

cos(a) + —— 9F

F
<grad(F),11‘>ﬁ:a 9y

E sin(a)

em que 4 = (cos(a),sin(a)).

(a) Trabalho de F na dire¢io de .
(b) Projegiao do grad(F) na dire¢ao do vetor .

(¢) Projegio do vetor @ na dire¢do do gradiente.

Solugao 29 (a) Trabalho é um “valor acumulado”, uma integral por,
exemplo, a expressao ndo sugere isto.
(b) Correta, @ é um vetor unitdrio, o produto escalar produz o mddulo
da projecao na dire¢ao de um vetor unitdrio.

(c) grad(F) nao é, necessdriamente uwm vetor unitdrio, nao podemos de-
duzir que seja verdade.

6. Considere

o= Play) = 8—(z+1)2(y+1)?
(@ + D> +1)

Solugao 30 Vamos usar uma técnica de derivacao algoritmica que torna

o cdlculo de derivadas mais simples porque quebra as etapas do cdlculo.

Para isto identificamos as fungoes “atomicas” que compoem uma equagao

e depois aplicamos sequidamente a regra da cadeia. Neste caso

As derivadas parciais sao:

(z+1)%; v(z,y) = (y+1)°

u(w,y) =
g (2,1 )*2(1+1>~Uu( y)=2@y+1)
y)

u2(z,y) = (22 + 1) ; v2(z,y) = (¥ + 1)
w2y (2,y) = 22 5 v2y(z,y) = 2y
Fle,y) = 555
oF _ —vupu2v2—u2,u28—uv) _ —2y+1)*(@+ D)@ )+ D =20+ DE- (@ + D+ D?)
ox (u2v2)2 - @2 TD)2(y2+1)2
OF _ —vyuu2v2—v2,u2(8—uv) _ —2(y+1)(z+1)* @+ 1) (x> +1)—2y(z*+1) (8= (z+1) > (y+1)?)
oy (u2v2)? = @2 T D232 +1)2
em que g, = %}

Nas duas ultimas linhas aparecem as derivadas parciais como seriam calcu-
ladas dentro de um programa de computador. Mas até mesmo para repre-
sentag¢ao numa pdgina eletronica, o uso de derivagao algoritmica tem suas
vantagens porque podemos “cortar e colar” na expressao final sequindo o
modelo proposto pela expressao algoritmica.

Depois de editar as expressoes acima num editor de texto, com a sintaxe
de MuPAD ou Maple, que sao idénticas, temos

u = (x,y) > (x+1)°2
voi= (x,y) > (y+1)72



<

diff (u,x)

vy := diff(v,y)

u2 := (x,y) -> x72 +1

v2 = (x,y) —> y 2 +1

u2x:= (x,y) -> 2*x

v2y:= (x,y) —> 2%y

fx = (x,y) > -v(x,y)*ux(x,y)*u2(x,y)*v2(x,y)

- u2x(x,y)*v2(x,y)*(8-ulx,y)*v(x,y))/(u2(x,y) "2*v2(x,y) "2)
fy = (x,y) > -u(x,y)*vy(x,y)*u2(x,y)*v2(x,y)

= v2y (x,y)*¥u2(x,y)*(8-ulx,y)*v(x,y))/(u2(x,y) "2*v2(x,y) "2)

ux

estas expressoes podem ser sucessivamente coladas na drea de trabalho do
MuPAD e agora poderiamos facilmente calcular a equagao do plano tangente
no ponto (a,b, F(a,b)) = (1,1, F(1,0)) = (1,1,2)

OF

oF
A= olao =125 B= 5 |0g =20

sendo a equagao do plano:
z—2=-12(x—-1)—-20(y — 1)

Os cdlculos foram feitos com® MuPAD. Ver em [?, mupadomo obter MuPAD.
Observe que fax = %ﬁ na notagdo do MuPAD.

z

. Encontre o plano tangente a superficie

z=u?— vy =u+v;z=u’+w;u,ve D'

no ponto (0,1,2).

Solugao 31 A diferencial contém o formato da equagdio do plano tan-
gente, e observe que a expressao que aparece na primeira linha do conjunto
de equacoes sequinte, € o equivalente a derivacao implicita para o caso de
fungdes vetoriais de vdrias varidveis.

T u? —v?

Yy = u+v

z u? + 4o
dx 2u  —2v
dy | =] 1 1 ( ‘;Z )
dz 2u 4

4AMuPAD é um programa de Computacio Algébrica semelhante ao Maple ou Mathematica,
com a importante caracteristica de que ¢é distribuido com um prego simbélico.

-0 1 -1 .
(w,)=(1/2,1/2) = [ y—1 | =1 1 <“’?>
z—2 1 4 v
T 1 -1 1
y—1 =1 1 (f"?)
-2 1 4 vT2

Na dltima linha temos as equagées paramétricas do plano tangente a su-
perficie no ponto indicado.

8. Mostre que todas as retas perpendiculares a superficie da esfera de centro
na origem, passam também na origem.

Solugao 32 Basta mostrar que “as retas perpendiculares a superficie
da esfera tem produto vetorial nulo com o vetor posigao do ponto de
interese¢ao”.

Precisamos da defini¢ao de reta perpendicular:

Definigao 21 Reta perpendicular a uma variedade Uma reta serd perpen-
dicular a superficie de wma variedade num ponto P se for perpendicular
a variedade linear tangente naquele ponto.

A equagio da esfera 2> +x? +y> =12

A equagao da variedade linear tangente:
2zdz 4 2xdr +2ydy =0 = c(z—c)+alx—a)+bly—b) =0

A dltima equagio € a equagao cartesiana da variedade linear tangente
no ponto (a,b,c) em que as derwadas parciais que aparecem na derivagao
implicita foram calculadas, revelando que o vetor posicao (a,b,c) € perpen-
dicular ao plano tangente no ponto (a,b,c), como queriamos demonstrar.

7.4 Derivadas de funcgoes vetoriais

Podemos extender as operagoes usuais, as quatro operagoes, produto escalar e
produto vetorial, para serem efetuadas com “vetores” formais que representam
operadores diferenciais. Vamos apresentar abaixo estas defini¢ées que serao



usadas nos exercicios. Para ndo tornar muito pesada a notacdo, vamos supor
que estamos trablhando com espacos de fungoes de dois tipos:

R*>QLR (7.17)
R*>0 L R3 (7.18)

[ serd chamada de campo escalar, e F seré chamada de campo vetorial e vamos
manter este “habito” nesta se¢do, letra miniscula para campos escalares e as
maitsculas para campos vetoriais.

Definigao 22 Operadores diferenciais

e grad E o vetor das derivadas parciais (% %, %) O gradiente produz um
vetor de dimensao maior do que a fung¢ao em que ele for aplicado.

div Produz um campo escalar ao ser aplicado em um campo vetorial F'

OF, = OF, OF:
67; + Wja—; =< grad(F),e; > + < grad(F),e; > + < grad(F),e3 >

Este campo escalar mede a dispersio entre grad(F) e os vetores unitdrios
das diregoes dos eixos coordenados, dai o seu nome.

e rotacional

Exercicios 17 Operadores diferenciais

7.5 Miscelanea de Exercicios

Exercicios 18 Integral e Derivada
1. Solugdo: Calcule § u(z,y)dz+v(z,y)dy em que~y € a fronteira do quadrado
de lado 1 com oswvértices (0,0),(1,1), nos sequintes casos
(a) u(z,y) =a* — 3zy® ; v(z,y) =32y —y*.
(6) u(z,y) = —ay® ; v(z,y) = 32°y -y
(c) u(z,y) = 32* = 3y ; v(w,y) = 6zy.
(d) u(z,y) = 32> = 2y ; v(z,y) = 6xy.

Veja na figura (fig. 7.6) pdgina 213, o quadrado Q com as parametriza¢oes
dos seus lados.

(a)

I = §u(z,y)de +v(z,y)dy = §(2 — 3zy?)dz + (32%y — y*)dy
¥ ¥

I'=¢udr+0+0+fody+ §udr+0+0+ §uvdy
¥ ¥ ¥ v

1 1
I=[(2*—3zy?)dt + [(32%y — y®)dt +
0 0
1 1
— [(2® = 3ay?)dt — [(3a%y — y®)dt
0 0
1 1 1 1 .
I=[tdt+ [(3t—t3)dt — [((1—t)> —3(1 —t))dt + f(l —t)3dt
0 0 0
1_ 1
= [3tdt — [ —3(1 —t)dt = [Stdt—/f?) t)dt
0 0 -1

0
I=30 - fl3tdt:%—%\91:%—§—‘:0

(v)
$u(z,y)de + v(z,y)dy = (2 — 2y®)dz + (32%y — y*)dy =
B! B!
:fudm+0+0+f'udy+f'u,d.7:+0+O+§1)d'y:
bt
L 1 .
= [3dt + /(3t7t )dt — j((lft —(1—t))dt— [—(1—t)*dt =
0 0
0
fatdt+f (1—t)dt = fstdt+ j (—t)dt = 3215 — [ tdt =
1
2 2
— g =)=
(c)

$ulz,y)de +v(z,y)dy = §(32* — 3y*)da + 6xydy =

B! B!

=Judr+0+0+ fvdy+ fude+0+0+ §vdy =
B! Yy bt B!

1 1 1
[ 3t2dt + [6tdt — [(3(1 —1)> =3)dt +0 =
0 0 0

1 1 0
J 3t2dt + f6tdt - f (3(—t)?2 = 3)dt+0=
0

s 0
Lo {1 z)2dt+3fldt:



(I-t,1) ¢ 0,1 dx=-dtdy=0

{

(0,1-t)

(Lyt) t 0]
L el dyi 2

dx=0 § N
dy=-dt

(t,0) t- [0,1] dx=dt;dy=0

Figura 7.6: Parametrizacio do quadrado @ de lado 1, com vértices (0,0), (1,1).

3 2 0
SIS+ 8|8 =3 [ t2dt+3t|°, =
-1

343 2 ) .
%‘2)*%‘3)*5%‘0—1+5ﬂ[11 =
1+43-1-3=0

(d) u(z,y) = 3z* =2y ; v(z,y) = bxy

$ulz, y)de +v(z,y)dy = §(32° — 2y%)dx + 6ydy =

Y v

=dudzr+0+0+ fvdy+ fudz+0+0+ §vdy =
B! B! B 3

1 1 1
[3t2dt + [6tdt — [(3(1 —t)> —2)dt +0 =
0 0 0

1 1 0

[ 3t%dt + [ 6tdt — [ (3(—t)? —2)dt +0 =
0 0 -1

WS (o2 [ de =
310 210 dt+2 [ dt =
-1 -1
3t3 11, 6121 :0-2 0
Lo+ %10 -3 [ tPdt+2t°, =
-1
%\5*%‘&*3%91+2ﬂ31:
1+3-1-2=1

. Analise uma “coincidéncia”: a questao anterior vocé pode separar em dois

pares de itens: no primeiro item, de cada par,

%u(z, y)dz + v(z,y)dy =0

el

e no sequndo item

f. u(z,y)dz + v(z,y)dy # 0,

¥

obviamente com uma pequena diferenca entre (u,v) de cada par. Calcule
(x + iy)®e3(z + iy)? ao fazer esta andlise ¢ tente descobrir qual a “dife-
renga” envolvida com a “coincidéncia”.

Solugao 33 No primeiro par temos (x + iy)® e uma modificacio da ter-
ceira poténcia que deiza de ser uma terceira poténcia. O mesmo acontece
com o segundo par e a seqgunda poténcia de (x + iy). Nao se trata de
nenhuma coincidéncia, como veremos no capitulo 3, indepedéncia de ca-
minhos. Veja também o prozimo exercicio.

. Troque, nos itens da questio 1 a curvay pelo circulo unitdrio S* e verifique

que a “coincidéncia’nao se repete.

Solugao 34 (a) Vamos usar a parametrizag¢io

St = {(x,y) = (cos(t), sin(t))icpo,2x] }-
Sf u(x,y)de + v(x,y)dy =



= ¢ (2% - 3ay?)dx + (32%y — y®)dy =
St

2m

= Uf(z3 — 3ay?)d(cos(t))dt + wa(3r2y —y¥)d(sin(t))dt =
= {W((}()Ss(t) — 3cos(t)sin?(t))d(cos(t))dt +

+ 0f7r(3c032(t)sin(t) — sin3(t))d(sin(t))dt =
=— bfn(cos?'(t) — 3cos(t)sin?(t))sin(t)dt +

2
+ [ (3cos?(t)sin(t) — sin®(t))cos(t)dt =
0
2 2n
= — [ cos®(t)sin(t)dt + [ 3cos(t)sin3(t)dt +
0 0
2 2
+ [ 3cos®(t)sin(t)dt — [ sin3(t)cos(t)dt =
0 0
1 0 1 0
= [wPdu+ [3uPdu— [3uPdu— [uddu=0
1 0 1 0

(b) Vamos usar a parametriza¢io

St = (2,9) = (cos(t), sin(t))re(o,2x)-

§ ule,y)de +o(z,y)dy = §(2* — wy®)de + 3%y — y*)dy =
St St

= ?(13 — zy?)d(cos(t))dt + (3z%y — y3)d(sin(t))dt =

=— bf(cos?’(t) — cos(t)sin?(t))sin(t)dt + (3cos?(t)sin(t) — sin®(t))cos(t)dt =

2 2 o 2
= — [ cos®(t)sin(t)dt + [ cos(t)sin®(t)dt + [ 3cos®(t)sin(t)dt — [ sin3(t)cos(t)dt =0
0 0 0 0

porque todas as integrais sao da forma
a
/ u"du
a

(c) As integrais neste caso se reduzem a expressoes da forma

a

/ u"du

a

sendo portanto nulas.
(d) As integrais neste caso se reduzem a expressoes da forma
a

/ u"du

a

sendo portanto nulas.

Este exemplo serd ’util no capitulo 3 quando estudarmos independéncia
de caminhos e diferencial exata.

. Verifique que, se z = (x +iy) entdo

2= f(2,y) = (h(z.y), fa(z,y)) = (@° = Bay?, —y® + 327y)
322 = (322 — 3y? , 6wy) = (%% —%%2) = %23
322 = (322 — 3y? |, bay) = 71’(%—2, %—f;)

Solugao 35 Direto, basta fazer as contas e verificar as identidades.

. Considere um campo vetorial (u(z,y),v(x,y)) definido em um dominio

do plano, @ C R2. Dados dois pontos arbitrdrio P,Q € Q dizemos que
§ u(z,y)dz +v(z, y)dy nao depende de caminhos se para quaisquer curvas
Y1,72 C Q ligando P, Q tivermos

]{u(z,y)dz +v(z,y)dy = ?{u(zy)dz +v(z,y)dy

" Y2

Prove que ¢ u(x,y)dz + v(x,y)dy ser independente de caminhos equivale
a faw u(z,y)dr + v(z,y)dy = 0 para todo sub-dominio W C Q. em que
OW representa a fronteira da regiao W.

Solugao 36 Vamos usar uma nota¢ao mais curta para
dz = udx + vdy

que depois veremos que tem um sentido proprio. Agora € apenas uma
notagao.

Considere W um sub-dominio de Q. A fronteira de W, OW, € entao for-
mada por uma ou mais curvas fechadas contidas também em ), que sao
as fronteiras das diversas componentes de W. Basta resolvermos o caso
de uma das componentes ou supormos que W tem uma tinica componente
e portanto que OW € uma curva fechada contida em Q.



e = Suponhamos que dz = udx +vdy seja independente de caminhos e
consideremos em y = OW dois pontos arbitrdrios P, Q em . Como
dz € independente de caminhos, entdo

Q Q
%dz:}{dz
P P

em que as integrais acima sao consideradas em cada um dos dois
caminhos que os pontos P, Q determinam sobre v. Se observarmos
que

Q P
fdzzfy{dz
P Q

porque de uma integral pode apenas haver uma mudanga de sinal
nas parametrizacoes, e obviamente, vamos escolher este caso para as
parametrizagoes, entdo

Q P Q P
y{dzzfj{dz:fdery{dz:Oé}I{dz:O
Q P Q vy

P

porque a ultima integral apenas resume que na peniltima a curva y
foi percorrida de P até P.
< Suponhamos agora que para qualquer sub-dominio W de 0,

?{dz:O.

ow

Consideremos agora dois pontos P,Q € Q e dois caminhos v1,7v2 li-
gando estes dois pontos. Observando que podemos designar por —vys
o caminho que liga Q a P se vz ligar P a Q nesta ordem, porque hd
uma parametriza¢ao dos dois caminhos que diferem apenas por uma
troca de sinal, entdo y2U—"2 € uma curva fechada que limita (um ou
mais) sub-dominios de Q. Mais de um, eventualmente, porque estas
curvas podem se cortar, mas a hipdtese vale para todas as componen-
tes assim obtidas e basta considerarmos o caso em que as curvas nao
se cortam e que temos apenas uma componente. Seja W esta inica
componente com
oW =y U -y

Entao

Q Q

fdz=§dz; $dz= § dz

P " P 72

I=¢dz—¢dz; I=¢dz+ § dz; I= § dz=
T Y2 1 -2 Y1U—"72
=>I=¢dz=0=; = §dz= §dz
ow " Y2

mostra que € independente a escolha do caminho que liga os dois
pontos P e Q.

£

6. Verifique que (u(x,y),v(2,y)) = (37157, —7715z) ndo € independente de

22 +y?
caminhos em um dominio qualquer do plano contendo a origem.

Solugao 37 Vamos seguir usando a notagao introduzida anteriormente:

dz = udx + vdy.

O leitor deve meditar sobre os dois resultados, este e o do exercicio 6. Para
mostrarmos que dz nao € independente de caminhos, temos que encontrar
uma curva fechada v tal que

?{ dz=0

5

devido ao exercicio 5. Ao mesmo tempo os exercicios 6 e 3 mostram que
isto pode nao ser facil... No exercicio 6 temos dois diferenciais dz e uma
curva fechada tal que

% dz=10

b
quando sabemos, a partir do exercicio 3 que a sequnda e a quarta expressao
diferencial dependem do caminho. Isto apenas significa que existe alguma
curva fechada o sobre a qual

% dz # 0.

@

Em outras palavras, dz mesmo sendo dependente do caminho pode haver
uma curva fechada v tal que
% dz = 0.

5
Esta situagdo, que parece cadtica, vai ficar inteiramente clarificada no
capitulo 3. Aqui ela representa apenas “exercicios de integral de linha”, e,
obviamente, uma antecipac¢ao de conceitos, apesar de que estes parecam
pouco interessantes. Consulte o capitulo 3 para entender a diferenca.

Vamos experimentar o cdlculo de dz sobre S*.

§dz=
St
2m
= Ofu((:os(t),sin(f,))d(cos(t)) + v(cos(t), sin(t))d(sin(t)) =

= 2fw7(305(t)sin(l‘,)dl‘, — sin(t)cos(t)dt =0
0



Somente com varidveis complexas é que poderemos entender bem o que
estd acontecendo aqui, os reais sio deficientes. Observe que dz nao estd
definida na origem (0,0) que se encontra dentro de S*, e S' ndo ¢ uma
curva fechada se considerarmos R? = C, tem um salto de 2mi quando se
percorre a curva completamente. Isto fica invisivel aqui.




Capitulo 8

O teorema de Green

8.1

8.1.1

As fung¢oes univariadas tem uma derivada. As fun¢oes multivariadas e as fungoes
vetoriais (campos vetoriais) tém vérias derivadas parciais que formam sua matriz

Teorema de Green

Existem vérios tipos de integral de linha, numéricas
ou vetoriais depende do tipo de operacao que apa-
recer no integrando. Por exemplo, a Fisica define

trabalho .
/ F(s) - ds

5

onde temos o produto escalar de uma for¢a F' apli-
cada a uma particula que percorre uma curva v no
espaco. Vamos discutir este tipo de integral aqui
como preparagao para integral de superficies.

Na linguagem habitual deste contexto as fungoes ve-
toriais sao chamadas de campos vetoriais .

Vamos dar um sentido matemadtico a nogao fisica de
campo vetorial conservativo ou, em 0posigao a este
conceito, o de campo vetorial nao conservativo e por
este caminho enunciar o Teorema de Green e fazer

algumas aplicagoes dele.

Campos vetoriais conservativos ou nao

jacobiana que é a derivada destas fungoes.

A matriz jacobiana, ou simplesmente a jacobiana é uma matriz de fungoes.

Nem sempre uma matriz de fungdes é uma jacobiana.

Exercicios 19 Derivadas parciais

221

1. Derivadas

(a) Calcule as derivadas (jacobianas) das fungoes

F(z,y) = F(z,y) = Flz,y,2) =
1) xzcos(y) 2) (zcos(y),ycos(x))  3) (xy,yz, zx)
4) Ly, wy)  5) (y, vy, ) 6) (y,2,x)

(b) Justifique porque as matrizes abaizo nao sio derivadas:

fly)  [f(o,y,2) f(x)
Day  2) (z,y,2y,2) 3) (,2y)

Solugao 38 (a) Calculo das derivadas.

F(z,y) = zcos(y) — J(F) = ( cos(y) —asin(y) )
cos(y)  —wxsin(y) )

F(x,y) = (zcos(y),ycos(x) — J(F) = ( —ysin(z)  cos(z)
F(x,y) = (vy,yz, 22) — J(F) =
F(z,y) = (L,zy,ay) = J(F) =

F(z,y) = (y,zy,x) = J(F) =

Fa,y,2) = (y,2,2) = J(F) =

—oo TP ew o 4o
OB = 4o
cor 8RO oy on
o © oo
o ~=o CoOo ye o

(b) i f(z,y) = zy € bwariada, para ser uma derivada teria que ter
duas coordenadas, so tem uma, ndo pode ser uma derivada.
i. f(z,y,z) = (x,y,2y,2) tem tres varidveis uma fungdo de tres
variaveis, para ser uma derivada, tem que ter tres coordenadas.
f tem quatro coordenadas, nao pode ser uma deriada.
iii. f(z) = (z,2y) estd mal definida, tem wma varidvel y que ¢ im-
possivel de ser usada. Nem fun¢ao €.

2. Seja uma funcgao diferencidvel F: R™ — R™. Escolha e justifique como
serd sua derivada:
1) J(F):R" - R™ 2) J(F): R"™ ™ — R™
3) J(F):R" — R™ /) J(F):R" - R"™



Solugao 39 F' tem como conjunto de saida o R™ entdo tem n varidveis.

O congunto de chegada é o R™ entao F tem m fungoes coordenadas. Isto
significa que F' vai ter nm derivadas parciais, cada fungdo coordenada vai
ter n derivadas, e a derivada vai ter nm fungoes coordenadas.

O conjunto de chegada da derivada é R™™. A op¢ao correta € a (4), a
derivada tem o mesmo niumero de varidveis que a fun¢ao original, e tem
nm coordenadas. Vai ser uma matrizm x n, em cada uma das m linhas
(coordenadas) de J(F) vamos escrever as n deriwadas parciais relativas ds
n varidveis (colunas).

. Escreva a expressao diferencial (o diferencial) da fungdo
F(r,0) = (rcos(0), rsin(theta)).

Solugao 40 O diferencial € uma expressao linear cujos coeficientes sao
as derivadas (parciais) e as varidveis sio os diferenciais das varidveis:

dF — dFy '\ _ [ cos(0) —rsin(9) \

T\ dFy )\ sin(0)  rcos(6)

dr \ _ ([ cos(@)dr —rsin(0)d6

dg )~ \ sin(0)dr + rcos(6)do
Quando uma funcao tiver wma unica coordenada, o seu diferencial € fre-
quentemente chamado de diferencial total. Cada linha da iltima matriz é
um diferencial total. Esta denomian¢ao reflete a confusio que ainda hoje
se tem do conceito de diferencial ainda eivado de mitos. Qaando se de-
riva implicitamente se chega, naturalmente, ao diferencial total que € um

produto de matrizes. Veja que as linhas da <iltima matriz, sao diferenciais
totais das coordenadas de F.

. Descubra wma fungao cuja derivada seja

2y 2z 2y 2zy
o(W ) g( v, W) s

Solugao 41 (a) A fungdo tem duas coordenadas que estao sendo de-
signadas por x,y e ¢ uma matriz 2 x 2 portanto F : R? — R? ¢
temos

oF  On
J(F) = ( 5 ﬁ > — F = (2zy, 22y%)
9 oy

(b)

5. Derive implicitamente
z= z= z=
Day 2)2zz+ay 3) a7+ 2ayz+y°

8.1.2 Forma trivial do Teorema de Green

Vamos descobrir, nesta segdo, um dos teoremas mais intrigantes e envolventes da
analise matematica. Ele representa uma generalizagdo do Teorema Fundamental
do Célculo Integral e serve para associar integrais cujos dominios tem uma
diferenga na dimensao de uma unidade: uma regiao €2 e sua fronteira 92

A formulagao pela qual vamos passar aqui serve para determinar quando um
campo vetorial é conservativo.

Precisamos do conceito de curva fechada vy, é aquela que em qualquer para-
metrizacao

[a,b] 5t —~(t) € R™ ; y(a) = (b)

quer dizer que a extremidade final conicide com a inicial.

Se F for uma fungao diferenciavel, entao naturalmente dF é uma diferencial
erata. Definimos assim uma diferencial exata, uma expressao obtida pela
derivagao de uma funcéo. Esta definicdo ndo é boa porque ela ndo oferece um
método para verificar explcitamente quando uma expressiao é uma diferencial
ezata, em breve estaremos em posigao de fazer uma definigdo acompanhada um
método de verificagao da mesma.

A forma tipica com que escrevemos diferenciais é:

P(z,y)dr + Q(z,y)dy ; P(z,y, 2)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y,2)dz . ..

e, por exemplo, se P(z,y)dz + Q(z,y)dy for uma diferencial exata, entao existe
uma fungao bivariada, de classe C*° em um aberto do R", F', tal que (quando
n=2)

oF OF
Play) = G5 Q) = 5

Vamos escrever a teoria aqui para R? uma extensdo para n > 2 é relativa-
mente simples e isto serd feito em capitulo préximo.

Exercicios 20 Teorema de Green

1. Verifique quais das expressoes abaizo é uma diferencial exata:
dF dF dF
1) 3zdx 2) ydx + zdy 3) y2dx + 2zydy
4) yide +2ydy  5) yzdx + xzdy + xydz  6) e dz

2. Para cada uma das expressoes Pdx + Qdy da questao anterior, calcule
§ Pdx + Qdy em que v € o ci rculo unitdrio St
Y



Ver na figura (fig. 8.2), pdgina 231, o significado da orientacao das
curvas, § indica que a integral deve ser calculada no sentido positivo
(contrdrio aos dos ponteiros do relégio) sobre a curva.

3. Prove que se vy for uma curva fechada e Pdx + Qdy for uma diferencial
exata, entao

}{Pdwﬂ-Qdy =0

5

4. Calcule as derivadas mistas de ordem 2 das sequintes funcoes

F(z,y) F(x,y,2) F(x,y,z,w)
1) 2%ycos(wy) 2) zyzsin(zy) ) 2? cos(zz)y
4) cos?(zy)x?y®  5) 2?y22e™Y 6) evyz” 53

[

Teorema de Schwarz Expanda os quocientes de diferencas que, respectiva-
2 p 92
F 9°F ; o o . deri
mente, definem 570y g0z € verifique que, se cada uma das derivadas de

primeira ordem for continua, entao

PF PF
dxdy — dyox”

Idenfique exatamente onde € necessdrio a continuidade de cada uma das
derivadas de primeira ordem.

Solugao 42 Desenvolvendo g;gy

2F lim G (at+Aab) =G (ab)
ozoy — A0, Az =
FlatAz,b+Ay)—F(at+Ax.b)  F(a.b+Ay)—F(a,b)
lim lim Sy = EX
Az=0 Ay=0 .
. . F(at+Az,btAy)—F(a+Az,b)—F(ab+Ay)+F(ab
lim lim ELletAzbt+ay) (az'_z) (ab+Ay)+F(ad) _ 1
Ay=0 Az=0 TaY

’F
Desenvolvendo agora Dyow

or _ oo %
yoz AI}/IEO

. . F(()+AJ}.P)+Ay)—F(a,b+Ay)_F(a+A1‘,,b)—F(u.b)

lim  lim — = —

Ay=0 Az=0 v

F(atAz,b+Ay)—F(a,b+Ay)—F(at+Ax,b)—F(a,b)
AyAz

lim  lim
Ay=0 Az=0

Vemos assim que, independente de como calcularmos as derivadas sequn-
das mistas, chegaremos ao mesmo quociente de diferencas de sequnda or-
dem, portanto, se o limite existir, elas tém que ser iguais.

Os cdlculos feitos acima somente serdo validos se cada wma das derivadas
de primeira ordem for continua, numa vizinhanca do ponto (a,b), caso
contrdrio nao poderemos calcular a outra derivada, iteradamente. O teo-
rema fica assim:

Teorema | 25 Teorema de Schwarz

Se uma fungao multivariada tiver suas derivadas de primeira ordem continuas
e derivdveis entao

?F  O'F
3Ikawj - 3Ijaxk

as derivadas mistas de sequnda ordem, e consequentemente de ordem su-
perior, nas mesma condigoes, sao iguais.

independéncia da parametrizagao

(a) Considere a parametrizacao
(cos(2mt), sin(2mt))sejo,1) = S"
para o circulo trigonométrico. Calcule o comprimento de arco consi-

derando esta parametrizagao.

(b) Considere a parametriza¢ao
(cos(t), sin(t))ie[—n,x) = S*
para o circulo trigonométrico. Calcule o comprimento de arco consi-
derando esta parametrizagdo.

(¢) Verifique que

iy

/dt+/dt
0 0

também € o comprimento de arco de S' e descreva qual foi a para-
metriza¢ao usada.

Observagao 27 A independéncia de caminho

Trocar a parametrizacao for¢a uma troca na escala, sem divida, isto ndo impede que
falemos em independéncia de parametrizag&o.

Outra coisa € independéncia de caminho. As fungées multivariadas oferecem wma nova
visdo. Veja a figura (fig. 8.1) pd gina 227,

Vamos dizer que uma expressio diferencial

P(z,y)dz + Q(x,y)dy



Os

caminhos

aBy.

Distintos caminhos entre os pontos P,Q

Figura 8.1: Os distintos caminhos entre P,Q no dominio , ; o, 3,7

€ independente de caminhos, se se dados dois pontos M,N e dados dois quaisquer
caminhos que liguem estes dotis pontos, v, entdo

/ Pdz + Qdy = / Pdz + Qdy

¥ a

Se uma expressao diferencial for independente de caminhos, nos a chamaremos de
diferencial exata.

7. Mostre que se Pdx + Qdy for wma diferencial exata, entao

/de+Qdy =0
Y

para qualquer curva fechada.

8. Mostre que a equagdio
X
F(X)= j{sz«I»Qdy
M
define uma fungdo no plano se Pdx + Qdy for uwma diferencial exata.

9. Considere uma diferencial exata dF = Pdxr + Qdy e um ponto M no
dominio Q@ em que dF estd definida. Chame F a tnica fungao definida

por
X
= 7{ Pdx + Qdy
i
e calcule ?—F e g—’; Sugestao, como dF nao depende de caminhos, use

caminhos pamlr/os aos eizos ao calculas os quocientes de diferencas.

10. Caleule §(y + 3z)dx + (y — x)dy em que E € a curva 2? + 4y* = 4
E

Solugao 43 Temos que comecar escolhendo uma paramentrizag¢do para
a curva E que é uma elipse, logo uma deformagao adequada de uma pa-
rametrizagcao do circulo trigonométrico funciona: Como x = 0 = y =
1 ey=0= 2 =2 vemos que a distor¢cio adequada é

= (x(t),y(t)) = (2cos(t), sin(t))se[o,2x]
$ly + 3a)da + (y — w)dy =
B
f —2(sin(t) + 6 cos(t)) sin(t)dt + 2fﬂ(sin(t) — 2cos(t)) cos(t)dt =
f —2sin?(t) — 12 cos(t) sin(t))dt + f sin(t) cos(t) — 2 cos?(t))dt =
o 2
=-2 bf(sinQ(t) + cos?(t))dt — 12 { cos(t)(sin(t))dt + Of(sin(t) cos(t) — dt =

—Am

11. Qual das frases abaizo descreve o significado de
‘74 Pdz + Qdy
b

e E o comprimento de arco de 7.



12.

18.

e E o trabalho exercido pela forca (P, Q) ao longo da trajetdria .

E
e E nulo.
e F a drea de uma regiao.

Solugao 44 e Como o comprimento de arco € integral da velocidade
e o campo vetorial nao é deriada de uma fungao vetorial de varidvel
escalar (tempo) entao a primeira frase ndao serve.

e A terceira nao tem consisténcia.

e A quarta poderia ser verdadeira, mas € preciso de mais hipdteses
portanto € incompleta.

o A sequnda corresponde a integral, € o produto escalar de um campo
vetorial (P,Q) com o diferencial da curva, corresponde o defini¢do
de trabalho da for¢a (P,Q) ao longo da trajetdria ~.

Considere a expressao diferencial Pdx + Qdy em que P,Q sao fungoes
integrdveis nas varidveis x,y. Verifique que

. A | §2dady :é;fz Q(z,y)dy
o [f %dxdy =— ¢ P(z,y)dz
Q a0

em que Q0 € uma regiao do plano limitada e sua fronteira OQ tem um
comprimento finito.

Teorema de Green Verifique que, se
Pdx + Qdy

for uma diferencial exata, e Q for um dominio do plano limitado por
uma curva curva fechada OS), entao

}{sz+Qdy = //(% - %)drdy
Q

o0

Observagao 28 Campo conservativo

Como prometemos na introdug¢do, vamos definir matemmaticamente o que os fisicos
chamam campo conservativo.

Os campos conservativos sao as fungoes vetoriais que definemn diferenciais exatas, no
formato da integral de linha do Teorema de Green

Pdz + Qdy
ou ainda aqueles que tornam o Teorema de Green trivial, ambas
para qualquer curva fechada.

integrais sao nulas

Isto quer dizer que o trabalho de wm campo conservativo ao longo de uma curva fe-
chada, é zero. Mas o Teorema de Green vale em geral para campos conservativos ou
nao:

26 Teorema de Green

Seja (P(x,y), Q(x,y)) wm campo vetorial. Entdo
fracan= [ [22 00y
ox oy
aQ Q

Com frequéncia o Teorema de Green é enunciado assim

//(@ — (?—P)dxdy = %Pdﬂt#»@dy
dz dy
N

Q

e esta sutil diferenca tem um sentido: a integral de linha, que o simbolo f indica que
ela deve ser calculada no sentido positivo da fronteira de 0, mede a variagao total do
campo vetorial (P, Q) sobre Q e nestes termos o Teorema de Green é uma generalizagao
do Teorema Fundamental do Cdlculo. Veja que ele relaciona os valores de uma parte
da derivada do campo diferencial sobre um dominio de dimensdo dois e calcula esta
variagdo ao longo de um dominio de dimensdao 1 que é a fronteira de Q.

A integral de linha trouze um novo conceito que era pouco visivel nas integrais simples
(onde ele jd existia), o sentido em que a integral é calculada. FEste aspecto agora se
reveste de wma outra caracterisi ca, agora dizemos,

e Calculamos a integral de f sobre 7.

e A orientagio de v € positiva (ou negativa).

b a
o Antes diziamos: [ f ou [ f.
a b

Veja na figura (fig. 8.2) pdgina 231,

E fdcil de falar de orientagio e até expressar de forma geométrica o que isto significa.
A defini¢ao formal é mais complicada, e nds a deizaremos de lado por enquanto.
Voltaremos a este assunto quando estudarmos as superficies.

Diremos que uma orientagao € a positiva se ela contrariar o sentido em que se movem
os ponteiros do reldgio. Na (fig. 8.3) vocé pode ver uma forma geométrica de definir
orientagdo. Veja pdgina 232.

Uma curva, no interior de um dominio pode ter uma orientagdo incompativel com a

orientagdo da fronteira.

Veja na figura (fig. 8.3) pdgina 232, a curva vy, no interior de Q que ndo pode ser
orientada de forma compativel com a fronteira. Na figura mencionada, hd tres cur-
vas fechadas que estao sendo usadas para transferir a orientag¢do. FElas mostram a
compatibilidade da orientagdo da fronteira de Q2 e se orientarmos a curva v de forma
compativel com alguma das componentes de 9 esta orientagdo fica incompativel com
alguma outra componente de OS2.

Na mesma figura vocé pode ver

e as componentes de 02 em A, B,C,
e observar a compatibilidade da orientag¢ao destas componentes,

e ¢ verificar que a orienta¢io da curva vy € imcompativel (contrdria) com a ori-
entagdo de 992,

e Na regico B um “transferidor de orienta¢ao’mostra que a orientagdo de v é
compativel com a orientagdo da componente de 9 em B.



transmitindo a orientag&o
entre duas curvas
2

Uma regiao
com buracos

A fronteira é formada da unido de componentes disjuntas. pedagos de curva.
Podemos "transmitir" a orientagdo entre duas componentes da fronteira.

Figura 8.2: A fronteira de um dominio inclue as fronteiras dos seus buracos... a orientacéo
da fronteira pode ser determinada por tangéncia.
14. Calcule o trabalho do campo vetorial
(y+ )i+ (x—y)j

ao longo da elipse x> + 4y? = 4 no sentido contrdrio ao dos ponteiros do
reldgio.

15. Calcule a integral

7{(5 —xy — yz)dw — (2zy — 2°)dy
Y

em que vy € a fronteira do retangulo tendo por vértices

(—1,-1),(1,-1),(1,1), (~1,1).

A curva transferidores de orienticao

Acurva y
esté no interior de

A incompatibilidade na orientacao de uma etrva
interior com a orientdcao da fronteira,

Figura 8.3: A orientacio de uma curva pode ser incompativel com a orientacao da fronteira.

16. Calcule a integral

x y
?{ 22 +y? o 22+ y? Y
e

em que vy € a fronteira do retangulo tendo por vértices

(—1,-1),(1,~1), (1, 1), (~1,1).

17. Calcule a integral

x y
e
.7{962#1/2 T

v

em que y € a fronteira do circulo trigonométrico.



18. Verifique que § xdy ¢ a drea de Q sob a suposicio de que esta drea exista
N

e e que sua fronteira tenha comprimento finito. Calcule a drea do circulo
trigonométrico usando esta formula.

19. Analise a figura (fig. 8.4) pdgina 233,

Figura 8.4: A indepenéncia de caminhos; as curvas sio percorridas de acordo com a indicagio
das setas.

e mostre que
%sz + Qdy = }1{ Pdx + Qdy
HA k=19,

desde que nenhuma das curvas que aparecem no desenho passe por um
ponto de singularidade de P ou de Q.

20.

Solucao 45 Pelo Teorema de Green,

jészJery—// aQ op dardy—Z// —78—ydtdy

porque as regioes sao disjuntas e apenas subdividimos a integral dupla na
soma das integrais duplas de cada uma das regioes. Se aplicarmos o Teo-
rema de Green em cada uma das sub-regides, vamos ter:

f Pdz + Qdy = ff(—f—)drdy
24: ¢ Pdx+ Qdy = Z ff(———d?"dg/
K:lZ)Ak
E $ Pdz+Qdy = / J(52 = 5)dudy
K=104A,

Considerando que as sub regioes Ay, tomadas duas a duas na sequéncia,
(As, Ay), (A4, A1), (A1, As) tem um pedago da fronteira em comum e que
para cada uma delas é percorrido de forma negativa para outra, quer di-
zer, as integrais de linha sobre as fronteira internas vao se anular duas a
duas, ficando somente a integral de linha sobre a fronteira externa, ficamos
finalmente na tltima equagao com:

Z }{PdL—FQdy—%PdL—FQdy—// ——£ Ydzdy

K= laAk

finalizando o que queriamos demonstrar.

derivadas mistas Mostre que as derivadas mistas de sequnda ordem de

_ | s =y #£0,0)
Z*f“*”*{ 0" =)= 0.0 =

sao iguais. Justifique por que f tem por derivada grad(f) e, consequen-
temente, é a primitiva de grad(f) no sentido em que este termo tem no
Cdlculo Diferencial e Integral univariado.

Solugao 46 Se as derivadas mistas de sequnda ordem forem iguais entdao

of , ., of
%dl + a—ydy (8.3)

dz =



é um diferencial exato. Diferenciais exatos se anulam sobre curvas fecha-
das (sdo campos conservativos) o que induz a independéncia de caminhos
no cdlculo das integrais de linha e permite a definicao de uma primitiva
com condi¢ao inicial

P e dom(f)

ligada por wm caminho arbitrdrio contido em dom(f) a wm ponto
(z,y) € dom(f)
exatamente como se faz no cdlculo univariado.

Cdlculo das derivadas parciais.

/] ’123? — Ty 3
flay) =4 = 2y (8.4)
8f — MuP-MP, (8.5)
M,P—MP,
of _ MuP (8.6)

DL~ —2PP,(M,P —~ MP,) + PX(My,P + M,P; — M, P, — MP4H.T)

;jaf/ ~ —2PP,(M,P — MP,) + P*(M,, P + M, P, — M,P, — MP88)

2
z)azay ~ (8.9)
—2P2P,M, + 2PP,P,M) + (M,,P? + M,P2P, — M,P2P, — (.10
? Yy Y Y ’ Yy 2 2 Y
% ~ (8.11)
-2 L, +2PP, P, M) + (My, P? + M, — M,P?P, — (3.12
PP, M, PP,P,M My, P? + M,P*P, — M,P*P,
9’ 2?
£k A = (813

em que no cdlculo das deriwadas mistas de sequnda ordem escrevemos
apenas o “numerador” uma vez que o denominador seria o mesmo.
Consequentemente dz = %ﬁdz+ %%dy € um diferencial exato e assim é um
campo vetorial conservativo .

A integral de linha de dz sobre qualquer curva fechada contida no dom(f)

€ zero. Portanto
(z.y)

fla,y) = ]{ dz
%

fica bem definida uma vez que a integral nao depende do caminho ligando
o0 ponto P ao ponto (x,y).

Veja na figura (fig. 8.5) pdgina 236,
j{ dz = }{ dz
n ¥

o que torna bem definido o valor f(x,y) como primitiva de dz com valor
inicial P.

Figura 8.5: A independéncia de caminhos

Vamos calcular a integral de linha sobre a fronteira do retangulo

Q=1[0,1] x [0,1]

Parametrizagio de 0Q com as equagoes
(t,0),(1,t),(—t,1),(0,—t) ; t €[0,1] (8.14)

observando que dr = 0 em duas destas parametrizagoes que dy = 0 em
outras duas, o que reduz a zero, quatro, das oito integrais que temos para
calcular. Chamaremos 1, . ..,7v4 sucessivamente os lados de 0Q em que
Y1 coincide com o intervalo [0,1] do eizo OX com sua orientagdo positiva



habitual, e desta forma estamos também escolhendo a orientag¢do de 0Q.

$%dr=0

jatt

dz =0 emwz:fafdz—o
72

-
Y3

1, . .
o (3t2—1) (2 +1)+2t(t—t%)
- { 241 dt

1
_ /' 314202 —1420% 2" gy
241

th4a? 1
:*J ¢2+ dt

dx =0 emﬂ/4:>fdfdx—0
Y4

dy=0 em'y]:>faudy:0

72

1
_ f —3t*—2¢2 12474 2¢*
- T+t2

A
*f i1-¢-4tt2+l
dy =0 emn~3

§ oy =0

Somando as duas integrais nao nulas restantes, temos

A altima integral foi calculada com maxima.

w (32— 1) (£241) — 2t (t—t3
§ )fdy ({ (3t 1)(t1++t12) 20(t—t%) gy

(8.15)
(8.16)

(8.17)
(8.18)
(8.19)

(8.20)
(8.21)

(8.22)

(8.23)

(8.24)

(8.25)

(8.26)
(8.27)

(8.28)

(8.29)

(8.30)

8.2 Rotagao e fluxo

Resumo.
Quase toda a teoria de integralgdo que estamos estudando neste livro foi desenvolvida em
funcao da Fisica, em particular devido as Teorias da Gravitagao e do Campo Magnético. Os
nomes empregados sdo uma consequéncia disto, como potencial, fluxo, trabalho.
Por exemplo, z = F(z,y) ; F : R? — R é chamada um campo escalar, sua derivada,
J(F) : R? — R2 se chama de campo vetorial. Dada uma constante, ¢, F'(z,y) = ¢ determina
uma curva de nivel de F' mas se F representar “temperatura”’, as curvas de nivel passam a
se chamar isotérmicas, quer dizer, as curvas do dominio onde se tem mesma temperatura.
Veja a figura (fig. 8.6) pagina 239, uma representagao gréfica destas idéias.
Em dimensao tres, se w = F(z,y,2) ; F : R? — R alteramos os nomes, em vez “curvas de

nivel” passamos a chamar de “superficie de nivel”.

Exercicios 21 1. Os Fisicos afirmam que a dire¢ao por onde flui o calor
mais rapido o calor é a na direcao do gradiente. Vocé poderia encontrar
uma razao para isto?

Solugao 47 E a mesma razio pela qual o caminho mais rapido para
se subir uma montanha (ndo é o mais fdcil....) € o da perpendicular ds
curvas de niel, a dire¢ao do gradiente. A Fisica toma como postulado que
todos os fénomenos tendem a acontecer do modo mais rdpido possivel e
pelo caminho mais curto.

2. Considere um campo vetorial F = (P,Q) definido num dominio Q do R?
Q3 (z,y) — W C R?
e uma curva y C 0 parametrizada por
7(t) = (u(t),v(t)) 5 ¢ € [a, ]

calcule a derivada F(g(t)) e verifique que ela é a derivada de F na dire¢ao

de 7.
Solugao 48
w=F(y)
dw = ‘;f du + 55 or > dv

dw =< dF, (du, dv) >=< dF,dr >

O resultado desta derivagao é um escalar, é o coeficiente de crescimento do
campo escalar F' na dire¢ao da curva ~y portanto uma derivada direcional.




Figura 8.6: Isotérmicas e linhas de fluxo

3. Calcule as derivadas direcionais do campo escalar

1
Flz,y) = 54—
(@y) 22+ y?
ao longo das retas que passam pela origem e verifique se existe alguma
derivada direcional sobre uma reta passando pela origem.

Solugao 49 Temos w(t) = (t,at) a parametrizacio de uma reta que
passa pela origem com coeficiente angular a. Deizando a variar vamos
atender a condi¢ao da questao, teremos todas as retas que passam pela
origem e vamos agora derivar F ao longo de uma dessas retas: derivar

r(t) = Fw) = Fa().y(1))

dr =< dF,dw >
dr = 6Fd'r+dF(iy

— Oz
dr = — iy dt - oG dt
dr — o 2tdt____2atdt
N D L G
dr = — 2t+2atdt _ 2t(1+a)dt _ _ 2t(1+a)dt
L

Como nao ha limite quando t = 0 entdao nenhuma das derivadas direcio-
nais sobre reta passando pela origem existe em (0,0).

. Calcule as derivadas direcionais do campo escalar

T
F(f-,@/):rz—w

ao longo das retas que passam pela origem, e verifique se alguma das
derivadas direcionais existe na origem.

Solugao 50 Temos w(t) = (t,at) a parametrizacao de uma reta que
passa pela origem com coeficiente angular a. Deizando a variar vamos
atender a condi¢ao da questao, teremos todas as retas que passam pela
origem e vamos agora derivar F ao longo de uma dessas retas: derivar

r(t) = F(w) = F((t), y(1)

dr =< dF,dw >
dr = 31' dr + audy

dr Mdt + a—ﬂdt

SR SRR
@
dr = (z1+y2)1 dt + a(zuryz)z dt

2
dr = Etmdt + agtiosmdt

2(a?~1) (t(1-a))?
dr = iyt + Gyt

t2(a® — 1)
dt

(t2(a? 4 1))?

Sey=ux=a=1 aderivada direcional sobre esta reta existe na origem
tendo valor zero, isto pode ser visto na sequnda linha das equagoes acima.
Isto s6 tem significado, entretanto, se houver valor no ponto (0,0) o que

nao € o caso com F.



5. Caleule as derivadas direcionais do campo escalar Solugao 52 A dire¢ao da normal exterior é a mesma do vetor posicao
sobre a esfera, (2,2,1) e a derivada exterior serd

x

Pley) = —

rTy <(4,4,2),221)> 18
ao longo das retas que passam pela origem, e verifique se alguma das 3 3
derivadas direcionais existe na origem.
7. Calcule a derivada direcional de

Solucao 51 Temos w(t) = (t,at) a parametrizagio de wma reta que
passa pela origem com coeficiente angular a. Deizando a variar vamos flw,y,2) = 4o+ 4y + 2z
atender a condi¢ao da questao, teremos todas as retas que passam pela
origem e vamos agora derivar F ao longo de uma dessas retas: derivar na dire¢ao do vetor ( 2a(z-a) + 2y(y-b) + 22(z-c) = 0
r(t) = Fw) = F(x(t), y(1)) 4(3-2) + 4(y-2) + 2(=1) = 0

dr =< dF, dw > Solugao 53 A dire¢ao da normal exterior é a mesma do vetor posi¢ao

oF oF
dr = Gpdv+ Gydy sobre a esfera, (2,2,1) e a derivada exterior serd

dr = FHERdE + agTays dt

dr = Wdt + aﬁdt

=6

<(4,4,2),(2,2,1)> 18
3 3

— t —t _ _at—t — _ta=1)
dr = pritapdt + aprrapdt = piTapd = tz((ll+a)2 di

A derwada direcional sobre a reta y = x € zero. Se calcularmos F(w(t))
vamos encontrar:

t 1
F(W(t)):t+at:1+a

significando que o limite depende da direcao em que € calculado, ou seja,
nao existe, e tao pouco tem sentido a deriwada direcional existir. Apenas
podemos concluir que graf(f) sofre um violento redemoinho na origem
com se o grifico fosse construido neste ponto com segmentos de reta hori-
zontal que ao se aproximar da origem se ropessem (porque as derivadas di-
recionais nao existem na origem, rodando em torno do zero, porque o valor
de F depende de a, e escorregando para o infinito, porque o limite do deno-

minador € zero quando a = —1), mas isto € apenas uma imagem fisica...
falando mais simples, (0,0) é wm ponto de discontinuidade de nao re-
pardvel de F.

6. Calcule a derivada direcional de
fz,y,2) =4z + 4y + 2z
na dire¢ao da normal exterior a
P?+yP+2=9

no ponto (2,2,1)



Capitulo 9

Superficie

9.1 Superficie e area

Exercicios 22 O principio do coseno

1. drea: o principio do coseno O telhado de uma casa tem uma declividade de
20% ao longo do maior comprimento do terreno da casa, que mede 20m e
no sentido perpendicular tem declividade 0. A drea da casa é 100m?. Qual
€ a drea do telhado?

Solugao 54 O vetor perpendicular & superficie (telhado) € que “mede” o
coeficiente de distor¢ao entre a superficie e o plano horizontal. Com maior
precisdo, € o angulo « entre o vetor perpendicular e a dire¢ao vertical
(perpendicular ao solo) e cos(a) =1 Veja a figura (fig. 9.1) pagina 244,
a representag¢ao do angulo a.

Se a =0 entdao o vetor perpendicular a superficie estd na dire¢ao perpen-
dicular ao plano horizontal, nao havendo distor¢ao a drea seria igual a de
uma regiao no plano horizontal. Na medida que o angulo a aumentar, o
coseno se aprozima de zero e a distor¢io aumenta, sendo necessdrio que
o cos(a) esteja no denominador para medir este aumento de distor¢do.
Entao a area do telhado vai ser

drea da regiao horizontal

cos(a)

logo, queremos que seja o coeficiente desta distor¢ao. O texto do

1 _
cos(a)
problema ndo fornece cos(c) e sim tan(a). Temos

y =sin(a) ; = cos(a) ;

y
z
2?4yt =1=27+(£)?=26

[| e

22 =25
5
T ==

243

Principio
do

C0Seno

Figura 9.1: O principio do coseno

A drea do telhado é M

2. principio do vetor ortogonal

Considere uma fungdo bivariada z = f(xz,y). Seu grdfico sendo uma su-
perficie S do R?, calcule a drea desta superficie sobre o dominio [a,b] x [c,d]
considerando que drea seja finita.

Solugao 55 Vamos considerar a parametrizagio r(x,y) = (z,y, f(x,y))
para esta superficie. Os vetores tangentes fundamentais sao as linhas da

Jacobiana de r
u= : ) = 5
oy o1 &



O produto vetorial dos vetores fundamentais tangentes produz um vetor
ortogonal a superficie num ponto genérico:

_ or or _ (_0f _0f
U=z X ay—( oz By’l)

[ul = 1+ [J(r)]?
d
j V14| J(r)|2dzdy

Area(S) =

PR,

Observagao 29 O principio do produto vetorial fundamental

O principio do produto vetorial fundamental estabel 7 € o mddulo do vetor orto-
gonal fundamental o coeficiente de distor¢ao local entre a drea da superficie e a drea
da regido de parametrizagio da superficie.

Veja uma outra forma de chegar a um vetor ortogonal conduzindo a cdlculos idénticos
com os feitos acima. Dada uma fungdo z = f(z,y) wm plano tangente & superficie
graf(f) no ponto (a,b, f(a,b)) tem por equagao

9, 0,
=1 = G-+ Fw-n

e consequentemente, um vetor ortogonal a graf(f) no ponto indicado, serd

)
iz Oy

que foi obtido na solug¢ao anterior usando o produto vetorial fundamental.

E interessante atingir um grau maior de abstragdo, sofisticar um pouco mais a lingua-
gem, para obter, em troca, wma formula mais eficaz. Vamos considerar uwma superficie
S parametrizada em uma regigo D do plano:

S=D3 (u,v) — (z,9,2) € R® = F(u,v) =0

A jacobiana desta parametrizagdo vai ter 6 derivadas parciais que podemos distribuir
numa matriz com duas linhas caracterizando as derivadas parciais relativamente ds
varidveis u,v assim distribuidas:

oF ox By 9=
(8 )=(% & &
v v v v

Os dois vetores-linha,

OF OF

du’ v
pertencem ao plano tangente & superficie e seu produto escalar vai produzir um vetor
perpendicular a este plano (e consequentemente também perpendicular & superficie):

i J k
OF xOF _ | 92 Oy 0z | _
ou "t du qu gu v
o

(Eﬂfmﬂ’ Judv ~ Gudv’ Judv  dudv ):

(8(y.z) a(z.x) ﬁ(z,y))
B3(u,0) d(w,0)’ u,v)

e temos, na iltima linha, um vetor perpendicular ao plano tangente a superficie, con-
sequentemente também perpendicular a superficie, calculado num ponto arbitrdrio re-
lativamente ao qual foram calculadas as derivadas parciais, e obtido como produto
vetorial de dois vetores contidos no plano tangente.

O mddulo deste vetor perpendicular € o coeficiente (local) de distor¢do para o cdlculo
da drea da superficie relativamente ao dominio de parametrizagdao:

A(S) = / / F{)(y'z)z L2 0w, (9.1)
D

A(u,v) A(u,v) A(u,v)

Como dissemos acima, o nivel de abstrag¢do introduzido produziu uma férmula em
que vemos as derivadas calculadas implicitamente definindo o vetor perpendicular a
superficie que dd o coeficiente (local) de distor¢do procurado.

3. drea de regiao plano - principio do telhado

(a) Se f(z,y) = 3z + 4y qual é a drea da regiao projetada sobre z =
fx,y) pelo dominio [—-1,1] x [-1,1] ?

Solugao 56 Como se trata de uma plano, entdo a deformagao, re-
lativamente a regiao de parametrizagao no plano € uniforme basta
encontra #(u), ver principio do coseno, para corrigir a drea da base
que € 4.

4,1)

z=flz,y)=2—-3x—4y=0; uw={

1
26

< u,(0,0,1) >= cos(a’) =

)= V26

cos(

e a drea procurada serd

A =426

Qutra solugao usando o principio do produto vetorial:
Uma parametrizagio para a superficie (o plano) é

(@9, f(2,y))
e a jacobiana
1 0 %ﬁr (ﬂ
)= 8 )
ol ‘3—5 = oy

em que estamos usando a letra F' para manter compatibilidade com
os cdlculos feitos na observagdo 29.

O wvetor ortogonal procurado coeficiente de distor¢ao (agora global...)

€
orcor (10 o\ Lor o
dy 01 9 ) o oy
dy



Veja que escrevendo a equagdo do plano tangente a uma superficie
z = f(z,y) se chega ao vetor perpendicular acima também.

Calculando a drea:

11 J 2 2 5 2
c ¢ [ oy,z Az Az, _
A= ] T \[3es s gen® s den® i

11 5
= [TV 1 dude =

1
11

= [ [ V26 dudv=4v26
-1

—

(b) Qual das integrais sequintes descreve com precisio a questao anterior,
em divida compare com os resultados.

\.3
=
B
<

y)de

=

_ L

fla(t),y(0)dt

—

iii. [z, y)dzdy

L L
Lo e

L+ (30)2 + (3))2dudy

Solugao 57 A primeira equagao é uma fungao na varidvel livre y
nao serve, a sequnda integral é um vetor obtido com um caminho so-
bre a superficie, nao serve, a terceira integral é o volume delimitado
por graf(f) sobre o dominio retangular.

A resposta correta é a quarta onde podemos ver o mddulo do vetor
ortogonal fundamental como coeficiente de distor¢ao.

4. Considere uma superficie S parametrizada sobre uma regiao Q do plano

por
Q3 (s,t) = r(s,t) = (x(s,1),y(s,t), 2(s,1)).

Encontre a expressao dos vetores fundamentais tangentes a S num ponto
arbitrdrio r(s,t).

Solucao 58 Resumidamente porque estd explicada na Observacao 29.

A derivada de um vetor é outro “vetor” (uma matriz), J(r) tem 6 coor-
denadas e duas “sub-matrizes” que sio as deriwadas parciais em relag¢ao
a cada uma das varidveis, dois vetores, neste caso:

Cada uma das linhas de J(r) é um dos vetores fundamentais porque os
dois juntos determinam o plano tangente.

oryor _ (Oyz 92z
9 X ot = (c’)s,t’ 5.t

. Verifique que

r(s,t) = (cos(s) cos(t), sin(s) cos(t), sin(t))

€ uma parametriza¢ao da esfera unitdria de centro na origem, de dimensao
dois, contida no R3. Determine os vetores fundamentais tangentes a S?
num ponto arbitrario. Calcule os mddulos dos vetores fundamentais tan-
gentes e prove que eles sao ortogonais entre si.

Solugao 59 Calculando o mddulo de r(s,t)

[r(s,t)| = \/0052(5) cos(t) + sin?(s) cos2(t) + sin?(t) =
= cos?(t) +sin’(t) = 1
o que significa que r(s,t) descreve um objeto provavelmente bi-dimensional
na esfera de dimensdio dois, porque tem dois parametros livres no R3.

Um verificagcao geométrica simples mostra que qualquer ponto da esfera é
atingido por esta paramentrizacdo:

e as duas primeiras coordenadas cobrem o interior do disco unitdrio
porque tem raio 0 < cos(t) < 1;
e como provamos que o médulo de r(s,t) = 1 entdo qualquer ponto de
S? ¢ atingido por esta parametrizagio.
Provamos assim que se trata de uma parametrizagio de S>.

Calculando a Jacobiana de r(s,t)
% = (—sin(s) cos(t), cos(s) cos(t),0)

9% = (— cos(s) sin(t), — sin(s) sin(t), cos(t))



Um cdlculo semelhantes ao feito acima mostra que

or Lo
51 =Teos(t)] |51 =1

O produduto escalar destes vetores € nulo provando que eles sao ortogonais
entre si.

. Use o produto vetorial para obter um vetor ortonormal d superficie de S?
num ponto arbitrdrio r(s,t)

Solucao 60 Por definicao (geométrica), o produto vetorial de dois veto-
res U, W € um vetor ortogonal ao plano determinado por estes dois vetores,
tendo por médulo |U]|w]sin(cr) em que o € o menor dngulo determinado
pelas dire¢oes dos dois vetores.

Os vetores fundamentais tangentes na parametrizagao
r(s,t) = (cos(s) cos(t),sin(s) cos(t),sin(t))

de S? sdo ortogonais resultando o seu produto vetorial num vetor perpen-
dicular ao plano tangente:

or or
U=— X —
s ot
A definicao algébrica usa wma convengao estabelecida pela Fisica de que
os tres vetores i,j,k sao os tres velores bdsicos ortonormais do espago
tridimensional (sem o tempo) satisfazendo as seguintes equagoes:

L]
ixj=Fk
jx k=i
kxi=j

o anti-comutatividade o produto é anti-comutativo, ou seja

Esta definicao se adapta perfeitamente ao “determinante simbdlico”

ol

o | - (@Qw2) 2 D)
; A(s,t) " O(s,t) " I(s,t)

i~

) (9-2)

=
563
geFle =

ot

em que a notagdao
Awy) D dy
(s,t) s Ot

cdleulos).

Aplicando aos vetores fundamentais tangentes da parametriza¢io de S?
temos:

% = (—sin(s) cos(t), cos(s) cos(t), 0)

2t = (— cos(s) sin(t), — sin(s) sin(t), cos(t))
or . or

a9s X o0 =
= (cos(t) cos?(s), sin(s) cos?(t), sin?(s) cos(t) sin(t) + cos?(s) cos(t) sin(t)) =
= (cos(t) cos®(s),sin(s) cos?(t), cos(t) sin(t))

ar
s

cos?(s) cos(t) + sin?(t) cos*(t) + cos?(t) sin?(t) =
cost () + cos?(t) sin®(t) = cos?(t)(cos(t) + sin?(t)) = cos?(t)

oe x 25 = [cos(t)]

o
x B—:\Zz

O wetor unitdrio procurado é

or ar
as X ot

[ cos(t)]

. Calcule a drea da superficie de S*

Solugdo 61 Vamos considerar S? parametrizada pelo sistema de equagées

r(s,t) = (cos(s) cos(t),sin(s) cos(t), sin(t))

O principio do coseno nos diz que a medida da distor¢io da drea so-
bre uma superficie (comparada com a drea da regiao plana sobre a qual
esta superficie estiver eventualmente parametrizada) é dada por ﬁm) em
que « € o dngulo entre o vetor normal a superficie e a dire¢ao vertical
(absoluta), (0,0,1),

ar ar

cos(a) =< TSCT)‘(U;}T’ (0,0,1) >= % = sin(t).

porque o produto escalar de dois vetores unitdrios tem como resultado o
coseno do dngulo entre eles que aqui estamos chamando de cos(a), no lado



%

esquerdo da expressao. No lado direito da expressao temos o resultado dos
calculos “algebricos” fm'fos com a expressao que achamos, em exercicio

c)r X (’7#
anterior, para W

Para calcular a drea de S? vamos escrever wma soma de Riemann que ird
nos conduzir a expressao da integral que serve para obter este cdlculo.

S? = (s,t) +— (cos(s) cos(t) sin(s) cos(t), sin(t))
A(S?) ~ Z AsiAt;sin(t;)

5
A(S?) =8 [ [ sin(t)dsdt
0

0\»\:

em que restringimos a integral ao cdlculo da superficie de S* contida no
primeiro diedro.

A(S?) =38 / dtsin(t)|g = 4
0

Calcule a drea da superficie de rS? a esfera de dimensio 2, de raio r,
centro na origem.

Solugdo 62 A parametriza¢io de rS? ¢ um miiltiplo da parametrizagio
de S? (e portanto poderiamos imediatamente predizer qual é a drea sem
necessidade de mais nenhum cdlculo):

(s,t) — r(cos(s)cos(t),sin(s)cos(t),sin(t))

Para calcular a drea de rS? vamos escrever uma soma de Riemann que
ird nos conduzir a expressao da integral que serve para calcular esta drea.

rS? = (s,t) — 7‘(cos(s)cos(t) sin(s) cos(t), sin(t))

A(rS?) ~r? oe(t )As;At;

i,

&

A(rS?) =8 frzcos (t)dsdt
0

G%m\a

em que restringimos a integral ao cdlculo da superficie de S contido em

um quadrante.

5
A(S?) :8r2/dtbm(t)\§ = 4mr?
0

Confirmamos assim hipdtese anterior de que uma es-
fera estd para uma piramide, como um circulo esta
para um triangulo:

Vol(S?) = 2 A(S?)r = 3ar?

Area(St) = —<2’”)2 X7 2

9. Calcule a drea da esfera de dimensio dois S?, a partir da sua equagdo

funcional:
f@y) =V1-2—y?; 2®+y° <1

Solugao 63 Podemos ver a equagdo funcional como uma parametrizagao

e fazer uso do que foi feito anteriormente. Vamos chamar D ao disco
fechado unitdrio.

D3 (z,y) —r=(,9,2); 2=/1-22 —¢?

> dx

dr:<1 0 75) dy
10 -2
J<"):<0 -

; o or
Vamos agora calcular 57 x oy

. . i j ok
Fox =10 -2 |=(5L1)
) 01 -2
%Xa| 1_2"'}5"'1:

_ a24y?422 _ 1 _ 1
e E "

A integral que calcula a drea da parte superior de S* entio ¢

dedy =

Area(S*+) = ] i m
" dx i L _dy=
—jl —;{n iz Y

1
- ;[1 drarcsin( =) &



1 1
= [ aresin( A=) - aresin( = )dr = 2 J aresin(Al=s)de =
e} v -1
1
=2 [ arcsin(l)dx =27
1

Logo
Area(S?) = 4n

10. Calcule a drea da esfera de dimensdio dois S?, a partir da sua equag@o
Jfuncional:

flry)=vr2—a2—y?; 2>+ <r; r>0

Resposta: 4mr?
11. Uma superficie estd definida no tridangulo de vértices {(0,0),(0,1),(1,1)},

tendo por equagio z = f(x,y) = 2 — 2% —y. Encontre a drea da superficie.

Solugao 64 O mddulo do vetor normal d superficie é

Of Of 1y _ y
G 3y V= V2 + da?

A= [ [V2+42? dedy =
w
11
A= [ [V2+42% dydx

0x

1
A= [yV2+ 4z2\g§;dz
0
1 1
A= [V2+422de + — [2V2 + d22dx
0

0
a=y1/2 V@ + 22 + a2 T 1T, 24,
A E72/2(ava? + 22 + a’ln(z + Va? + 2?) — § [8xv2 + da?dx
0
A=/3/2+ 3In(1+/3/2+ Lin(v2) — Z(63/% — 2%/3)

s=1/3/2;A =s+0.5n(1+s) +0.25n(2) — (1/12)(6%/2 — 23/2)
~ .80881017778581026341

O programa sequinte, em Python, com f definida em outro ponto do pro-
grama, obteve, com tres diferentes tipos de malha, valores muito préximos
do cdlculo formal que, ao final, tem que ser aproximado.

def area(f,n,a,b,c,d):
deltaz = float((b-a))/n
deltay = float((d-c))/n
soma = 0
while a | b:
y=a
while y j d:
soma = soma + f(a, y)
y =y + deltay
a = a + deltax
return soma*deltaz*deltay

Teve os sequintes resultados:

Numero de divisoes: 500  area da superficie: 0.810224046256 tempo

de calculo: 5.45662403107 sequndos Numero de divisoes: 1000  area
da superficie: 0.809517198294 tempo de calculo: 21.7460309267 sequn-
dos Numero de divisoes: 5000  area da superficie: 0.809311243526

tempo de calculo: 542.130532026 sequndos

As Somas de Riemann sdo muito pouco eficientes para o calculo de inte-
grais. A inica razao de que elas encontrem relativo destaque neste livro, é
que elas sao o unico método sequro para o cdlculo de integrais, inclusive o
inico método sequro para demontrar a existéncia de integrais. O adjetivo
“sequro” estd sendo empregado no sentido de “sempre oferece o resultado
esperado”, devo acrescentar a observacao de que a implementa¢ao compu-
tacional das somas de Riemann pode conduzir a resultados falsos, para ver
isto, aplique o programa acima com uma sucessao de crescente de subdi-
visoes e verd logo que o resultados divergem...(logo? ... depois de algumas
dezenas de minutos...)

Os chamados métodos formais de integragao, eventualmente, funcionam
para uma certa classe de integrais.

Hd métodos de aprozimagdao, como splines, que podem oferecer consi-
derdvel aprozimagao se usados com wma modificagio das somas de Ri-
emann.




9.2 Aplicagées (b) O baricentro do objeto
(c) O peso médio do objeto

Solucao 66 O resultado desta integral é um wvelor, suas componentes

Resumo. )
Lt . . ~ ~ . ET) . N B . $ao:
Virios tipos de aplicagoes serao reunidas aqui ligadas aos diversos tipos de integrais (volume,
comprimento de arco medidas de superficies) 1
Somas de Riemann sdo muitas vezes a unica forma de se calcular a integral de uma fungao f m f f f xdrdydz
(quando néo existe uma expressao algébrica para f, por exemplo, ou quando f é o resultado Q
de uma amostragem 1
gem) m fs{ f ydzdydz

ﬁ J :fz [ zdadydz
Exercicios 23 Aplicagoes da integral
o que elimina a primeira e terceira opcgoes por serem escalares. O item
correto € o sequndo, porque o baricentro € um ponto do espaco, o centro
de peso do objeto.

1. Média Verifique que se Q for uma regido qualquer, e = medida(Q) e f
uma fung¢ao escalar limitada superiormente e inferimente entao

m < 1 /f(s)dsi]\l
",
Q

3. Escreva uma soma de Riemann que sirva para calcular o baricentro de um

em que m € o valor ménimo de f sobre e M ¢ o maior valor de f sobre objeto a partir de uma amostragem detalhada da massa deste objeto.

Q

Solugao 65 Considere inicialmente f(s) =1 entdo Solucao 67 A integral que calcula o baricentro sendo

in/f(s)dszl %/!/(z,y,z)dxdydz

quer dizer que toda soma de Riemann que forneca wma aproximagdo para a soma de Riemann procurada serd
. 1 B
s)ds — OP; j 1Az Ay; Az
JEC B LT 0Pt
Q

€ um valor médio de uma amostragem de f logo a integral € o valor médio

em que OP, j 1, é um ponto de Q representativo do cubo [zi_1,x:] x [yj—1,y;] < [25_1, 2]
de f e por defini¢ao de valor médio, a desigualdade é satisfeita.

cuja medida € Ax; Ay Az,
Se eliminarmos a hipdtese de que [ seja limitada, entao a integral ainda
pode ezistir, ainda representa um valor médio de f entretanto os nimeros

m, M perdem sentido. . N 3
4. Um objeto Q tem uma fungao de massa especifica representada pela ex-

pressao f(x,y,z) em que (x,y,z) representam pontos de Q. Qual das
integrais abairo representa o baricentro de §)

1 .
—// /(;L',y,z)dxdydz
W : 1
“ — ///(.7:,1 ,z)dzdydz
em que 1 € a medida de Q. 2 Pe

(a) O trabalho da particula (x,y, z) trafegando pela regiago em que 1 representa a medida de

2. Qual das interpretagoes abairo representa o significado da integral



%///f(z,y,z)(x,y,z)dzdydz
Q

em que [ representa o medida de Q

[ f s
Q

em que |1 representa a medida de )

Solugao 68 Na primeira integral a fungdo f nao € utilizada portanto ela
nao pode calcular o baricentro de €.
A terceira integral € escalar nao representando o baricentro que € um vetor.

A solugao € a sequnda integral.

. Um objeto Q tem uma fungao de massa especifica representada pela ex-
pressao f(x,y,z) em que (x,y,z) representam pontos de Q. Qual das
integrais abaizo representa o peso especifico de

l%/ﬂ//(w,q,z)dl‘dydz

em que ji representa a medida de )

i///f(z,y,z)(.r,y,z)dxdydz
Q

em que [ representa a medida de )

%L///f(.q:,?,z)dmdydz
Q

em que 1 representa a medida de Q

Solugao 69 Na primeira integral a fungdo [ nao € utilizada portanto ela
nao pode calcular o peso especifico de €.

A sequnda integral é um vetor nao representando peso especifico.

A solugao € a terceira integral.

. Calcule o centro de gravidade de uma semi-esfera de centro na origem,
raio R assentada no plano XoY.

Solucao 70 Comegamos com o cdlculo da medida da semi-esfera, pu que
¢ a metade do seu volume, 1 = %71'1%3 e vamos calcular agora

%L//‘/.f(z,y,z)(x,yﬁz)dxdydz
Q

com f(z,y,z) =1, Q o disco unitdrio, porque, na falta de informagoes
sobre o peso especifico, vamos considerar que a esfera é homogenéa, quer
dizer, tem o mesmo especifico em todos os seus pontos.

Nesta cdlculo € interessante fazer uma mudanca de varidvel, usar coor-
denadas esféricas que vao transformar esta integral numa integral sobre o
cubo

s
[0,R] x [0,27] x [05]

i !{ [ F@,y, 2) (@, y, 2)dudydz =

N
3

O

p(cos(6) cos(a), sin(6) cos(a), sin(a)) gzzzz)) dfdadp

Il
==
oy

ozy.2) _

Do) = p*cos(a)

O cdlculo do determinante, embora seja um valor conhecido, foi feito com
MuPAD e os passos para obter o valor estao descrito abaizo numa sintaxe
apropriada para comunicagGo com o programa:

(x,y,2) = (r*cos(tl)*cos(t2), r*sin(tl)*cos(t2), r*sin(t2))

A := matrix([[- r*sin(t1)*cos(t2), - r*cos(tl)*sin(t2) ,
cos(t1)*cos(t2)],

[r*cos(t1)*cos(t2), -r*sin(t1)*sin(t2),
sin(t1)*cos(t2) 1,

[0 , r*cos(t2), sin(t2)]1])

simplify(expand(linalg: :det(4)))
tendo por resultado 1% cos(t2). A expressio no iltimo parentesis,
linalg::det(A)

representa para MuPAD um acesso & biblioteca 1inalg onde estd definida
a fung¢ao det ().
Observe que estes dados podem ser previamente editados num editor de

textos qualquer e depois colados na drea de trabalho do MuPAD o que é



=

mais conveniente do que editar em MuPAD onde qualquer erro invalida e a superficie de S serd a integral

toda a expressao for¢cando nova digitagao desde o comego. Ao fazer isto,

evite de incluir o “fim de linha” colando linha por linha e estritamente o .

texto digitado, caso contrdrio MuPAD pode dar a expressio por encerrada // [uldtds
e encontrar erros de sintaze.

Calculando a integral (na verdade as tres integrais, separadamente) temos: Podemos testar o resultado num caso simples, superficie de um cilindro,

em que f(s) = R;g(s) = s;s € [a,b];t € [0,27]. Neste caso

R2rm 5 . P
= [ [ [ p(cos(8) cos(ev), sin(6) cos(a),sin(a))%dpd@da b 2m
000 / /Rdtds =27R(b—a)
R2m %
I = [ [ [ p?cos(0) cos*(ar)dpdfde = 0 @0
000
R2r % ; .
I, = [ [ [ p?sin(6) cos(a)dpdfdo = 0 8. Calcule a drea da esfera rS? C R® parametrizada por
000
; }‘{ZW‘% (@)dpdtd (z,y,2) = (rcos(s) cos(t), rsin(s) cos(t), rsin(t))
L= p*sin(a)dpdfda
000 - .
Rlon  amt Solucao 72 Designando v = (z,y, z) temos
L="5r =5
. N
a serem divididas por = Z”R portanto o centro de massa € w— é é‘i 0z
(0,0, 7) ot ot ot
i j k
u=| —rsin(s)cos(t) rcos(s)cos(t) 0
Uma superficie S (de revolu¢do) tem as equagoes paramétricas —rcos(s)sin(t) —rsin(s)sin(t) rcos(t)

u = r2(cos(s) cos?(t), sin(s) cos?(t), cos(t) sin(t))

[u]? = rtcos?(t) = |u| = r?|cos(t)| ;7 >0

(2,9,2) = (F(s) cos(t), £(s) sin(t), g(s)) 5 s € [a,] ; t € [0,27)
Calcule a drea de S.
Solugao 71 Vamos designar 7(s,t) = (x,y,z) Os vetores tangentes fun- A drea du esfera serd
damentais sdo as duas linhas da matriz:

27 ™
( & ) ( Fs)eos(t) f'(s)sin(t) g'(s) ) 03) 2 [ ] leostt)lduds = 2mr? [ Jeos(t)lat =
S )\ —f(s)sin(t)  f(s)cos(t) 0 ’ .
cujo produto vetorial, u, € um vetor ortogonal a superficie: = 4mr? f cos(t)dt = 4mr?

ol

i j k

_ dxr 9y Oz
L I R e
9z Oy Oz

ot ot ot

u = (—g'(s)f(s) cos(t), —f(s)g'(s) sin(t), £ () (s) cos® (t) + f () (5) sin® (t)) =
(=9'(5)f(5) cos(t), —g'(5) f (s) sin(t), f (5) [ (s))
|ul* = (g'(s)f (9))2+(f(8)f’(9))2
lul = VF(5)2(g'()2 + F(s)2) = [f (Vg ()2 + F(5)?)




Capitulo 10

Férmulas Integrais

10.1 Generalizagoes da integral

H&4 muitos tipos de generalizacdo da integral, aqui vou tratar das genera-
lizagoes simples, dentro do quadro de um curso de Célculo e com o objetivo
de conduzir o estudante a compreensao dos teoremas integrais fundamentais
que vao aparecer no ultimo capitulo: Teorema de Stokes, de Gauss, a férmula
de Leibniz e o préprio Teorema de Green.

A idéia fundamental é que uma integral deve ser escrita no formato

flz)de ; x e W
W
e dz significando uma ”unidade”de medida ”natural”’do dominio W.
Na primeira parte deste capitulo vamos retomar os exemplos ja estudados
nos capitulos anteriores para colocd-los no quadro que nos interessa aqui,
os exemplos (exercicios) devem ajudar o leitor a compreender a filosofia do
presente contexto.

O capitulo dois foi a primeira tentativa para construir esta idéia preparando

o advento do capitulo 3 com o Teorema de Green. Agora iremos mais fundo.

b
J4 vimos no capitulo dois que [ f(t)dt pode ser um vetor ou um nimero, tudo

a
depende da ”interpretagao” que pudermos dar a f ou da operagao que definirmos
entre f e dt. No caso do ”"trabalho”faremos um produto escalar entre uma
fun¢ao vetorial, comumente chamada ”campo vetorial” f e o " vetor tangente” dt.
Quando quisermos calcular a distancia percorrida por uma particula sobre um
caminho arranjamos para que dt represente comprimento de arco e f representa
a intensidade varidvel do movimento (velocidade).

Vamos aqui estudar diversos tipos de operagoes usuais entre vetores e dis-
cutir a interpretagao destes resultados. A Fisica dos séculos 18 e 19 influenciou
fortemente as férmulas que que possuimos e inclusive deu-lhes os nomes: fluxo,
circulagao...
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dominio de integragao

nao retangular, 143
retangular, 143

dominio, 35

e.d.o., solugao aprox., 105
energia, quantidade, 21
equagao a diferengas, 28
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Orientagao, 212
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principio do coseno, 224
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Fourier, 57, 67
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espaco dos coeficientes, 60
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Fourier, transf. discreta, 106
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fronteira curva, 146
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propriedades, 23
fung¢ao como vetor, 17
fungao diferenciavel, 27
fungao e indice, 17
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gradiente, 38, 42, 169, 182
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hiperplano, 28, 114
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integragao
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programa, 139, 143
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