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Introdugao.

Este é um texto que tem o objetivo de servir ao estudo dirigido sobre
equagdes diferenciais para ser usado como apoio ao ensino a distancia. Vocé
poderd utiliza-lo no seu projeto autodidata e neste caso pode contar com o meu
apoio mas, observe que ensino a distdncia nao pode significar ensino massivo,
ao me procurar, compreenda que tenho limitacoes', use o endereco eletrénico
tarcisio@member.ams.org

Sistema dinamico

A forma “moderna” de se estudar equagoes diferenciais é como um  sistema
dinamico. Colocamos aspas em moderna por duas razoes, primeiro, esta forma
“moderna” nasceu com Poincaré no fim do século 19, segundo porque aquilo
que chamamos de “moderno” na verdade quer dizer “atual”, isto é, prdprio da
linguagem e da visdo que adquirimos hoje. Por isto foi preciso chegar a segunda
metade do século 20 para que a forma moderna, iniciada por Poincaré no fim
século 19, viesse a se impor como um ambiente natural para solugdo de uma
equacao diferencial.

Infelizmente neste primeiro volume néao consegui atingir a “forma moderna”
de estudar equagoes diferenciais porque hd uma variada gama de pré-requisitos
a serem utilizados que tornaria o texto inacessivel aquele que deve se iniciar no
estudo das equagodes diferenciais. E como esta iniciagao é uma necessidade em
si mesma, preferi separar o assunto em dois textos, no segundo a ténica serd
sistema dindmico.

Mesmo assim os capitulos finais vao fazer uma pequena introdugao aos sis-
temas de dinamicos com enfase em gréficos e portanto numa forma intuitiva de
apresentar o assunto. O objetivo é apenas para abrir a curiosidade e a pers-
pectiva do leitor, seria interessante pelo menos abrir o véu do segredo de um
sistema dinamico.

Como toda introdugao, esta foi feita depois que escrevi alguns capitulos,
algumas partes da mesma foram escritas ao longo do trabalho representando o
planejamento do mesmo, e naturalmente ela sé pode ser bem entendida depois.
Sugiro que vocé faga uma leitura rapida desta introdugao e que retorne poste-
riormente para relé-la quando ja tiver adquirido alguma visao do texto, mesmo
parcial, do texto.

Curva solucao

Em algumas situagdes uma  curva-solugao de uma equagao diferencial tem
sentido e uso, mas na maioria das vezes o que ¢ significativo saber é como se
comportam “todas” as solugdes que passam na vizinhanca de um ponto (a,b)
que é o centro do interesse.

Considere um rio, talvez ainda exista algum a sua volta, (aproveite para
vé-lo e tomar um banho se ainda néo tiver virado esgoto). B possivel identificar
num rio o conjunto das trajetérias de todas as particulas de dgua que fluem.

Num determinado ponto do rio, “inexplicavelmente” e sobre tudo “desagra-
davelmente” se forma sempre um banco de areia que atrapalha a navegagao. A
areia é transportada de longe e das vizinhancas pelo conjunto de moléculas da
dgua, cada uma das quais é uma das particulas em movimento que formam o
seu fluxo. Ao estudarmos este fluxo em seu conjunto podemos chegar a con-

Lentendo que ensino a ia vem de encontro ao problema ecoldgico de economia de

energia e nao de degradacao da qualidade do\@nsino



clusoes globais que respondam o porque do tal banco de areia inexplicavel e
desagradavel, e sobre tudo podemos formular uma solugao para o problema en-
volvendo ou nao a existéncia do banco de areia como uma pega definitiva e
agraddvel do rio em seu conjunto, é isto que significa ecoldgico, compreender
a natureza e passar a conviver com ela com alteragoes minimas que a protejam
nos deizando usufruir de seus bens.

Somente a visdao do
rio, como um sistema
dinamico, é possivel nos
dar esta resposta, nunca
a visdo unitéria de uma
solug¢do particular de uma
equagdo diferencial pode
nos levar a tal
compreensao. Uma solu¢ao
particular fica represen-
tada, na figura (fig. 1)
por cada uma das curvas Figura 1: Um banco de areia no fluxo do rio

que ali podemos identificar. Uma solugao particular é uma curva que consegui-
mos isolar passando por um determinado ponto, este ponto se chama condi¢ao
inicial.

Uma outra visao: tudo, absolutamente tudo, se explica como sistemas dinamicos,

a economia, o movimento dos planetas, o comportamento de um motorista no
trafego ou comportamento relativo preda-predador de uma colegao qualquer de
animais de um sistema, (includindo af o homem). Observe que aqui hd vdrios
exemplos, varios sistemas. Vou Considerar um deles, para ser mais pedagégico,
por exemplo o comportamento de varios seres vivos em iteracdo, o Homem,
a Flora e a Fauna em uma certa regiao geografica. Podemos reinterpretar a
(fig. 1) como representativa deste sistema, em que cada curva poderia repre-
sentar uma das categorias acima mencionadas: o Homem, uma curva, cada tipo
de animal, outra curva, cada espécie da Flora, outra curva e o banco de areia
representa um momento em que encontramos uma perturbagao, interessante
ou preocupante no conjunto dos comportamentos iteracao entre estas espécies.
Aquilo que no exemplo anterior, identifiquei como um banco de areia, nesta
nova interpretagao pode representar uma stbita escassez de alimentos que afete
todas as populagoes numa certa vizinhanga, no meio geografico que elas ocupam.

Ou seja, uma mesma equacao diferencial serve para modelar fenémenos bem
diferentes, e vocé verd que os cocficientes é que vao funcionar, como os botoes
de uma aparelhagem sonora, para sintonizar a equagao com os objetivos do
estudo desejado.

Estabilidade

A estabilidade é um outro conceito muito importante e é possivel encontrarem-
se exemplos simples dele a nossa volta.

Frequentemente compararmos dois  sistemas dinamicos, dentro de um dos
quais estd o outro: sistema e subsistema.

E preciso levar em consideracgao o reldgio universal de cada um dos sistemas
para avaliarmos a distorgao que um deles oferece sobre o outro.

Por exemplo, o relégio do Universo planetdrio tem “segundos” que valem
para o nosso relégio bioldgico “milhdes de anos” isto nos da sensagao de es-
tabilidade que absolutamente nao tem o Universo. Veja o evento astronomico
que alguns de nés presenciou em 2003, quando Marte e a Terra estiveram mais
préximos, com Marte num desvio de sua érbita natural atingindo a proximidade
méxima da Terra em 27 de Agosto de 2003. Nesta data Marte se mostrou aos
observadores terrestres com o tamanho aparente da Lua. Quem tiver nascido
entao, nao acreditard no que vimos, quando qualquer um de nds lhe contar
esta histéria dentro de 10 ou 15 anos, porque, quem estiver nascendo agora nao
terd mais a possibilidade de presenciar este evento em toda sua vida, e para
ele Marte serd sempre um longinquo ponto luminoso perdido entre as estrelas
do Universo. O préximo segundo no relégio astronémico em que um tal evento
venha a ocorrer, corresponde para nds a alguns milhares de anos (60.000 anos)
durante os quais Marte serd sempre o mesmo ponto luminoso perdido entre as
estrelas do Universo.

Falamos de um dos conceitos fundamentais da teoria, habilidosamente cri-
ado por Poincaré, estabilidade.  Em palavras simples, “estabilidade” é a
propriedade de manutengao das caracteristicas das solugoes nas vizinhangas de
um ponto, por exemplo, parece que na Terra, depois da noite sempre vird o
dia..., a pergunta é até quando? porque depois de um “segundo” do relégio
do Universo esta “estabilidade” pode se perder. O aquecimento global que se
avizinha poderd alterar pelo menos um pouco o relégio da Terra, e se isto
acontecer, como ficarao os sistema bioldgicos que vivem aqui, dependentes do
reldgio terrestre?

Ou se lhe parecer violento este exemplo, pense noutro. Para o relégio
biolégico de um inseto, de uma mosca, um segundo do seu relégio é para o
dela alguns milhares de segundos. Ela nasce e morre entre duas gripes que vocé
tenha e guardaria, se tivesse alguma especie de consciéncia, no sentido que nos
entendemos consciéncia, a impressao que sua satude é de uma “estabilidade” in-
vejavel. O estudo da estabilidade de seu sistema biolégico pode leva-lo a, pelo
menos, a reduzir os impactos das gripes... ou talvez conseguir programé-las para
curti-las com calma nos fins de semana

Estas palavras devem lhe explicar o sentido que desejamos dar ao curso de
equagoes diferenciais que lhe apresentamos. O estudo de uma solugéo isolada,
uma solugdo particular é pouco, como seria initil o estudo da curva de sua
saude isolada do estudo da saide das pessoas com quem vocé convive, ou das
curvas-trajetérias das particulas no fluxo do rio, isoladamente.

O que eu disse acima aponta para o estudo das equagoes diferenciais sob
a forma de sistemas dindmicos, mas é preciso observar que algumas vezes
interessa, sim, uma curva-trajetéria isolado, para um remador num caiaque,




num rio, lhe interessa exatamente uma das trajetérias, aquela onde as particulas
(de d4gua) tem maior velocidade, é em cima desta trajetéria que ele vai colocar

o calaque.

Capitulo 1

Graficos, equacoes,
modelagem

Uma equagao diferencial é uma equagdo funcional, quer dizer, uma expressao

como

G(f)=0
em que G ¢é uma expressao sintaticamente correta do ponto de vista da Ma-
tematica envolvendo f e suas derivadas, sendo f uma variavel do “tipo” fung&o.
Por exemplo,

ff=z=f-2=0=G(f)

é uma equagao diferencial e sua solugao é

f(z)

em que C é uma constante qualquer. Como equagoes diferenciais sao equagéoes
funcionais, resolver a equagao G(f) = 0 significa encontrar a classe mais ampla
de fungdes que torne a expressao G(f) = 0 verdadeira.

2
xr
3¢

Uma equagao diferencial é uma ezpressao envolvendo um simbolo, por exem-
plo y, que representa uma fungao duma varidvel,z,t, alguns simbolos represen-
tando as derivadas de y relativamente a algumas destas varidveis, e operagoes
aritméticas colocando estes simbolos dentro dum expressao “aritmeticamente
correta.

E isto que o sfmbolo G(f) = 0 significa. Para termos uma equagdo é pre-
ciso que em algum momento na expressao aparega uma igualdade seguida dum
segundo membro, ora, podemos deixar tudo no primeiro membro de modo que




no segundo membro fique apenas zero.

Neste capitulo vamos ver exemplos de equagdes funcionais, algumas equagoes
diferenciais, e vamos discutir um “tipo de dado” mais amplo, as curvas, que
podem ser solugoes de uma equagdo diferencial. Vamos também repassar os
métodos cldssicos com que se apresentavam as equagoes diferenciais porque, de
alguma forma, eles continuam necessarios.

1.1 Classificacao das equagoes

A Humanidade sabe muito pouco sobre equagoes diferenciais, na verdade de-
veriamos dizer que o conhecimento que temos sobre este campo do conhe-
cimento é difuso e confuso porque na verdade se sabe muita coisa mas sem
formar uma teoria unificada.

Na busca para entender e resolver as equagoes diferenciais foram sendo feitas
classificagoes das mesmas e isto tornou possivel o avango do assunto, (ou talvez
tenha impedido um avango maior...)

H4 vérios métodos para classificar as equagoes. O leitor, entretanto, nao se
perca em decorar nomes. Considere esta classificagdo como um passeio sobre
alguns exemplos de equagao.

Cabe aqui alertar o leitor que o texto pode ser dificil em alguns momentos
porque estarei dando exemplos avangados de equagoes. O objetivo, aqui, nao é
aresolugao, mas um simples passeio pelo mostrudrio das equagdes para sugerir a
riqueza que este instrumento nos oferece. Vocé também ird aos poucos observar
que ¢ preciso uma linguagem mais sofisticada para falar equagées diferenciais,
e como toda linguagem, esta deve ser adquirida aos poucos, é um dos métodos
que estou usando neste livro: falar desde o inicio de topicos de que vou precisar
apenas mais adiante, usando exemplos para introduzi-los, a pratica nos ensina
que esta é uma forma de ir habituando as orelhas com os novos conceitos.

Um dos conceitos menos trauméticos, mas que ja oferece uma dificuldade
para o iniciante, sao os coeficientes, uma vez que para as equagoes diferen-
ciais hd um salto qualitativo no significado dos coeficientes. E nao hé nada
estranho neste fato, estamos trabalhando com equagoes que envolvem o objeto
fungao, uma consequéncia simples da Algebra é que 0s espago com que vamos as
operacoes algébricas seja um espaco de fungoes. Os coeficientes, nas equagoes
diferenciais, sao fungoes.

Vou também aproveitar para resolver algumas equagoes simples que j& foram
objeto dos seus estudos em Cidlculo, nestes casos eu estarei lhe mostrando que
o assunto nao lhe é completamente estranho.

1.1.1 Equagoées diferenciais ordinarias

e As equagoes

d d d
Y W, W

= =ky; —=kx 1.1
dx T dx v dzx (a1
sao exemplos de equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem, por-
que
— apenas envolvem a primeira derivada;
— asolugdo destas equagdes sao curvas, objetos de dimenséo 1, ou ainda
variedades diferencidveis de dimensao 1.
A equagao dy — significa que a derivada de y é a constante k. Uma

curva que tem esta propriedade ¢ uma reta com coeficiente angular k. O
coeficiente angular é a derivada.
Entao a solucao desta equagao é
d
Yok = y=kzx (1.2)
dx

mas hé outras soluces. Se somarmos uma constante qualquer a solucao
acima vamos encontrar uma outra reta que tem o mesmo coeficiente an-
gular k. Portanto a solu¢ao completa é

d
Yok 5 y=tkz+C (1.3)
dz

Veja na figura (1.1) pagina 5, algumas solugdes da equagao diferencial
'd% = —1, uma familia de retas paralelas.

E ass im, a solucao de uma equacao diferencial ordindria é uma familia
de curvas. Esta equacao é uma das muitas que vocé resolveu no Cadlculo
quando calculou primitivas. Todas as equagoes deste tipo tem por solugao
uma familia de curvas paralelas

B_f = y=F@)+C; F@)=I@ (1.4)

F é uma primitiva de f.

As outras duas equagoes

dzx

dy dy

. =ka

=ky;
também estao ligadas com os seus estudos do Célculo mas vao exigir um
pouco mais de trabalho e vou deixé-las para depois.

e A equagao
(@)2,47“:0 (1.5)
dx Y ’



y=-x+C

Figura 1.1: Retas paralelas - solugées de uma e.d.o.

é uma equagao diferencial ordindria de primeira ordem, porque a maior
ordem de derivagao é a primeira, e do segundo grau, porque a “varidvel”,
dy . adrs g -
2% se encontra ao quadrado (segundo grau).

dy

(E)Q — 4P +4=0 (1.6)

é uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem e do terceiro
grau, a varidvel y, estd no terceiro grau. Observe que z° é um coefici-
ente (varidvel), veja a proxima classificagio.

Este é um exemplo de equagao dificil e que nos obriga a usar métodos
complexos envolvendo inclusive questoes algébricas.

e A equagao

(1.7)

pode ser escrita (ou apresentada) assim

(1.9)

salientando que os coeficientes sdo fungoes nao necessariamente constan-

tes.
e As equagoes
2
oy = (1.10)
2,
Ty 138 gy =0 (1.11)

sao equagoes diferenciais ordindrias de segunda ordem porque nelas in-
tervém a segunda derivada.

e As equagoes
3Ly — ko (1.12)
3Ly _ kz =0 (1.13)
>
L4y 1309 —day =0 (1.14)

sa0 equagoes a coeficientes varidveis. Na equagao (12) o unico coeficiente
varidvel é o termo que se encontra depois da igualdade, e ndo é constante.
A expressdo que se encontra na equagao (13) é uma forma equivalente
aquela que se encontra na equagio (12) em que fica visivel que

é o coeficiente de y° = 1, logo um coeficiente varigvel.

As equagdes com coeficientes varidveis se revelam muito importantes nas
aplicagdes porque é a variacao dos coeficientes que vai nos permitir captar a
influéncia do meio externo sobre um fenémeno cujo comportamento conhece-
mos apenas experimentalmente (através das medigoes feitas por sensores) e que
conseguimos traduzir com uma equacao diferencial semelhante a outra equagao
diferencial que a experiéncia nos diz que se aplica em casos parecidos.

Casos tipicos ¢ o estudo de populagdes (bactérias) submetidas a alteragdes
do meio que as circundam ou questoes ambientais em que o diversos seres vi-
vos interagem e todos se encontram submetidos a “clima” e as alteragoes do
clima. As populagoes tem um comportamento (crescimento) exponencial, mas
a experiéncia nos indica que repentinamente o crescimento de uma determi-
nada populag@o entra em colapso e isto pode ser captado por uma mudanga nos
coeficientes que até entdo eram constantes...

Os coeficientes varidveis representam, usando uma linguagem metaférica,
botées com que podemos alterar as condigoes externas de uma equagao diferen-
cial e nés veremos mais a frente que estes coeficientes podem ser usados para



captar alteragoes medidas com sensores, e neste caso os coeficientes varidveis
representam fungoes das quais apenas conhecemos os valores nos nds de uma
malha colocada sobre a regiao que é o dominio da equagao diferencial.

Podemos ver de imediato um simples exemplo que mostra o poder dos coe-
ficientes variaveis.

B=1 = y+1=0 (1.15)
o g = yta=0 (1.16)

séo dois exemplos da mesma equagao, num caso o coeficiente é variavel. Observe
que eu escrevi as duas equagoes com formas equivalentes, entretanto uma destas
formas é mais prdtica para a resolugio da equagao (uma questdo puramente
psicoldgica porque as duas formas sao equivalentes).

As solugoes das duas equagoes sao

W1 « y=-z+C (1.17)
B=—p « y=-2+0C (1.18)

Veja na figura (1.2) pdgina 8, a familia de pardbolas paralelas solugao da
equagao (18). A diferenga entre as equagdes ¢ que, numa o termo independente
é constante, na outra o termo independente é varidvel.

1.1.2 Equagoes diferenciais parciais
e A equagao

ou

Ox

é uma equagao diferencial parcial de primeira ordem.

= sen(x) (1.19)

O adjetivo parcial indicando que a varidvel do tipo fun¢ao que resolve esta
equacao diferencial, depende de duas varidveis.
A solugdo desta equagao diferencial é uma variedade de dimensao dois,
uma superficie.
Embora as equagdes diferenciais parciais sejam bem mais dificeis de se-
rem resolvidas, este ¢ um exemplo de equagao diferencial parcial fdcil de
se resolver. Para isto calculamos a primitiva relativamente a varidvel x
obtendo

u(z,y) = —cos(z) + C

entretanto C' deve ser considerada uma fungéo da varidvel y o que nos leva
a escrever a equagao como

u(z,y) = —cos(z) + C(y)

Figura 1.2: Familia de pardbolas paralelas

e vocé pode verificar que

u(z,y) = —cos(z) + y; (1.20)
u(x,y) = —cos(x) + sin(y); (1.21)
u(z,y) = —cos(x) +y + C; (1.22)

sdo trés exemplos de solugao da equagao (19). Isto pode ser verificado
calculando-se a derivada parcial de qualquer um dos exemplos nas equagoes,

(20), (21), (22).

2 9% 7 ~ . . .
z;;‘ + gy'j = 0 é uma equacao diferencial parcial de segunda ordem cha-

mada de equacdo de Laplace.



e O simbolo

92 92
A= —+— 1.23
Oz? + dy? (1.23)
se chama Laplaciano e podemos reescrever a equacao anterior com
Au=0 (1.24)
porque a derivagao ¢ linear:
02 32 32 62
Wu+wu:(w+w)u:Au (1.25)

A definicao de homogeneidade esta ligada a um tipo de equagao que cha-
mamos de linear porque a sua solugdo ¢é feita com as técnicas da Algebra
linear onde as equagOes se dividem em homogéneas e nao homogéneas,
voltaremos a esta questao no capitulo 0.
Vocé pode reconhecer uma propriedade das fungoes lineares na seguinte
definigao
Defini¢ao 1 (homoegeneidade) Equacao diferencial Homogénea
Escreva a equagao diferencial na forma compacta que aparece logo no
inicio deste capitulo

G(f)=0
se for verdade que G(\f) = AG(f), para qualquer nimero real (ou com-
plexo) A, entdo a equagio é homogénea.

A equagdo de Laplace (exercicio) é um exemplo de equagao de homogénea.

Damos um nome a este tipo de equagao porque em varios casos importan-
tes a solucao da equagao nao homogénea se deduz da solugao da equagao
homogeénea. A equagao (19) ¢ também uma equagdo homogénea.

Pu  0u, Ou
5 + _2) = —
Ox Ay ot
é uma equagao diferencial parcial de segunda ordem chamada equagao do
calor. Observe que esta equagao se escreve

a*( (1.26)

ou
a?Au= — (1.27)
ot
e neste caso interpretamos u como funcao de duas variaveis dependendo de
um “parametro” que identificamos como sendo o tempo. Verifique, como
exercicio, que se trata de uma equagao homogénea.

As equagoes que dependem do tempo nés as chamamos de dindmicas e as
que nao dependem do tempo, chamamos de estaciondrias.

O coeficiente aparece ao quadrado porque se quer caracterizar que é um
nimero positivo.

0u (’)Zu) _ Pu
0z2 oy’ T o2
é uma equacao diferencial parcial de segunda ordem chamada equagao da
onda.

a*( (1.28)

Como a equagao do calor, esta equagao pode ser escrita usando-se o La-
placiano

a?Au =21 (1.29)
e a consideramos uma equagao dinamica, porque depende do tempo.

A expressao
dy dzy d”y
F(t,z, T da dz") =0
representa a forma geral de uma equacgao diferencial ordindria de ordem n e
algumas vezes ¢é interessante colocd-las sob esta forma.
Resolver uma equagao diferencial é, em geral, uma tarefa dificil e a solugao
de uma equacao a coeficientes varidveis em geral é ainda bem mais complicada e
aresolver equagoes diferenciais parciais depende da solugao de algumas equagoes
diferenciais ordindrias.
Observe que o objetivo, com esta frase, ndo ¢ o de desestimular o estudo,
deste campo do conhecimento, pelo contrério,

e representa uma caracterizagao de que vocé estd se iniciando numa drea
em franco progresso onde hd muito que fazer

e também ¢é preciso compreender que o dificil nao é impossivel e nem sequer
um assunto para entes superdotados, é apenas uma questao que precisa de
mais investimento pessoal para se chegar a resultados interessantes.

E assim o estudo das equagoes diferenciais.

1.1.3 Dominio de uma equagao
Considere a equagao diferencial ordindria

1 d%y dy
— -5 +3x— —4day =0 1.30
2 dz? + i Y (1.30)

que ja classificamos acima como ordindria e a coeficientes varidveis sendo também
homogénea.

E preciso observar que os coeficientes nao sao um apéndice menor numa
expressao.

Aqui, nas equagoes diferenciais, os coeficientes, ao serem varidveis, influen-
ciam até mesmo no dominio em que a equagao se encontra definida.

No caso da equagao (30), ela estd definida em uma regidao nao conexa do
plano, porque o dominio se encontra dividido pela reta = 0.
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Esta reta, x = 0, se encontra na fronteira do dominio, e temos que verificar
se a fronteira também nao é uma solugao, sao as solugoes chamadas singulares
que nao aparecem nas contas “normais”, exatamente porque elas sao excluidas
quando vamos fazer as contas. Adquira o hdbito, quando excluir uma expressao,
retorne, para verificar se ela satisfaz a equacao diferencial, vocé poderd ter
perdido uma solugao.

Exercicios 1 1. Variedades lineares
(a) Encontre' as equagoes da retas que passam nos pares de pontos:

a) (1,3),(3,5) b)(=3,5),(5,0) ¢)(2,0),(7,0) d)(4,3),(4,7)

(b) Encontre? as equagdes da retas que passam nos pontos indicados com
o coeficiente angular m :

o) (L3, m=—3 b)(3.5,m=2 J20.,m=—7 d @43),m=-1

(c) Encontre® a equagdo da reta que passa no ponto (3,4) e é perpendi-
cular ao vetor (—4,3).

(d) Variedade linear tangente

i. Encontre® a equacdo da reta tangente ao grdfico de
y=flr)=a*+2-6
nos pontos
a) x=-3 b)x=2
ii. Decida (e justifique) se é verdadeira a frase: “no item anterior
voceé lidou com a Férmula de Taylor”.
(e) Encontre® a equagdo do plano que passa no ponto (1,2,3) sendo per-
pendicular ao vetor (1,—2,4).
(f) Encontre® a equagdo do plano que passa pelos pontos A, B.C' indica-
dos e calcule um vetor perpendicular ao plano.

o) A=(1,2,-b) B=(-1,2,-11) C=(3,5,—11)
b) A=(L,2,2) B=(-1,2,-4) C=(3,5,—13)
) A=(1,2,-2d) B=(-1,2-30) C=(35,-39)
d) A= (—4,-4,13) B =(-4,4,5) C =(0,0,5)

2. Variedade linear tangente

Inéo faga, se vocé souber fazer ...

4

nao faga, se vocé souber fazer ...
5nao faga, se vocé souber fazer ...

Snao faga, se vocé souber fazer ...

11

o

9.

(a) Encontre’ a equagio do plano tangente d superficie de equagio
2= f(z,y) = 2> + 3wy +°

no ponto P indicado:

[a) P=(1,2,15) [ b)) P=(-1,2,3) [c)P=(35.17
[ P=(-1,23) [ e)P=(-1,-2,-1) | ) P=(=3,-5

179)
=) |

(b) Decida (e justifique) se é verdadeira a frase: “no item anterior vocé
lidou com a Férmula de Taylor”.

(¢) Em cada caso do item 2a, explicite o vetor vetor normal a super-
ficicie, no ponto indicado. Vetor normal é unitdrio e deve apontar
para a dire¢ao externa a superficie, para conseguir isto, faga o produto
vetorial de dois vetores tangentes unitdrios, no sentido do movimento
dos ponteiros do relégio , (use a formula do determinante).

. Classifique as equagées diferenciais abaizo

Q) GH+TE=0|b) =1 ' 3y +ay=5

d)y =7 e)ay’ +3xy' +5=0 | f) 5 tay +22y=0
g)ry’ =0 h) zy” =0 1)y = da

)y +3y =3z | K55 =0 )oY padu =

. Discuta o dominio de validade de cada uma das equagoes na questao an-

terior.

. Resolva as equagoes que vocé souber resolver no item anterior.

. Verifique que a equagao de Laplace e a equagao da onda sdo equagdes

diferenciais homogéneas.

Descreva, com suas palavras, qual € a diferenca entre as equagoes da onda
e do calor e quais sao as semelhangas entre estas duas equagoes.

. equagoes diferenciais do Cdlculo

(a) O coeficiente angular de wma curva é constante e vale 5. Qual é a
equagdo desta curva ?

(b) O coeficiente angular de uma curva, em cada ponto x vale 3r. Qual
€ a equagao desta curva ¢

(c) V() =(2,3)
(d) V(f) = (22,2y)

Determine todas as fungoes f tal que

TPare quando nio houver mais divida . ..
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a) f'=0 b)f
¢)f'=ar+bia,beR d) f = (3z,4z)

e faca os grdficos das solugoes encontradas.

A frag¢io de Leibniz, ou como ela é mais conhecida, a nota¢io de Leibniz
se encontra entre as expressoes mais controversas da Matematica:
dy
dx

Vou mostrar que ela se comporta como uma fragdo embora nao seja tal.

De inicio uma breve “histéria®”. Esta “fracdo” estd intimamente associada
com um conceito que atrapalhou muito a Matematica produzido pelos que cri-
aram o Calculo Diferencial, Infinitesimal e Integral enquanto eles procuravam
entender o que era limite e nimero. Um das dificuldades fundamentais que eles
tinham era de entender o comportamento de quocientes em que tanto o nume-
rador como o denominador teriam limite nulos, e este é o caso das derivadas.

Foi quando inventaram a nog¢dao de infinitesimal extremamente complicada e
confusa e que na verdade nunca foi devidamente construida como um conceito.
Os infinitesimais somente foram devidamente compreendidos quando Landau
construiu a sua notagao de Landau em que ele consegui deixar claro que ha-
via ordens de grandeza diferentes entre as sucessoes que convergiam para zero.
Confira a notagdo de Landau. Era o que se pretendia com os infinitesimais, ou
ainda, os infinitesimais nada mais eram do classes de sucessées que convergiam
para zero e vocé pode entender bem isto analisando a construcao dos nimeros
reais via sucessoes de Cauchy.

Se o numerador e o denominador na fragao cujo limite se calcula, tiverem
a mesma ordem de grandeza entdo o limite vai ser um numero k que mede a
ordem de grandeza relativa entre numerador e numerador. Se eles ndo tiverem
a mesma ordem de grandeza, entdao o limite pode ser zero ou infinito. Serd
zero se a ordem de grandeza do numerador for inferior a ordem de grandeza
do denominador, e infinito no caso contrario. O método de L’Hopital decifra
a relagdo entre as ordens de grandeza saltando para a derivada dos termos da
fragao.

O simbolo de Leibniz para derivadas, embora nao seja nenhuma fracao, no
sentido de que nao existem valores que possamos escrever no numerador e no
denominador para obter um cdlculo, se comporta como se fosse e era para os
antigos construtores do Célculo um quociente de infinitésimos.

Em operagoes de diferenciagao, ela funciona como se fosse uma fragao, no
sentido de que ela permite transformagoes que se operam como se formalmente
fossem um quociente de expressoes.

Considere um exemplo para tentar o desvendar o segredo da contradigao do
que acabei de apresentar-lhe.

SE seja critica a respeito da minha invasio em histéria, eu ndo sou historiador e vejo a
histéria da Matemtica do ponto da evolugdo que ela teve para o meu uso hoje.

Considere a seguinte sequéncia de expressoes:

2= F(a,y) = a(+3)

dz = 2xdx + 2ydy (1.32)

z=F(z,y)=c; ¢>0 = dz=0=2zde+2ydy (1.33)
it At (1.34)

Vou agora fazer calculos semelhantes e observe a comparagao final:

z=F(,y) = 21#3)

z=F(z,y)=22+y*=c; c>0 = y=+Vc—2a2 (1.36)
Yy = - (1.37)
(1.38)

No bloco de equagoes (eq. 31) apliquei as regras da Algebra a expressao obtida
com derivagao implicita e defini, ainda usando as regras da Algebra, a expressao
dy

! No segundo médulo, (eq. 35), fiz uma operagio ldgica ao passar para a
equagao (eq. 31), usando a defini¢ao de derivada para obter uma nova expressao,
a (eq. 37). Observe que esta passagem nao ¢ algébrica, é uma dedugao usando
as regras da légica. A partir desta equagao apliquei as regras da Algebra e
cheguei & mesma expressao obtida no final do primeiro médulo com derivagao
implicita.

Existe uma explicacao para o que se passa entre os dois médulos acima, mas
neste momento é mais simples aceitd-los como um exemplo que justifica porque
podemos considerar a notagdo de Leibniz como se fosse uma fragao, porque ela
funciona como tal. Observando que em dz nao tem ...

A forma de demonstrar que isto é sempre possivel, a forma demonstrar que
a fra¢ao de Leibniz funciona como uma fragao pode ser vita como consequéncia
do Teorema da Funcio implicita® que é a justificativa ldgica da possibilidade

de explicitar expressoes da forma F(xq,2s,...,2,) = c relativamente a uma
das varidveis, obtendo uma outra expressao, deduzida desta, por uma deducao
16gica.

Estamos falando de que ha dedugoes algébricas e dedugoes 16gicas, algumas
vezes as expressoes nao serao algebricamente equivalentes, (ou consequéncias
algébricas) mas sim, logicamente equivalentes (ou consequeéncias légicas), como
é 0 caso da notagao de Leibniz. A notacao de Leibniz fica inteiramente explicada
na teoria das formas diferenciais que foi burilada por Cartan no final da década
de 50 do século 20.

Para terminar, podemos seguir usando as fragées de Leibniz como se fossem
fragoes, elas respeitam as regras do cédlculo das fragdes até porque a construgao
dos niimeros pode ser feita com usando as sucessoes de Cauchy entre as quais
existem a classe das que convergem para zero que sao os infinitésimos.

9procure Teorema da Funcio Implicita
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1.2 Testando solugoes

Uma das formas de desenvolver a intui¢do sobre qualquer tipo de equagdo,
consiste em testar se uma classe de objetos é solucao da equagao. Este foi
um dos métodos muito usados no passado. Vamos aplicd-lo aqui em alguma
equagoes.

Alguns dos exercicios vém resolvidos, evite de ler a solugao antes de fazer algum
esforgo para resolver o exercicio. Vocé somente ird aprender aquilo que vocé
construir.

Nos préximos exercicios vocé deve derivar expressoes, eliminar constantes e
assim deduzir equagoes diferenciais.

Exercicios 2 A notagao de Leibniz

1. Derive implicitamente as expressoes seguintes, e, usando a notag¢do de
Leibniz, deduza uma equagdo diferencial das mesmas. Observe que as
constantes devem ser eliminadas.

a)r+2y+3lnfz+y -2/ =C b y=2C

Q)
¢)2zy=1+K(z—1)? d)z2+y(2+26'zy+K:0
e)r? + 2zy —y*> + 8y =C f) Py +yia? =5

2. Verifique que a expressio F(x,y) é solugdo da equagao diferencial.

equagao F(z,y)
a)3etg(y)de + (2 — e®)sec?(y)dy = 0 ;"% =C
b)3etg(y)dz + (2 — e%)sec®(y)dy =0 =z =In(2

c)(2%y? — 1)dy + 2zy3dx =0 Tr 32 =Cy
d)(=%y% — 1)dy + 20y°dx = 0 =
e)ry = /TP — 2 +y arcsen(Z) = In(C)
Solugao 1
(1.39)
(1.40)
(1.41)

3. Encontre todas as solugées das equagoes diferenciais:
(a) y' =3
() y =3+
(c) y' = cos(x);
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10.

11.

12.
135.

1.

. Trace algumas das curvas integrais'®obtidas na questdo anterior.

. Encontre a solug¢do da equagao diferencial dada abaizo, que passa no ponto

P indicado:

(a) y =3; P=(4,5)

(b) y =3; P=(-4,5)

(¢) y =3+w; P=(-4,5)
(d) y' = cos(z) ; P=(0,5)

. Faga os grificos das solugoes encontradas na questao anterior.

Explicite a varidvel % e depois integre

dy .,
2 gy a=
(G5) —4y+4=0

2
. Transforme a equagdo g?'/ = L(j—”)g num sistema de equagoes de primeira

x

ordem e resolva a equagio. Trace algumas curvas para esta equagao.

. Encontre um sistema de equagoes de primeira ordem que seja equivalente

a equagao
dy _dy _
da®  dz
e resolva a equagao
Mostre que um circulo de centro na origem,
{(wy): a®+y2 =17

¢ tal que o vetor tangente (x,9) ¢ perpendicular ao vetor posicio (z,y).
Escreva uma equagao diferencial que traduza este fato geométrico.

Verifique que a expressio xy = log(y) + ¢ resolve a equagio diferencial

dy _ o
dr ~ 1—uxy
Verifique que tanto y = sen(z) como y = cos(z) sdo solu¢oes de y” = —y

Verifique que
y = Aisen(z) + Ascos(x)

€ solugio de y" = —y para quaisquer constantes Ay, A> dadas.
Tente descobrir qual é a equagdo que tem por solugao a fun¢ao
y = Aysen(kx) + Agcos(kzx)

para uma constante k.

10chamamos “curva integral” a uma solugdo de uma equagio diferencial
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15. Verifique que y(t) = cos(t) +isen(t) = e é um caso particular de solugio
da equacao y" = —y.

16. Verifique se y = f(z) € solugdo da equagao diferencial dada:

y=f(=z) equagao || y = f(z) equagao
ay=a>+c |y =2 b)Yy =aie® +age >° |y —dy=0

2 zy =2y || d) % = 2y%n(y) y = Wyyz
y' =ky |[f)aty=oatg(y) 1+y°+y% =0

17. Classifique as equagoes diferenciais apresentadas na questdo anterior.
18. Encontre a solug¢ao geral das equagoes:
@y =c"—z )y =ve" (c)ay=3
19. condi¢ao inicial
Defini¢ao 2 Condigio inicial Se chama condigao inicial um ponto (a,b)
por onde passa uma curva-solu¢ao de uma equagao diferencial. Este ponto

pode ser dado implicitamente. As condigoes iniciais individualizam uma
determinada solugao da equagao diferencial

Encontre a solugao particular que satisfaz a condi¢ao inicial dada:
(@)y' =ze” (1,3) (b)y =ze” (0,3) (c)ay =3 (1,6)

1.3 Equagoes a variaveis separaveis

Vamos estudar, nesta se¢ao, o tipo de equagoes diferenciais comum nos cursos
de Calculo Diferencial e Integral e portanto um primeiro exemplo de equagoes
diretamente ligadas a experiéncia do estudante, sao as equagoes diferenciais
que poderem ser fatoradas num produto de duas expressoes, cada uma delas
contendo apenas uma “varidvel”:

F(z,y,vy) = fi(z)de = fo(y)dy

e que por isto recebem o nome de equagoes a varidveis separdveis.

Numa equacao diferencial néo existem “varidveis” da forma como pensamos
nos parametros da fungoes, aos quais se lhes pode dar um wvalor numérico.

De fato existem “varidveis” nas equagoes diferenciais, sao as funcoes (ou
curvas) cujas expressoes podem ser substituidas nas equagoes diferenciais para
se obter uma identidade: é a funcao incdgnita que desejamos descobrir e que
satisfaz a equagdo diferencial.
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Se fizermos aqui uma restri¢ao, dissermos que as solugoes de uma equagao
diferencial sao fungdes (na verdade sdo familias de curvas) podemos dizer que
uma equagao diferencial é uma equagao funcional, a incégnita é uma funcao.

A solugdo nao é uma fungao, e sim uma familia de fung¢éoes, ou melhor, uma
famdlia de curvas no caso das equagoes diferenciais ordindrias.

Entretanto estas fungdes (ou curvas) se expressam através de varidveis e
finalmente, por um erro histérico, terminamos nos referindo as varidveis os
parametros das solugées como varidveis das equagées. Um erro de linguagem
que ninguém pensa seriamente em corrigir.

Este erro se consolidou ao longo do tempo, e temos que conviver com ele
fazendo sempre introdugdes como esta.

Vamos considerar uma equacao diferencial como uma expressao da forma

F(z,y,y) (1.42)
uma equagdo diferencial ordindria de primeira ordem, que possa ser fatorada
como um “produto” de expressoes univariadas

F(z,y,y") = fi(z)dz = f2(y)dy

Quando isto puder ser feito, facilmente'! conseguimos “integrar” a equacio

diferencial: . ’
[ ntwat= [ e
a b

em que fi(x)dz, fo(y)dy sio os diferenciais exatos que se podem obter de F.
Este método encontra aplicacao frequente na solucao das equagoes diferen-
ciais. E uma técnica que tem valor por si prépria.
Considere os exemplos que apresentamos a seguir, como exercicios resolvidos
e tente desenvolvé-los, sozinho.

Exemplo 1 Equagdes a varidveis separdveis
Considere os exemplos como ezercicios resolvidos, primeiro tente resolver a
equagdo, depois leia a solugdo.

1. Considere a equagdo diferencial xdy = ydx para a qual podemos escrever
a expressao “algebricamente equivalente”

de _dy
Tz oy
da qual podemos deduzir
In(z) =In(y) + C =ln(cy) <= z=cy

que representa a familia das retas que passa na origem com coeficiente
angular c. Este exemplo mostra que mesmo numa equagdo diferencial de

pelo menos podemos escrever as integrais...
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primeira ordem as solugdoes nao precisam ser curvas paralelas. Neste caso
temos uma familia de retas concorrentes num ponto.

Este exemplo merece ser um pouco mais expandido. Em outro local deste li-
uro vocé vai encontrar um teorema de existéncia e unicidade para equagoes
diferenciais de primeira ordem e o teorema vai afirmar que dado um ponto
existe uma tinica'? solucdo da equacdo diferencial passando por este ponto.
Ora aqui temos como solugao uma familia de retas concorrentes em um
ponto. Isto parece que nega o teorema de existéncia e unicidade, mas nao
€ assim. Veja que o ponto comum as solugoes é (0,0) e que x = 0 ou
y = 0 se encontram fora do dominio da equagao. Vocé pode esperar que
isto indica que existem situagoes limite a serem estudadas nas solugées das
equagoes diferenciais, sio os chamados valores assintéticos que podem ser
simples pontos ou curvas. Os valores assintdticos sao muito importantes,
em geral eles descrevem situagoes de fragilidade de sistemas.

Ao resolver esta equagdo tivemos que excluir x = 0,y = 0 das contas, f\

porém depois temos que voltar a discutir o que poderia acontecer conside-

rando as situagoes limite representadas pelas relagoes inicialmente proibi- \j >

das.
2. Na equagao diferencial y' = —% e fagamos as sequintes transformagoes

y = - (1.43)
d z
7;% =-3 (1.44)

ydy = —xdx (1.45)

2 2

L=-Z4C (1.46)

2 2

L+ =C (1.47)

(1‘48) Figura 1.3: Uma familia de circulos, solugio de y’ = —§

Mostramos que a equagdo € a varidveis separdveis e calculamos a integral . . . .
dos dois membros incluir os pontos problemas, onde a tangente as curvas nao tem coeficiente

. L N angular porque sao retas perpendiculares ao eizo OX.
A constante C' pode ser qualquer nimero real positivo e as solugoes desta

equagdo diferencial é a familia dos circulos de centro na origem com raio 3.y = i sy #0
L . . y =1 (1.49)
A figura (1) pdgina 21, mostra algumas solugées desta equagdo. v
1 [
Neste caso vemos que as solugoes nao sio fungoes mas uma familia de y (1.50)
curvas a um parametro, o parametro é \/C, o raio que determina cada dzx (1.51)
elemento da famdlia de curvas.
f n(ly)) =z +c (1.52)
A.quz também temos que fazer wma restri¢do, a equagdo ndo vale sobre o [yl = e%ef = Ke™; K #0 (1.53)
eizo OX, quando y = 0, mas ao chegar ao resultado vemos que podemos
12Este ponto se chama frequentemente uma condigéo inicial, onde comega a curva solugio Para cada par de valores £K temos duas exponenciais na familia de

particular que nos interessa. solugées que pode ser vista na figura (2) pdgina 22,
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Figura 1.4: Familia de exponenciais

1
I

Sey#0

Yy = y% (1.54)

y*dy = dx (1.55)

y; =z+c (1.56)

(1.57)

E uma familia de pardbolas cibicas que cortam o eixzo OX quando z = —c

tangentes a reta perpendicular ao eizo OX neste ponto. A figura (1.5)
pdgina 22,

Exercicios 3 Fquagdes a varidveis separdveis

1. Verifique que as equagoes listadas sao a varidveis separéveis, encontre a

solugdo e teste a solugdo encontrada.

(1+2%)y +22y=0 (1.58)
2e*tan(y)dx + (2 — e®)sec?(y)dy = 0 (1.59)
y'sen(z) —yln(y) =0 (1.60)
(1+y?)dz + (1 +2?)dy =0 (1.61)
(1+y?)dz +aydy =0 (1.62)
a/T+2+yyVi+a2 =0 (1.63)
(1+e)yy =e¥ (1.64)

(14 y?)(e**dx — e¥dy) — (1 +y)dy =0 (1.65)
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Figura 1.5: Pardbolas ctibicas cortando OX perpendicularmente

2. Verifique quais das equagoes propostas a sequir sao a varidveis separdveis.

Sendo o caso as resolva.

(a) (x+1)y +y*>=0

)y =14

(c) tan(z)cos(y) = —y'tan(y)
(d) (x> —4)y =y

(e) zyy =1+ 2%+ y2 +a2y?
(1) v = e+ sen(a)

(0) ¥/ = =1 ~2)

(h) yV1—z2y' ==z
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(i) (z=1)y' =ay
() 1=z +1+y*=0
(k) ay(1+22)y' = (1+4?)
W+ y)P=1

(m) y =2/ T—

3. Equagdo linear de primeira ordem Verifique que a equagdo y' + a(z)y =0
em que a € uma fungao integrdvel em wm intervalo [a,b] C R € a varidveis
separadas e escreva a formula de sua solugdo.

z

-3 ¢ faga os grdficos de algumas curvas

4. Resolva a equagado diferencial y' =
integrais.

5. Resolva as equagoes diferenciais sequintes e faca o grdfico de algumas
integrais das mesmas.

(a) y’:kxzdy:kwdzzy:k%2+0.

(b) y’:kyz%:kdlen(y):kw#»C;y:Ce’“ﬂ

(c) d(t) = ke(t) = dflﬁt) =ke(t) = % = kdt = In(c) =kt + C = c(t) =
Ceht. ) )

(d) p'(t) = kp(t) = BB = kp(t) = L = kdt = In(c) = kt + C = p(t) =
Cekt

= 0 ¢ a varidveis separdveis
= 0. Encontre uma férmula

6. Mostre que a equacio a(x)y' (z) + b(z)y
e pode ser escrita na forma y'(z) + p(z)y(
para resolver tais equagoes's.

7. Verifique se y = sen(wx +b) € solugao da equagio diferencial y"' —y = 0.
Calcule w para que seja solugao.

8. Encontre a curva que passa no ponto (0,—2) de modo que inclina¢io da
tangente a curva em qualquer ponto (z,y) seja a ordenada mais trés.

o problema da pressao no cilindro.

9. Um cilindro tem inicialmente o volume Vi, de um gds que € comprimido
por um pistio de modo adiabdtico (sem ceder ou adgquirir calor do meio
ambiente) até atingir o volume Vy. Calcular o trabalho despendido na
compressao. Sugestio use a equagdo de Poisson

P Vo .k
=(57)

Po 14

A constante k € especifica do gds. A equagio de Poisson diz que pressio
e volume sao grandezas inversamente proporcionais.

13chamadas equagoes diferenciais lineares de primeira ordem homogéneas.
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1.4 Equagoes para modelar

Modelagem significa usar uma equagao para gerenciar um processo.

Claro, temos que descobrir a equagao certa que sirva para descrever um de-
terminado fenémeno. A modelagem comega com uma etapa experimental que
produz dados os quais analisados estatisticamente permitem que se deduza dos
mesmos uma descri¢ao qualitativa do fendmeno. Como o nosso interesse, aqui,
reside em equagoes diferenciais, o objetivo consiste em descobrir tazas de va-
ria¢do que expressam as derivadas (coeficientes angulares instantaneos), das
distintas varidveis que constituam a nossa observacao.

Kepler foi discipulo e sucessor de Tycho Brahe. Durante toda a sua vida, Tycho
Brahe mediu a posicao das estrelas e dos astros deixando a coleta de dados
(estatistica descritiva) para Kepler que descobriu as taxas de variagao contidas
nos dados e assim deduziu as equagoes (diferenciais) que regem o movimento
dos planetas. Isto corresponde a mais de um século de pesquisas...

Esta dupla de processos,
e medigao qualitativa dos fenémenos (estatistica) e

e dedugao de um modelo adequado (equagoes certas), a partir do levanta-
mento estatistico

representam, em linhas gerais, a descricao do que é modelagem matemdtica.
Como toda definigao, esta é simples demais e somente no decorrer do processo
é que voceé ird captar toda a concepgao.

Também estamos usando um conceito mais amplo de equagao, um programa
de computador é uma equagdo, no sentido de que ele usa varidveis permitindo
que o mesmo programa seja aplicado em diversos contextos. Nao é por acaso
que algumas linguagens de programacao definem a menor unidade, as células
dos programas, com o nome fun¢do, um programa é um conjunto de fungdes
sendo gerenciadas por uma fung¢do principal.

Procuramos fungées que resolvam as equagoes diferenciais. Nem sempre elas
podem ser formuladas por um expressao “algébrica”, mas é util pensar que sim,
que estamos procurando

fltxr, @2, @)

de n + 1 varidveis, em que ¢ representa o “tempo” e xj sao varidveis “espaciais”
e a equagdo diferencial expressa as taxas de variagoes de f relativamente a cada
uma destas varidveis (ou agrupamento delas).

Resolver a equagao diferencial significa encontrar f ou poder construi-la com
um programa de computador.

No resto deste capitulo estudaremos exemplos de equagdes que modelam pro-
blemas, estamos subindo nos ombros de gigantes, vamos assistir a construgao,
em vez de reconstruir, como eles construiram, toda esta experiéncia.
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Vamos departamentalizar o pensamento, este ¢ um método que tem seus
defeitos, mas é pedagdgico na exposigdo. Cada secio a seguir tomard um tépico
e depois, na sintese, veremos que eles se agrupam em classes e podem ser mo-
delados por uma mesma equagao.

1.4.1 Simulacao geométrica

Neste primeiro capitulo eu tenho como objetivo dar exemplos, mostrar que as
equagoes diferenciais resolvem alguns problemas. Nesta segdo vou tratar de
exemplos geométricos. O aprofundamento desta questao seria uma disciplina
chamada geometria diferencial que usa equagées diferenciais para descrever
objetos geométricos, mas é verdade que os gedmetras nao concordam muito
com esta forma de descrever o trabalho deles.

Uma expressdo contendo duas variaveis, como f(x,y) = 0, ¢ uma curva, porque,
sob certas condigoes podemos ezplicitar uma das variaveis em relagao a outra,
quer dizer, podemos deixar uma variavel livre e um outra dependente

Por exemplo, podemos escrever

y=g(z) ouw=nh(y)

Quando houver duas varidveis , se tem uma curva. Isto pode ser generalizado
e ser usada como uma regra pratica, havendo trés varidveis, se tem uma su-
perficie, ...havendo n varidveis, se tem uma variedade de dimensao n—1. Eo
Teorema da Fungao implicita® que justifica bem esta questao, e o conceito “va-
riedade” nos liberta da prisdo tridimensional em que a geometria nos confina
criando uma linguagem para ser usada em qualquer dimensao.

2Vou retornar ao Teorema da Fungio implicita no capftulo 2.

O meu objetivo aqui é representar curvas usando o conceito de taza de va-
riagdo, derivada, caindo numa equacao diferencial. Quero saber qual € a equagao
diferencial de wma familia de curvas. Vou partir de equagdes cartesianas, estu-
dadas na Geometria Analitica e obter as respectivas equagoes diferenciais

O método consiste de apresentar exemplos, como se fossem exercicios resol-
vidos e vocé deve ler a descrigdo do exemplo e tentar fazer o desenvolvimento.
Se tiver dificuldades, passe uma vista rdpida na solu¢io mas tente prosseguir
sozinho depois do primeiro empurrao.

Exercicios 4 Geometria e curvas
1. familia de circulos Sabemos que
(x—a)?+(y—b2=r? (1.66)

é a equagao cartesiana da familia de todos os circulos do plano. Derive
implicitamente para obter a equagdo diferencial diferencial desta familia.
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2. trajetdrias ortogonais Se duas curvas se encontrarem no ponto P de tal
modo que seus coeficientes angulares sejam, em P, respectivamente m
e 7$, dizemos que elas sao ortogonais. Encontre a familia das curvas
ortogonais & familia dos circulos do plano.
Solugao 2

(1.67)

(1.68)

3. Curvas tangentes Objetivo: Encontrar wma curva que seja tangente a ou-
tra curva dada.

(a) Férmula de Taylor Encontre a reta tangente ao grdfico de y = a° +
x — 6 no ponto (2,0) e faga os grificos.

(b) Férmula de Taylor Encontre a pardbola tangente ao grdfico de y =
2% % cos(z) + sin(z) — 6 no ponto (0,—6) e faca os grdficos.

(¢) Férmula de Taylor Construa uma fungao cujo grdfico seja semelhante
ao de uma das curvas que aparece na figura (fig. 1.6) pdgina 26, for-
mada por dois segmentos de pardbola tangentes no ponto x = —3.
Faz parte da questao vocé descobrir qual é a curva possivel.

curvas tanmngentes

100 T T T
nGY)

50 [— —

50 —

10 —5 o =3 A

Figura 1.6: curvas tangentes

4. Braquistocrona No século 16 diversos matemdticos, entre eles Galileu, es-
tudaram o problema “qual é a curva sobre a qual um corpo desliza em
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tempo minimo, sem fricao e sujeito apenas a for¢a de gravidade.”. Vou
repetir a bela introdugao feita deste problema em [2, 25].

A figura (1.7) pdgina 27, sugere uma curva, sendo a questdo colocada nos

Comprimento de arco
=i P
ds _
ar TV 1+ @2
Ag
s = (1)

Figura 1.7: Uma curva plana, braquistocrona

sequintes termos: considere um ponto A ligado por um cabo a um ponto
mais abaixo B e que uma capsula deslize pelo cabo de A para B sem
atrito. Qual seria a melhor forma para a curva do cabo de modo que a
queda se dé em tempo minimo. Galileu pensava que a curva ideal fosse
um arco de circulo, mas foi em 1696 que Johann Bernouilli resolveu o
problema usando o método que hoje conhecemos como variacional, “supo-
nha as inimeras possibilidades de curvas que liguem os pontos A,B, qual
delas permitem que a capsula deslize em menor tempo?”.

Na verdade, este, como muitos outros problemas podem ter muitas solugées,
e 0o método que vou apresentar, o método variacional, se aplica em muitas
situagoes com bons resultados.

Antes de prosseguir, vou mostrar outras situagoes que levam para a mesma
equagdo, no espirito deste capitulo, que é o de mostrar as diversas aplicagoes
para as equagoes diferenciais.

Considere a sequinte situagdo: dois picos de montanha entre os quais se
queira estabelecer conexao, no caso mais simples, em que eles estejam a
mesma altura, e queiramos colocar um carro rolando em um cabo para
fazer o transporte. A figura (1.8) pdgina 28, ilustra esta versio do pro-
blema.

Figura 1.8: A curva completa entre dois pontos & mesma altura

peso e vai formar uma curva que nao € um segmento de reta, ao peso do
cabo temos que acrescentar o peso do carro e dos itens que o carro vai
transportar, pessoas, por exemplo.

Quando o carro for solto de um extremo ele vai “pendular™®” e quase vai
chegar ao outro ponto, dependendo da lubrificagio do sistema, portanto
é interessante encontrar “a melhor curva que otimize a energia, de modo
que um pouco de energia anule o atrito e o carro chegue do outro lado onde
serd preso até que seja descarregado e carregado novamente para retornar.

Este “novo” problema é um complemento ao anterior, se chamarmos de
A,C os picos dos montes e B o ponto médio da curva descrita pelo cabo, te-
mos o problema inicial, e obviamente basta descobrirmos a “semi-curva”.

Alguns autores generalizam o problema inutilmente, [?, brachistocronal,
colocando-o como wm problema tridimensional, quando ele € um problema
plano, o caminho entre dois pontos estd no plano determinado pelos dois
pontos e projecio de um deles sobre o solo, (o principal objeto gravitacional
envolvido...), interessa-nos uma curva plana. O menor caminho no espago
para um corpo percorrer serd uma reta, depois uma curva plana ndo reta,
se houver alguma restrigdo, e neste caso eriste que € a presenga da for¢a
gravitacional'®, e finalmente uma curva nio plana sob restricées ainda
maiores (€ o caso do caminho da luz no universo que ndio seque nem por
uma reta e menos ainda sobre wm plano), e este iltimo ndo e o nosso
caso.

15 Matematicos do século 16 chegaram a pensar que esta curva seria um arco de circulo, por
, ele tem um causa do péndulo, outros pensaram numa parébola.
16Desta forma vemos os trés “pontos” que determinam o plano, A,B, e o grande corpo
gravitacional em jogo.

Observe que ndo € possivel que o cabo fique na horizontal"*

14Uma razdo semelhante justifica porque a questao inicial ndo se coloca com um segmento
de reta ligando os pontos A,B
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Também podemos garantir que esta curva é uma funcio y = f(x) que O trole cai em queda livre confira a figura (77) pdgina ??
vamos considerar diferencidvel, entdo o comprimento de arco des

¢ dado ela equagdo (comprimento de arco) 1.4.2 Colocando um foguete em drbita

curva

7 A melhor posigao para decolagem de um foguete é a perpendicular relativamente

s(@) = / V1 fr(t)2dt (1.69) ao solo p;)ra o(}tim}i)zar 0s gastgos de energiag: ea melﬁorpforma de fazé-lo entrar
0 em Orbita é tangencialmente relativamente a orbita desejada, devido ao apro-
veitamento integral da velocidade de chegada'®. A figura (fig. 1.9) pagina 30,
mostra uma trajetéria falha que nao ird colocar o satélite em dérbita, enquanto
que a figura (fig. 1.11) pagina 32, mostra como deve ser a trajetéria para que o

Por que interessa o “comprimento do arco”, a resposta também mostra
5
que este € um problema de “equagoes diferenciais”.

Haverd tantas curvas (e cada uma com o seu comprimento de arco) quan- satélite entre em 6rbita. A equacdo diferencial que resolve este problema é uma
tas sejam as condicdes iniciais do problema'”. As condigdes iniciais sdo: equacdo vetorial, nés a discutiremos posteriormente.
(a) a masa do sistema, se a massa fosse zero se teria um segmento de Satélite nao vai entrar em 6rbite
reta, para diferentes valores de massa se vai ter curvas diferentes. a0

s0 |-

(b) O coeficiente de elasticidade do cabo, além do que o sistema se quebra,

o cabo se rompe ou se deforma. 20

10

Na solugao simplificada que vou apresentar, eu vou considerar a elastici- ol

dade do cabo um valor padrao, e nao vou inclui-la nas contas. a0l

Com isto podemos dizer que dado o peso do cabo (o que inclui o peso —20 -

do trole e a sua carga mdzrima especificada em cada um dos terminais -30 -

de saida/chegada) temos uma familia de curvas entre os valores: trole 4035 —s0 —20 ~i0 o 10 2o 3o
trafegando vazio, ou com carga mdzima. A carga mdzima permitida estd

conforme com a capacidade eldstica do cabo. Figura 1.9: Trajetéria falha de um satélite

Se o peso fosse zero, teriamos um segmento de reta, portanto precisamos
saber qual é o peso para resolver o problema. Porém o peso é fungao
do tamanho do cabo, porque a massa do cabo € diretamente proporcional
ao tamanho do cabo (se obtém esta curva sem o peso do trole), a curva
formada pelo cabo suspenso entre os dois extremos.

Na figura (fig. 1.10) pagina 31, vocé pode ver o projeto de érbita da NASA®
para levar novamente o homem a lua.

Suponha para efeitos deste problema que o raio terrestre seja 6 km, que o
raio da esfera em que o satélite ficard em orbita tenha por raio 36 km. Obtenha
uma curva plana satisfazendo as seguintes condicoes

TPl (1.70) e Considere trés esferas Sp, S1, 52,53 de raios, respectivamente,
i S 9 -6 7

=k [1+(F(1)%dt (1.71) 6km, 12km, 24kme36km.
0

e A curva do foguete que leva o satélite deve cortar as esferas com angulos
x
2

f(x)sin(0(x)) = 2gm(x) = ngf 1+ (f/(t))%dt (1.72)
0

5:5:0
f(z)sin(0(z)) + f'(z)cos(0(x))0' (x) = 2kg /1 + (f'(x))? (1.73) e Os valores dos angulos centrais em que as interse¢oes acima ocorrem devem
g—;%sin(«‘)(s)) — (1.74) 'ser'O,A%”', %", 2w o ponto de saida corresponde ao én%‘ulo 0 com angulo de
incidéncia 5. A figura mostra como deve ser a solucio para que o foguete
A constante k na equagio (70) é a constante de proporcionalidade da coloque o satélite em érbita

massa a ser mulllplzcado pElU comprimento do cabo, especzﬂca do do ma- 18¢is a razao do interesse de certos grupos pela base brasileira de Alcantara...,a “linha” do

terial e a espessura do cabo, por exemplo o seu didmetro. equador se encontra na rota 6tima para colocacao satélites geo-estacionarios, devido a rotacao

terrestre, e a ilha de Alcantara estd praticamente em cima do “linha” do equador. ..
19National Aeronautics and Space Administration, www.nasa.gov

um componente vital para solugio de equagdes diferenci
a frente.

17As condigdes iniciais
voltaremos a este mt m
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Figura 1.10: Trajetéria Terra - Lua - NASA

A figura (fig. 1.9) mostra uma solugdo errada para o problema de colocar o
foguete em érbita em que o passo da espiral é aritmético. A solugao gréfica do
problema se encontra na figura (fig. 1.11 ).

Observe que ao fazermos os célculos para colocarmos o foguete em érbita,
estamos falando de dois tipos de tangente:

e tangente geométrica A curva-trajetéria do foguete conduzindo o satélite
deve se interceptar tangencialmente com érbita definitiva do satélite. A
tangente da trajetéria do foguete deve ser a mesma tangente da drbita
no ponto de acesso, o que corresponde a igualdade entre as derivadas da
curva de velocidade e da 6rbita. Veja o grifico (fig. 1.11) na pégina 32,
mostrando a modelagem da solugdo do problema

tangente da velocidade. Temos que impor a igualdade entre segundas deri-
vadas da curva de velocidade e da érbita. A velocidade do foguete é
tangencial a velocidade que devera ter o satélite em orbita, igualdade
das segundas derivadas. Isto vai garantir que o foguete chegue com a
velocidade correta e fique em dérbita. Se nao houver esta segunda tangéncia
o foguete chega na tangente geométrica e sai pela tangente... “caindo” na
Terra ou se “perdendo” no espago.

Portanto, se vocé se lembrar de Polinémio de Taylor, estamos procurando
encontrar uma curva que se aproxime da trajetéria circular com

e igualdade de valor no ponto,
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Figura 1.11: A trajetéria que leva o foguete a érbita

e ¢ da tangente no ponto,
e ¢ da segunda derivada no ponto.

Em linguagem técnica, se r(t) for a equacao da trajetéria do foguete e o(t)
for a equagao da 6rbita esperada, deveremos ter:

r(t1) = o(t1)
r'(t1) = 0'(t1)
7_//<t1) _ 0”(151)

em que t; ¢ valor do tempo em que o foguete deve entrar em 6rbita.

Na linguagem de equagoes diferenciais estamos resolvendo um problema com
condigées de fronteira (eq. 1.75) pagina 32.

A construgao da equagao (eq. 1.75) representa a modelagem matemdtica do
fen6meno. Quando soubermos resolver equagoes diferenciais de segunda ordem,
terminaremos a solugao deste problema.

1.5 Dois corpos e a gravitacao

Vou definir a equagéo de dois corpos em movimento num plano. O problema que
interessa aqui ¢ a lei de Newton da gravita¢ao universal aplicada a dois corpos
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ignorando a presenga de outros corpos no Universo, desta forma um problema
simplificado porque o problema geral, que foi discutido por Poincaré no fim
século 19, apenas serviu para criar uma disciplina chamada sistemas dinamicos,
é o chamado problema de n corpos aos que se aplica a lei da gravita¢ao universal
que é um problema muito complexo.

Uma razao para discutir este problema é a possibilidade (remota) que um
corpo celeste seja atraido para entrar no “campo gravitacional” da Terra. A
figura (1.12) pdgina 33, mostra algumas possibilidades do movimento relativo

C

(b)

(@)

0, dois corpos

Figura 1.12: Gravita

dos dois corpos com algumas redugoes, uma delas é que um dos corpos nao
tenha movimento e que os dois corpos se movimentem num plano.

e Um corpo “fixo” (F);

e A posi¢ao remota de um corpo celeste em (C);
e As trés possibilidades de caminhos do corpo celeste (C) ao se aproximar
de (F), (a), (b) e (c);

— Trajetéria (a) o corpo passaria aproximadamente numa parébola tendo
um ponto de minimo de aproximagao com (F), perigeu, e seguiria
neste pardbola se afastando indefinidamente de (F).
— Trajetéria (b) o corpo entraria em drbita eliptica de (F) se tornando
um satélite;
— Trajetéria (a) o corpo (C) entraria em colisao com (F).
Aqui podemos ver algumas coisas interessantes, a trajetéria (a) e a trajetéria

(b) sao duas conicas, uma é uma transformagao da outra: podemos passar de
uma elipse para uma pardbola e vice-versa.
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Uma critica desta simulagao é ainda que os trés casos tém uma grande quan-
tidade de variagdo, por exemplo no caso (a) o corpo poderia dar pelo menos
uma volta em torno da Terra antes de se afastar definitivamente. Também, no
caso (b) poderiamos ter diversas elipses até que fosse encontrada uma trajetéria
estdvel ou uma passagem para o caso (c).

O caso (¢) também tem variagdes, ha diversos tipos de colisao, numa delas,
e dependendo da quantidade de movimento e massa dos dois corpos, se poderia
criar uma nuvem de corpos menores em gravitacao de um maior.

Vou considerar apenas dois corpos, vou trabalhar com as duas simplificagoes
j& mencionadas e mais uma:

e de que os corpos celestes estao em movimento num plano,
e um dos corpos se encontra parado.

e a massa do corpo (C) é relativamente pequena comparada com a massa
de (F) o que permite que facamos a simulagao mantendo (F) fixo e (C)
em movimento, com um pequeno erro.

Estas redugoes sao de menor importancia para uma descri¢ao preliminar
do problema, e mesmo para resolu¢ao de problemas concretos é preciso fazer
hipéteses deste tipo para que as equagdes nao fiquem de tal forma complicadas
que seja impossivel de tratar a questdo, por exemplo, considerar o movimento
do corpo (F).

E 0 método comum nas simulagOes, primeiro encontramos uma saida sim-
plificada e funcionando. Numa segunda etapa, testamos o modelo, comparamos
com dados reais o que nos vai permitir a corre¢ao do modelo, ao incluir mais
complexidade ao problema para nos aproximarmos da realidade. O processo é
evidentemente iterativo, seguem-se novas etapas e novas corregoes no modelo
até onde isto for possivel ser feito.

Para obter as equagoes que preciso vou enunciar a lei da gravitagao universal
e em seguida adaptd-la a um sistema de coordenadas (localizagao da equagao
diferencial).

De [?], procurando com a palvra chave “gravitagdo universal” tiramos o
texto seguinte. “A Gravitagao universal é a forga de atracao que age entre
todos os objetos por causa da sua massa, isto ¢, a quantidade de matéria de
que sdo constituidos. A gravitagdo mantém o universo unido. Por exemplo,
ela mantém juntos os gases quentes no sol e faz os planetas permanecerem em
suas Orbitas. A gravidade da Lua causa as marés oceanicas na terra. Por causa
da gravitagao, os objetos sobre a terra sao atraidos em sua dire¢ao. A atragao
fisica que um planeta exerce sobre os objetos préximos é denominada forca da
gravidade. A lei da gravitacao universal foi formulada pelo fisico inglés Sir Isaac
Newton em sua obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, publicada
em 1687, que descreve a lei da gravitacao universal e as Leis de Newton —
as trés leis dos corpos em movimento que assentaram-se como fundamento da
mecanica cldssica.”
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A histéria da for¢a de gravidade é longa e passa por Aristételes, e mais
recentemente por Galileu, Tycho Brahae, Kepler e Newton. Novamente de [?],
temos:

“Os antigos astronomos gregos estudaram os movimentos dos planetas e da
Lua. Entretanto, o paradigma aceito hoje foi determinado por Isaac Newton,
fisico e matemaético inglés, baseado em estudos e descobertas feitas pelos fisicos
que até entdo trilhavam o caminho da gravitacdo. Como Newton mesmo disse,
ele chegou a suas conclusoes porque estava apoiado em ombros de gigantes.”

A frase importante é sem davida a final, em que Newton confessa o que
devemos ter sempre claro, é o trabalho em equipe que nos conduz ao conheci-
mento, e todo o trabalho feito desde Aristételes, que nao foi quem comegou, até
Newton, com intimeros autores de tentativas fracassadas ou perdidas chegamos
a formulagao de autoria do fisico inglés, Isaac Newton, de cima dos ombros de
gigantes.

1.6 Equacao diferencial

A forga que atrai mutuamente dois corpos é descrita pela lei

Myms _,
= —T

em que My, ms sao as respectivas massas de dois corpos e eu estou repre'sentando
com letras mafuscula e mintscula para indicar que existe um corpo “maior”?’
e 7 é o vetor posi¢ao de um dos corpos relativamente ao outro considerado no
centro do referéncial.

Agora preciso colocar esta equagao dentro de uma determinada situagao-
problema cuja descrigao preliminar é a seguinte, ver figura 1.12, pagina 33.

e Tenho dois corpos um dos quais vou considerar fixo, (F) na origem do
sistema de eixos.

e Um corpo (C) tem uma velocidade vy expressa por um vetor tangente a
curva que descreve o movimento do corpo, é a derivada desta curva.

Na figura (1.13) p4gina 36, estao representadas, geometricamente, as condi¢oes
iniciais do problema:

e o corpo (C) foi “fotografado” numa posicao incial,

C = (c1(to); e2(to)) = (to)

e tem uma “velocidade inicial” !

c(to) = (¢} (to), c5(to)) = 7o)

20Nio precisa ser maior, precisa ter mais massa, é o que acontece com os buracos negros,
relativamente pequenos, mas com grande massa, atraem tudo que estiver préximo deles, in-
da” a luz.
130 seria a des
um retrato de uma p
e velocidade ameaga de

ominagio mais apropriada, velocidade inicial, mas estamos tirando
fio inicial, como se estivessemos considerando um corpo cuja posicio
olisao com a Terra.
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Figura 1.13: A forca de atragio gravitacional e a velocidade inicial

o e forga de atragao entre (C) e (F), f

Vou traduzir estes dados em uma sucessao de equagdes usando a posicao do
corpo (F) como origem das coordenadas, e o eixo sobre o qual atua a gravidade,
no momento t, como um dos eixos coordenados. Estas hipéteses facilitam a
expressao da equagao e nao representam nenhum simplificagao do problema.

r(t) = (Tl(t) ra(t)); (L.75)
€ = (r(to), ra(t0)): (1.76)
Ro = \/r1(to)? + r2(to)? (1.77)
() = (71 (), 72(t)) 5 7(to) = To = (1 (to), 2 (to)) (1.78)
Jo = (te) = (71(to), 72(to) (1.79)
2{;3; 79\;%,“ (1.80)
4 -
{0 - My (¢ — 1) (5

c1(t) = ci(to) +vo,1(t —to)
{ ) = calto) + vonlt — to) + 2t — 10)? (1.82)
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1.6.1 Equagoes vetoriais lineares

Vou mostrar como podemos nos adaptar a algebra das equagoes diferenciais
lineares para o caso vetorial. O objetivo imediato é descrever a linguagem
necessaria para as equagoes da gravitagao universal.

Nesta se¢ao estou usando o ponto como indicativo da derivada, como é habitual
quando se deseja indicar que a varidvel é o tempo.

Também tenho um objetivo modesto, em termos de dimensao, vou tratar ape-
nas vetores planos, com algum trabalho extra poderei, posteriormente, expandir
a linguagem para uma dimensao qualquer.

Desejo expressar uma equagao linear usando uma linguagem vetorial. Um
exemplo simples do que isto representa é a equagao de primeira ordem

F(t) = ki(t) (1.83)
Obtive este grafico preliminar na figura (1.14) pagina 37, com os valores

10

“Circulo” |+

-10
-10 -5 o 5 10

Figura 1.14: Foto do corpo (C)

e Coordenadas do corpo (C) (3,4)
e Velocidade observada do corpo (C) (1,—0.5)
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e Massa dos corpos (C) e (F), respectivamente 1,10
e Distancia entre (C) e (F) 10

E muito pouco coisa, apenas mostra o corpo (C) no momento em que foi
“fotografado”, mas estamos comecando. Vou trabalhar agora na modelagem
da solugio desta equagao diferencial. O corpo (C) estd superdimensionado no
gréfico.

(|

1.7 Generalizacao das leis de Kepler

A lei da gravitagao universal, que relaciona a forga entre dois corpos F e C
de massas M e m, a uma distancia |F], derivada por Newton é dada por:

Fo 7GAJ;ILE‘: 7G]Wm
r

T (1.84)

Como vou fazer a derivagao relativamente ao tempo vou usar a notagiao
habitual da derivada relativamente ao tempo o ponto sobre a varidvel

1.7.1 Derivando as equagoes do movimento

Da lei da gravitacao se pode derivar as leis de Kepler. Aplicando-se a lei da
gravitagao e a segunda lei do movimento temos

F=mi (1.87)

My, = -GMp (1.88)

Miy = GMzf (1.89)

= SUm) 7 (1.90)
p=Gm+M) = 7+ (1.91)

a forga como a segunda derivada da posi¢io do corpo com massa m, 1
equagao (89) estou aplicando a mesma lggica relativamente ao corpo de massa
M portanto, a equagao do equilibrio, equagao (90) é a diferenca entre as duas
anteriores. Finalmente na equagao (91) podemos escrever de forma mais simples
a equagao do equilibrio de forgas usando a substituicao p = G(m + M).

O resultado é a equagao diferencial vetorial do movimento relativo de dois
corpos. A solucdo desta equagao nos da a drbita relativa dos corpos (planeta,
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cometa, satélite, etc). A solugdo descreve como o vetor posi¢ao 7 varia com o
tempo, mas sua solu¢ao nao é simples.

Como é uma a equagao diferencial vetorial de segunda ordem, isto é, envolve
segunda derivada de vetores, precisamos de seis constantes para obter a solucao,
(na verdade duas constantes vetoriais, cada uma com trés coordenadas).

Por exemplo, se eu souber a posicio (tridimensional) e a velocidade de um
planeta num deteminado momento, que vou chamar de inicial, poderei calcular
sua posigao e velocidade em qualquer momento (tempo) posterior.

Nesta solucao vou demonstrar que a conservacgao da energia e do momentum
angular sao conseqiiéncias das leis de Newton.

1.7.2 Conservacao da Energia Total do Sistema

Tomando a equagao do equilibrio deduzida na segao anterior, podemos mul-
tiplicd-la escalarmente por 7 porque, se a velocidade for perpendicular ao vetor
posicao a consequencia deste produto é anular a parte da acelera¢ao na equagao:

Pt =0 (1.92)
<7 ('r'”+ ;%F) S=<7,0> (1.93)
<EF>+ <A AF>=0 (1.94)
T=rU=7 (1.95)
<TT>+E <FP>=0 (1.96)

Se o corpo (C) se encontrar numa érbita circular em torno de (F)?? na

equagao (94) tenho tudo zero, caso contrdrio haverd alguma coisa interessante
para calcular (no caso de nao estabilidade). Usando, ainda, a notagao habitual
para velocidade ¥ e a derivada desta para a aceleracao obtivemos na equagao
(96).

Agora chame o angulo entre o vetor posigao e o vetor velocidade de a e posso

escrever
< T >=<T,F >= |v|[v]cos() (1.97)
Atz —cdb p >t <o, B s=2<y, L >=2<v,a>  (1.98)
i=7=—s7 (1.99)
L(B) < o=~y <P >= SR o _eshe>(1100)

A equagao seguinte parece ser verdadeira (si non e vero, e bene trovato)

d (1, p\_
dt(QL T>70 (1.101)

22Situacdo altamente improvével.
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Eu nao a escreveria exatamente assim, nao tem sentido escrever % porque

é o vetor posigao, mas sim . Também ndo sentido escrever v? e sim, talvez,

[r[*
como ja escrevi antes < v,v > porque v é um vetor. Aceitando esta forma de
escrever o restante da expressao pode ser entendida, com a conclusao

1
5'02 — £ _ ¢ = constante (1.102)
r

(.

1.8 Conservagao do momentum angular

Partindo da equac@o da conservagao da energia os autores fazem os seguintes
calculos

Pt (1.103)
Fox o (1.104)
pxp=0 = 7 x (1.105)

para concluir que ¥ x #=0. Eu preferia tomar isto como hipétese porque a
tnica forga atuando sobre o corpo (C)? entéo os vetores 7, 7= a sdo colinea-
es?* 0 que torna o produto vetorial nulo.
A derivada
d : ) L. = ]
a(r x F)=7 x 7+7 x 7=0 (1.106)

em parte devido a que p x p'= 0 para qualquer vetor p’ e em parte porque a
aceleragdo é colinear com o vetor posigao.
Entao definem os autores a constante (vetorial)

h=F x /)= x ¥) (1.107)
momento angular.

(I

1.9 Lei das 6rbitas

= B
L F= 1.1
T+ \r|3T 0 (1.108)

Multiplicando-se vetorialmente a equagao 108 por T tem-se

230 corpo que estamos admitindo que estd em movimento atraido por (F) que é fixo (nossa
hipétese).

24N#o havendo outra forga sob consideragio a aceleragio da gravidade é a tinica, atual ao
londo do vetor posigio.



(é desnecessério a parte do meio na terceira equagao depois da equagcao (4) da
pégina ficando como estd acima).
Esta equagao ¢ a derivada do quociente, como estou justificando em seguida

u% (%) e (1.113)
a tnica parte que precisa ser justificada é o segundo membro na soma, que é
um produto escalar que vem da multiplicagao do numerador 7 pela derivada do
denominador |r|, 7 pela regra da cadéia, e mais o fator 7 para colocar o resultado
na dire¢ao do vetor 7 aumentando assim a poténcia no denominador.

Usando esta derivada, e substituindo na equac¢ao 111 se obtem a expressao

7

- d
#(h x ) =gy () (1.114)

1.9.1 Um corpo em queda livre

Uma dos fenémenos mais simples para modelar é o movimento de um corpo
em queda livre. Aqui existe uma unica forga atuando sobre o corpo, a atragao
da gravidade, se desprezarmos a resisténcia do ar, que somente é significativa
quando o corpo oferece uma superficie muito grande comparada com sua massa
(baixa densidade), é o caso do paraquedas que veremos em seguida.

O que temos entao é

y'(t)=—-g =
y'(t) = —gt + vy com velocidade inicial vg

y(t) = =2 + vt + 50

na ultima equagao temos a influéncia de uma velocidade inicial e uma distancia
inicial so. Na primeira equagdo expressamos que a tnica forga que se aplica
ao corpo ¢ atracao terrestre g. Na segunda equagao, no processo usual de inte-
gragao do Célculo, aparece uma constante que é a velocidade inicial. Na terceira
equagao, ainda como consequéncia do processo de integragao surge uma nova
constante que ¢ a distancia inicial em que se encontra objeto.

Como queremos modelar a queda livre vamos impor a condi¢ao inicial

v =y'(to) =0
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e portanto a equagao fica:
gt’
y(t) =—"-+s0
2
em que uma nova condi¢ao de fronteira é indicada,
y(to) = so

o ponto de partida do movimento (queda). A maneira de apresentar esta
modelagem, aquilo que se chama um problema, é:

y(to) = so altura inicial (1.115)
y'(to) = 0 velocidade inicial zero (1.116)
y"(t) = —g a equagao diferencial (1.117)

cuja solucao é a equagao anterior, a equagao da trajetéria do corpo em queda
livre. As duas primeiras equagdes se chamam condigdes iniciais da equagdo
diferencial que aparece na terceira equagao. Em de se falar condigoes iniciais,
no plural, se costuma dizer condi¢do de fronteira.

1.9.2 A equacao do Péndulo

Os péndulos ja foram muito importantes numa época em que controlavam a
velocidade dos reldgios.

Sua importéncia como exemplo de conservacao de energia é mais histérica
jé que a presenca deles no dia a dia desapareceu, entretant existem diversos
fendmenos que funcionam como péndulos o torna importante estudarmos este
caso. Observe que um satélite em 6rbita ¢ um exemplo de péndulo livre do
atrito mas submetido & diversas for¢as de gravidade (Sol, Lua...).

O péndulo é um exemplo de movimento oscilatério. Hoje restam apenas as
redes, como exemplos de péndulo, com grande importancia no nosso dia-a-dia.

e Movimento oscilatdrio sujeito apenas a forca da gravidade ele ficaria in-
definidamente oscilando;

e amortecido a presenga de forgas como resisténcia do ar e atrito no ponto
de apoio fazem com que, depois de algum tempo, a energia cinética inicial-
mente fornecida ao péndulo seja consumida e o sistema entre em equilibrio
estatico.

Vamos descrever este movimento com derivadas para, assim, montarmos o

modelo, a equagao diferencial do péndulo.

O movimento do péndulo se dd dentro uma trajetéria muito especial, um

arco de circulo cujas equagdes paramétricas sao:
r(cos(0), sen(d)) ; 0 € [—a,q]

em que rsen(a) é a altura com que o péndulo foi solto (energia potencial). Sob
a unica forga, atragdo da Terra, o péndulo percorreria o mesmo caminho para
sempre:

42



e cnergia potencial tendo-se lhe dado dado energia potencial ao levanta-lo a
altura rsen(a) e ai solto, cairia ao longo do arco de circulo;

energia cinética perdendo energia potencial e ganhando energia cinética
até @ = 0 quando a energia potencial se teria transformado toda em ener-
gia cinética conduzindo o péndulo a subir ao longo do arco de circulo,
perdendo energia cinética e ganhando energia potencial até que § = «
quando a energia cinética seria nula e a potencial maxima;

e E 0 processo se repetiria no sentido inverso do caminho, indefinidamente,
se nao houvesse a resisténcia do ar nem o atrito com o ponto de suspensao.

Os fatos acima descritos sao um exemplo de uma lei da Fisica, Lei da
Conservagdo da Energia, e podem ser expressos como

energia cinética + energia potencial = Constante

Suponhamos, para simplificar o problema® que nao haja atrito, nem com o
ar e nem no suporte do péndulo.

Isto nos conduz ao movimento em queda livre que ja estudamos.

Obtivemos acima a equagao do movimento de um corpo em queda livre:

y(t) = 7%5}1,2 + vt + 5o
se o corpo partir do repouso entao vy = 0 e temos
y(t) = 7%gt2 + 50
como a equagao do movimento em fungao do tempo t. A derivada desta equagao
é a equacao da velocidade:

y'(t) =v(t) =gt

isto é, a velocidade adquirida é proporcional a acelera¢ao sendo o tempo a
constante de proporcionalidade. Se eliminarmos ¢, sob hipdtese de que sg = 0
teremos:

25esta uma tética freqiiente na solucio de problemas, inicialmente admitimos hipteses que
simplificam a questao

Na dltima equagao (e. 1.118, temos a expressao da Lei da Conservagao da
energia, a esquerda a energia cinética e a direita a energia potencial. A constante
da Lei da Conservagao da Energia é zero porque o péndulo, atinge velocidade
zero quando 0 = *a.

Vamos adaptar os célculos anteriores a equagao do péndulo que é um movi-
mento vetorial:

y = a(cos(), sen(6))

que ainda pode ser escrita por um sistema de equagoes:
s = acos(0) — acos(a)

y = a(cos(0) — acos(a), sen(0) — asen(«))

v = 40
V=

(d_f)2 = gacos(f) — gacos(a)

ol

na ultima linha a equagao diferencial do péndulo, uma equagdo de primeira
ordem e do sequndo grau que serd resolvida mais a frente.

Voltaremos a discutir a equagao de péndulo para retirar as hipéteses simpli-
ficadoras.

1.9.3 Equagoes na quimica

Para completar a nossa visita as distintas dreas em que se podem aplicar as
equagoes diferenciais para modelar os fenémenos, vamos apresentar mais dois
exemplos, um da quimica e outro da biologia.

A quimica define como rea¢do de primeira ordem a tendéncia de que moléculas
de alguns compostos quimicos ou dtomos de alguns elementos tém de se decom-
por espontancamente. Um dos exemplos mais comuns ¢ o decaimento radiativo
de alguns elementos quimicos.

A velocidade de decomposicao é diretamente proporcional & quantidade pre-
sente do referido material o que nos conduz a escrever

d_y =—ky; k>0
dt
em que y representa a quantidade presente do material.

Como estamos supondo k& > 0 como y(t) representa a quantidade presente
de material no instante ¢, é um nimero positivo, estamos dizendo, com esta
equacao que a derivada da funcao y é negativa. De fato estamos estudando o
decaimento radiativo de uma substancia.

Esta equagao pode ser facilmente resolvida com os conceitos do Calculo, mas
seguindo o comportamento anterior, ndo vamos resolvé-la aqui, deixando apenas
registrada modelagem do fenémeno.

Vamos apenas citar mais algumas situagoes em que a evolu¢ao depende da
quantidade do “material” presente, o que leva & mesma modelagem acima, o
préximo exemplo é da Biologia.
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1.9.4 Equagoes na biologia

Uma populagdo, de bactérias, ou de animais, se reproduz e cresce com de-
pendéncia direta do ndmero de individuos presentes. Se designamos por y(t) a
quantidade de individuos de uma populagao no instante ¢, depois um determi-
nado periodo a funcao y devera satisfazer a equagao:
% =ky k>0

Neste exemplo, em oposigao ao estudo do decaimento radiativo, o material
cresce, porque a derivada da fungao y é positiva.

A constante k, neste caso ou no caso do decaimento radiativo, serve para
traduzir a velocidade do ciclo reprodutivo (ou a meia vida, como é chamada no
caso do decaimento radiativo).

Observagao 1 Limite de validade de modelos

Nas populagies de animais estas equagoes podem ser bem mais complicadas,
por exemplo, organismos internacionais que monitoram a vida no globo terres-
tre e que acompanham espécies em extingao, observaram o dbvio, um aparente
desinteresse pela reprodugao de uma determinada espécie quando o nivel y(t)
de membros da mesma cai abaizo de um determinado nivel, for¢cando o apare-
cimento de modelos mais complicados.

A frase que encontramos em textos sobre espécies em perigo € precisamente
esta “desinteresse pela reprodugao”, mas poderiamos observar que ficando rare-
feita a espécie em questao, se reduz a probabilidade de encontro macho-fémea.

Isto mostra que a equagdo y' = ky tem que ser corrigida quando o nivel
de individuos de uma espécie entra numa quantidade critica. Esta quantidade
critica € determinada por observagoes e é um coeficiente de cada espécie.

Falamos de uma quantidade critica minima, mas existe uma quantidade
critica mdzima em que a espécie se ressente de alimento porque a populag¢ao
cresceu demais. Neste caso se observa um outro comportamento, a antropofa-
gla se estabelece como um controle da populagao. Novamente a equagdo tem que
ser adaptada para descrever a evolug¢ao da populagao neste novo nivel.

Os dois exzemplos de quantidade mdzima e minima mostram que os modelos
tem um limite de validade.

Exercicios 5 Fquagoes diferenciais de primeira ordem
1. Escreva uma equacao diferencial que traduza a seguinte afirmagdo: Os
pontos (z,y) sobre uma curva « sdo tais que o coeficiente angular da

tangente em qualquer ponto vale —f.

2. Escreva uma equagao diferencial que traduza a seguinte afirmagdao: Em
qualquer ponto de uma curva, a derivada é proporcional a abscissa.

3. Escreva uma equagao diferencial que traduza a seguinte afirmagdo: Em
qualquer ponto de uma curva, a derivada é proporcional a ordenada.

45

4. A wvariagio do capital € calculada com uma taza que é proporcional ao
capital. Escreva a equagdo diferencial que descreva isto.

5. O crescimento de uma populagao é proporcional ao tamanho da prépria
populagdo. Escreva a equagao diferencial correspondente.

6. Uma substincia radiativa y(t) se decompée a uma velocidade que é pro-
porcional ¢ quantidade de substancia presente no instante t. Descreva isto
com uma equagao diferencial.

7. Considere a expressio

N Y
ry’) +==0.
(ry’)' + <
Encontre v sabendo que a fungao y = x é uma solug¢do da equagao dife-
rencial.
8. A ordem de uma equagao diferencial é a ordem da maior derivada en-

volvida em sua expressdo. Calcule a ordem de cada uma das equagoes
diferenciais estudadas nos itens anteriores.

9. Definicao 3 Problema. Chamamos problema a uma equagdo diferen-
cial junto com as condigées iniciais que permitem determinar uma unica
solugao.

Resolva os sequintes problemas e indique a ordem das equagoes diferenciais
envolvidas.
(a) y" +y =0 ; y0) =1
M)y +y=0;y0)=1;
10. Verifique se y = sen(wz + b) € solugio da equagdo diferencial y" +y = 0.
Calcule w para que seja solugao.

11. Faga o grifico de todas as solugoes das equagies diferenciais dos itens
anteriores.

1.10 Solugao de alguns exercicios

1.10.1 Classificando as equagoes
1. (ex. 2a) pégina 12
Plano tangente no ponto (1,2,15)

Escrevendo o diferencial da func¢ao f temos

dz = §ldx + Gy (1.118)
dz = (8= + 3y)dz + (3z + 3y*)dy (1.119)
no ponto (1,2,15) = dz = 8dx + 15dy (1.120)

46



(1,0) = w = (1,0,8) ; (0,1) = uz = (0,1,15) (1.121)
u 1
Teall = (f 0. 7) (1.122)
szH =(, sqrtZZﬁ’ sqrzzzs) (1.123)
i j k
U1l Ulz ug | = \/% 0 \/% = (1.124)

15

1
Sqrt226  sqrt226

21 U2 U23 0
(ulzuzz — U2aUy3, UrzUal — UpiUsz, U1z — Uz1tiz) )

~ (—0.06600534, —0.12376001, 0.0082506678) ( )

H%H = (—0.4697761, —0.8808303, 0.058722021) (1.127)
2+ 2z, = (1 —0.4697761,2 — 0.8808303, 15.058722021) ( )
zn = (0.5302239,1.1191697, 15.058722021) ( )

Na equacao (121) obtivemos as imagens dos vetores unitérios bésicos
(0,1),(1,0)

pela transformagao diferencial que na prética ¢ um plano paralelo ao plano
tangente mas passando pela origem.

Nas equagoes (122) e (123) calculamos os correspondentes vetores unitérios
sobre o plano que passa na origem.

Na equagao (124) usamos o determinante para calcular o produto vetorial
dos dois vetores unitarios calculados nas equagdes anteriores o que vai
produzi um vetor ortogonal ao plano que passa na origem. Observe que
estamos todo tempo trabalhando com o plano que passa na origem e que
é paralelo ao plano tangente.

Na equagao (127) calculamos um vetor unitério a partir do vetor ortogonal,
logo um vetor normal ao plano que passa na origem, e na equagio (128)
calculamos a translagao do vetor unitario para o ponto de tangéncia

(1,2,15).
Uma outra forma de resolver, e serve para testar os resultado que consegui-

mos acima, consiste em escrever diretamente a equagao do plano tangente
usando o diferencial:

dz = SLda+ Gy (1.130)

dz = (8z + 3y)dx + (3z + 3y*)dy (1.131)
2—15=8(z— 1)+ 15(y — 2) (1.132)
—8(x—1) — 15(y —2)+ (2 —15) (1.133)
U=(-8-151)~ W = (_17%29 171329 17029 (1.134)
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u & (~0.46977617, —0.8808303, 0.05872202) (1.135)
u > (—0.46977617, —0.8808303,0.05872202) + (1,2, 15) (1.136)
u > (0.53022383, 1.1191697, 15.05872202) (1.137)

Na equagao (130) escrevemos o diferencial da fungio do qual deduzimos
na equagao (131) a expressao do diferencial para o ponto (1,2, 15).

Na equagio (132) escrevemos a equagao do plano tangente deduzida do
diferencial encontrando assim um vetor ortogonal ao plano tangente na
equagao (134).

Na equagao (135) calculamos um vetor unitdrio perpendicular ao plano
tangente, mas na origem e na equagao (136) calculamos a translagao deste
vetor para o ponto (1,2,15). Os resultados coincidem pelos dois métodos.

1.10.2 Testando as equagoes
1. (ex. 1) pdgina 15

Solugao 3 (a)

z+2y+3ln\r+1/72\ = (1.138)
dz+2dy+r+j - duf() (1.139)
dy _ (z+y—2)(x+y+1

2x+23£— _
1+y 2d:r dy=0 dxfy—

(b)
V=i (1.141)
dy — In(ax)+2EC
y = der (1.142)
dy = 2D C gy (1.143)
Y = J,lrglf;b);;;rc (1.144)
zln®(z)y’ = xln(z) + =z +C (1.145)
zln*(z)z = zin(zx)+2+C; 2=y (1.146)
(In?(x) + 2In(2))z + (xln?(x))z" = (In(z) + 1 +1) (1.147)
(In?(z) + 2In(x))z + (zin?(x))2’ = (In(z) +2)  (1.148)
(In?(x) + 2in(2))y’ + (zln*(x))y" = (In(z) +2)  (1.149)
(zln?(z))y” + (In?(z) + 2in(z))y’ —In(z) —2=0 (1.150)
(c)
2ay =1+ K(z — 1)? (1.151)
yda + 2zdy = 2K (x — 1)dz (1.152)
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2y +2zy’ =2K(x—1) (1.153) Solugao 5
22— 9f (1.154) (B —ty+1=0 =5 F=tyy=—1
@y +2y'+22y") (@ —D+2y+2ey’ (1.155) W= dyIy—d=42/y—1
(@=1)? = . dy
/ " / Lo == +2dx
4y 420y ) @Dty _ (1.156) V-1
(x—1)% : Se y # 1 temos
5 ; f = =y = g 2
2y + MY + Ry =0 (1.157) Vimlostesy=14(to)
- . - Se y =1 a equagdo € satisfeita também o que nos dd uma solugdo ponto-critico.
(d) 4. (ex. 8) pdgina 16
2 2 —
oty +20my + K =0 <1'158) Solugao 6 Como se trata de uma equacdo de segunda ordem teremos que substituir
2zdx + 2ydy + 2Cydzr + 2Cxdy = 0 (1.159) z=1y ;w=2"=y" portanto precisaremos de duas equagées.
2z + 2Cy)dz + (2y + 2Cx)dy =0 (1.160) (1.175)
— Cy
y =%t (1.161)
y+Ca (1.176)
(e) (1.177)
1.178
2%+ 22y —y* 4+ 8y =C (1.162) (1.178)
wdz + 2ydz + 2ady — 2ydy + 8dy = 0 (1.163) ) (1.179)
(22 +2y)dz + (22 — 2y + 8)dy = 0 (1.164) =@l <CreR** (1.180)
=[———=+C2;C2€R 1.181
*) v=[ s+ 00 € (1.181)
. ) Os grdficos sao as curvas ”amplificadas”de © = sen(y — c2)
msy+l/dm2 =5 (1'165) z=dc1sen(y —c2) c1,c2 ERjz €] —c1, 1
3$2yd$ + dey + 2$y3d$ + 3y2x2dy =0 (1.166) embora ca possa ser qualquer niimero real, os valores efetivos se encontram no intervalo
(szy + szS)dm + (zs 4 3y2z2)dy =0 (1.167) [0,27], o fator de amplificagio é qualquer, e as curvas se encontram nas faizas com
(322%y + 22y3)dr = — (23 + 3y?a?)dy (1.168) ze]—enel
352 3
=y = *?u;;?z (1.169) 5. (ex. 9) pagina 16
2. (ex 2) pégina 15 SOIuQéO 7 E uma equacao de terceira ordem, procuramos wm sistema de trés
E— equagdes de primeira ordem para substitui-la:
Solugao 4
1.182
1+a2%y?=Cy (1.170) (1.182)
2zy2da + 222ydy = Cdy (1.171)
C= %ﬁ = 2xy’dy + 22%ydy = %ﬁdy (1.172) (1183)
2zy3dr + 202y dy = (1 + 2%y?)dy (1.173)
2zy3dr + (2%y? — 1)dy =0 (1.174) 01 0 y 1 0 0 Y
00 1 )=l 0 10 2 (1.184)
5 ) vdeing 16 00 0 w -1 1 0 w
. (ex. 7) pagina o 1 0 ’ Lo oo s\
0 0 1 z = 0 1 0 z (1.185)
0 0 0 w -1 1 0 w
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(-sen(y), cos(n)

(cos(t).sen(t)

ht

Figura 1.15: Sentido positivo no circulo

Com estas transformagdes obtivemos uma expressio da forma

AY = BY’ (1.186)

em que Y = z € um vetor (fungdo vetorial). Esta equagdo matricial generaliza
w

algumas equagies que jd resolvemos nesta lista de exercicios tendo, em lugar das ma-
trizes, nimeros. Deizamos esta questdo em aberto neste momento, no iltimo capitulo
voltaremos a tratar de questdes destes tipo quando veremos que € possivel construir
solugdes para estas equagdes matriciais de forma similar a solu¢ao que jd encontra-
mos para as equagoes numéricas, apenas leremos que usar a Algebm Linear para tratar
com a dlgebra das matrizes apropriadamente.

6. (ex. 10) pdgina 16

Solugao 8 Vamos representar o circulo com uma curva parametrizada:
u(t) = (x(t),y(t)) = (cos(t), sen(t))t € [0, 27) (1.187)
/(t) = (2/ (1), ¥/ (t)) = (—sen(t), cos(t))t € [0,2m) (1.188)
@ (
(

u
< u(t),u'(t) >= —cos(t)sen(t) + sen(t)cos(t) =0 1.189)
1.190)

u(t) Lu/(t)

O vetor u’(t) € um vetor paralelo a reta tangente. O grdfico que corresponde a esta
questio estd na figura (fig. 1.15). Observe que a dire¢io do vetor tangente indica o
sentido natural de circulagdo sobre a curva, mostrando-nos qual é o sentido positivo
sobre o circulo trigonométrico, o sentido anti-hordrio. O vetor posicio é ¥ = (z,y)

o cocficiente angular € £. O coeficiente angular da reta perpendicular a este vetor

ém=—2 que é o valor da derivada da curva®®, logo,
v
dy =
dr y

€ a equagdo diferencial procurada.

7. (ex. 11) pagina 16

264 coeficiente angular da reta tangente é o valor da derivada
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Solugao 9 Derivando implicitamente zy = log(y) + ¢ temos

ydz+xdy:%+0£ydm:—mdy+%‘i;

1. (ex. 1) pdgina 21

Solugao 10

1.10.3 Varidveis separaveis

ydz = Qwydy _ | _ (-ey)dy _ dy _ y?
Yy = yide  — dz T T-wzy
(1+2%)y +2zy =0
(1+a?)y = —2zy
_ 2 _ o _1d
f@=gm=-Y=—y&

Fl)= [

F(z) = In(1+ %) = In(1+a®) = G(y) = ~In(y) + In(a)

F@)ds = 2dn = L = g(y)dy

1+
a

In(1+2?) = —In(y) + In(1 + a?)
In(1+2?) = —In(y) + In(a(l + a?))

2y a(l+a®)
In(1+2%) = In(==)
2 — a(l+d®)

1+a2° = m

_ a(l+a?)
T 14a?

Verificando a solugao:

2. (ex. 77) péagina 22

(a) Solugao 11

_ 2za(l+d?)
Y =G
2
(14 22y = —fhc{(j;‘“ ) = —

(1+2%)y = —2zy
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2t =~ [ % = Gly) = ~In(y) + In(a)

+In(a)

2zy




(b) Solugao 12

(1.209)
(1.210)
(1.211)

Como C € a diferenga de niumeros reais quaisquer pode ser qualquer
numero real. Como esta equagdo pode ser facilmente explicitada, as

solugoes podem ser escritas

4
y:f/C—%;CeR

(c) Solugao 13

—y'tan(y) _ 1
cos(y) tan(z)
—y'sen(y) _ sen(x)
2052 (y) cos(x)
—sen(y)dy __ sen(z)
cos?(y)dz — cos(z)
—sen(y)dy _ _ —sen(x)dz
cos?(y) cos(z)
dt

e

=% z=cos(y) ;t = cos(x)
—L = _log(t)+C

= —log(cos(z)) + C

1
cos(y)

y# 5 +kr; zE(—%i,%i)-%—kﬂ'

(x,y) € (~% +km, L +kr) x (—8 +km, B+ kr) = 01.220

(d) Resposta.

(e) Resposta.

zyy =1+ 22 +y2+ 2%y = (1 +22)(1 +?)
ydy _ (14a*)de

T+y? T
(f) Resposta.
d,
ny = e“sen(x)dx
e

(2) Resposta.
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(1.221)

(1.222)
(1.223)

(1.224)

(1.225)

(h) Resposta.
¥ =2V1-a2+C (1.226)

(i) Resposta.

In(y)=z+In(z—-1)+C (1.227)
(j) Solugao 14
— = 125 = (5 — s e (1.228)
Atan(y) = In(sqrtl — 22) + C (1.229)
(k) Solugao 15
d du .
ﬁ% = m) (1.230)
$in(1+y?) = In(z) + §In(L53) + C (1.231)
(1) Solucao 16
y=v1i—y>= (1.232)
(m) Solugao 17
% = 2zdr = Asen(y) = 2>+ C (1.233)
-y
. (ex. 1.5) pagina 22 Equagdo linear de primeira ordem
Solugao 18
L — —a(z)dz = Iny) = —A(x) + C (1.234)
y = Kexp(—A(z)) (1.235)
em que A € uma primitiva qualquer da fungdo a
. (ex. 77?) pégina 77
Solugao 19
y = —i =yy = —r=ydy=—adx = (1.236)
2 o2
=L =-4%+C= (1.237)
=y +22=C (1.238)

Se C' for positivo as curvas-solugao sao as familias de circulos concéntricos,
com centro no ponto (0,0).
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5. (ex. 77) pégina 77 9. Mostre que a equagao a(z)y'(z) + b(z)y(z) = 0 é a varidveis separdveis e pode
ser escrita na forma y'(z) + p(z)y(z) = 0. Encontre uma férmula para resolver
(a) Y =kz=dy=kadz =y = k’; +C. tais equagdes®’.

b) ¥ =ky=% =kdx =In(y) = kz + C =y = Cet.
(b) y y=5 @ = In(y) @+ Yy ¢ Solugao 23 Se a(x) # 0 podemos dividir a equagdo toda por a(z) para

(c) d(t) = ke(t) = %Q =ke(t) = ’]?‘ =kdt =ln(c) =kt+C =c(t) = colocd-la na forma padrdo de equagoes diferenciais lineares de primeira
Cekt, ordem: y' + p(x)y = g¢(z). Neste caso q(x) = 0 e a equagdo se deno-
_ dp(t _d _ _ mina homogénea. As equagoes homogéneas sio a varidveis separdveis e a

() p'(t) = kp(t) = 28 = kp(t) = L = kdt = In(c) = kt + C = p(t) = 801 equag geneas sa40 a variavels separav

solugdo se obtém sequndo a formula

h(y)dy = g(z)dx

Cekt.

6. (ex. ??) pagina ?7

= - N integrada termo a termo:
Solugao 20 Se a(x) # 0 podemos dividir a equagdo toda por a(x) para

/

colocd-la na forma padrao de equagées diferenciais lineares de primeira Y

ordem: y' + p(x)y = q(z). Neste caso q(z) = 0 e a equagdo se deno- M =-p(z) = In(y) =Pl

mina homogénea. As equagoes homogéneas sao a varidveis separd veis e

a solugdo se obtém sequndo a formula em que P(z) é uma primitiva de p(x). Esta expressio pode ser escrita na

forma mais conveniente:
h(y)dy = g(x)dz i
= [ p(t)dt _
integrada termo a termo: y=e = — Ce— Jr®)at,

!
= =—p(x) = In(y)=—-P(x) 10. Verifique se y = sen(wz+b) é solugio da equagao diferencial y” —y = 0. Calcule
Y w para que seja solucao.

em que P(z) é uma primitiva de p(x). Esta expressio pode ser escrita na

forma mais conveniente: Solugao 24 Derivando duas vezes y = sen(wz + b) temos:

H Y = weos(wz +b) 5 y" = —wsen(wz + b)
— [ p(t)dt [ p(at
y=e a = Ce~ /Pt ; i

Como queremos que y"' = y o valor de w = +i. Entdo, de fato, y =

7. (ex. ?7) phgina 77 sen(wz 4 b) € solugio da equagio diferencial com w = +i.

Solucao 21 Derivando duas vezes y = sen(wz + b) temos:

" = —w’sen(wz + b)

y' = weos(wz +b) ; Y’
Como queremos que y” = y o valor de w = +i. Entdo, de fato, y =
sen(wz +b) € solugdo da equagdo diferencial com w = =i.

8. (ex. 77?) pégina 77

Solugao 22 Neste caso a substincia radiativa decai, quer dizer que sua
derivada é negativa e proporcional a substincia presente: y' = —ky, em
que k é uma constante positiva assim como também y representa uma
quantidade positiva. A solugdo: y(t) = Ce™", em que C representa a
quantidade presente de substincia inicialmente medida. T chamadas cquacaes diferonciais Tincares de primeira ordem homogéncas.
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Capitulo 2

Equacoes Diferenciais
Exatas

Neste capitulo vamos resolver um tipo de equac¢ao chamada ezata. Frequen-
temente, a denominagao dos métodos, nesta disciplina, tem distor¢des de uma
longa histéria. O nome é acertado, mas é um pouco dificil de explicd-lo.

A palavra chave aqui é derivagdo implicita e naturalmente o Teorema da Fungdao
Implicita estara no centro da questao.

Ao derivar implicitamente uma expressao como z = F(z,y) somos conduzidos
a uma ezpressdao diferencial exata®

que naturalmente nos vai conduzir a equagao de um objeto linear tangente ao
grifico, graf(F) de F.

Esta expressao diferencial é um diferencial exato. O caminho inverso é a solugao
de uma equagdo diferencial exata.

“eis a razao do nome do método

2.1 A derivagao implicita
As equagoes diferenciais exatas tem o formato simplificado
dw=0 (2.1)

O zero ¢é essencial porque a solugao desta equacao é uma “primitiva” w cujo
diferencial esta expresso na equagio.
As razoes do nome “exatas” sao as seguintes:
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e A equagao pode ndo ser exata, entao teremos que fazer-lhe uma alteragao
para obtermos uma equacdo exata que lhe seja equivalente. Esta serd uma
das segbes do texto, mais a frente. Isto pode nao ser possivel e neste caso
provamos que a equagao nao ¢ exata e que nao pode ser resolvida. Esta,
é em geral, a parte mais facil do problema.

A equagdo pode ser exata, quer dizer, existe, claramente, uma fungao

w=F(z1,...,2,) ; dw=dF (2.2)

e resolver a equacao consiste em descobrir F' por “n integragoes parciais”
para escrever

F(z1,...,2,)=C (2.3)

em que C' é uma constante e portanto a solu¢io é uma variedade de nivel
da fungao primitiva encontrada.

Afirmei que existe “claramente” uma fungéo cuja diferencial exata esta ex-
pressa na equagao (2). Vou mostrar-lhe, mais a frente, que podemos validar a
“exatidao” da diferencial sem que seja possivel encontrar uma primitiva. Vocé
val ver que nao ha nenhuma contradi¢ao nesta afirmacao, ou seja podemos ter
equagoes diferenciais exatas que ndao tem uma solugiao (ou que nao conseguimos
calcular a solugo).

Falei da existéncia clara de uma fungio cuja diferencial exata se encontra
expresso pela equagao, podemos mostrar que isto é verdade sem ter meios de
descobrir esta funcao. Neste caso, que é 0 mais comum, nem tudo estd perdido
porque ¢é possivel encontrar-se uma solu¢ao aproximada para equagao.

Falando ainda de outra maneira, podemos provar que a equagao é do tipo
exata mas nao saber resolvé-la. Nestes casos podemos encontrar solugdes apro-
ximadas.

Aqui estou apresentando a situagao com sua generalidade mais ampla e isto
pode assustar quem leia o texto. Como nao é este objetivo, vou apresentar uma
formulagéo mais simples, entretanto é necessario se habituar com a formulacao
genérica.

2.1.1 Curva de nivel - solugdo de uma equagao exata

Curva de nivel, ou uma formula¢ao geométrica para o problema.
Considere uma funcao diferencidvel

2= F(x,y); (z,y) € Q C R? (2.4)

da qual eu posso deduzir a expressao diferencial exata
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A expressao da qual eu parti agora,
z=F(z,y) (2.6)

é uma superficie de um tipo especial, é o grifico de uma fungao diferencidvel.
Nesta dimensao em que nos encontramos, temos uma linguagem geométrica,
superficies, planos, que sao variedades de dimensao dois para as quais temos
nomes geométricos.

Posso cortar esta superficie com um plano (de altura) constante

z=C (2.7)

o que significa na prética que resolvi o sistema de equagoes

=c
{ E: Fla.y) (2.8)

Geometricamente falando o resultado desta intersegao é uma curva no espago,
obtida pela intersecao de duas superficies. Como o plano que usei para cortar
a superficie, é paralelo ao plano

X0y (2.9)
entao hd uma projegao desta curva espacial sobre o dominio €2 de
z=F(z,y)

chamado curva de nivel.

Repetindo, a curva de nivel é uma curva que se encontra no dominio da
funcao F'.

Observe que posso representar a interse¢ao escrevendo

F(z,y)=C (2.10)
Agora vou diferenciar esta tltima equagao escrevendo
OF oF
—dez+—dy=0 2.11
T (2.11)

Esta tltima expressao é a que, em geral, temos, a equagao diferencial exata.
Quer dizer, resolver uma equagao diferencial exata consiste em recuperar, se for
possivel, a fun¢do cuja diferencial “exatas” se encontra expresso na equacao.

Mas nao ¢ nesta forma, como na equagao (11), que escrevemos as equagdes
diferenciais exatas, até mesmo porque ela podem nao ser “exatas” e portanto
nao existir a fungao

z=F(z,y) (2.12)

Os textos apresentam esta equagao como

P(x,y)dr + Q(z,y)dy =0 (2.13)
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e se ela for ”exata” entao existe uma fungao

w = F(z,y) (2.14)
tal que

P(z,y) = 9E -

Qawy) = 4 (2.15)

Aqui vocé pode ver as “integracoes parciais” a que me referi acima, resolver
a equagao diferencial exata, no formato mais geral como comecei a apresentacao,

z2=F(z1,...,2,) ; dw=dF (2.16)
consiste em descobrir F por “n integragoes parciais” para escrever
F(z1,...,2n)=C (2.17)

em que C' é uma constante e portanto a solugdo é uma variedade de nivel da
funcao primitiva encontrada.

Na formulagéo geométrica a solugdo é uma curva de nivel, uma variedade de
dimensao um.

Finalmente, para terminar esta introdugao, observe os dois métodos:

derivar implicitamente uma fungao (diferencidvel) conduz & expressao da
equagdo diferencial exata;

resolver uma equagdo diferencial exata conduz a uma variedade de nivel
explicita alguma das varidveis z1, ..., z, em fun¢do das outras, por exem-
plo

F(z1,...,2,) =C

2 = f(z1,-

(Ol
FR

»721171)

em que explicitei z, em fungdo de z1,...,z,—1, mas poderia igualmente
ter explicitado qualquer outra das varidveis, em func¢ao das outras.

Este comentdrio mostra a importancia de um teorema que se encontra a base
da solugao das equagoes diferenciais exatas: o teorema da fungao implicita.

A lista de exercicios seguinte é um laboratério sobre derivagao implicita de-
vendo conduzi-lo ao enunciado do Teorema da Fungao Implicita. Vamos traba-
lhar com expressoes diferenciais das quais se pode deduzir a equagao de objetos
tangentes ao grafico de uma funcao.

Exercicios 6 Derivagao implicita

1. Qual é a dimensdo do objeto z = F(x,y) = 2> +y> ?
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2. Jacobiana - derivada - derivadas parciais Considere

QcR2EL R (a,y) 2= a2 + 42
Derive implicitamente z = F(z,y) para obter a diferencial exata dz também
chamada diferencial total. Considerando o vetor ( Z; ) escreva a dife-

rencial exata obtida como um produto' de matrizes.

3. Observe que (3,4, F(3,4)) é um ponto do grdfico graf(F). Derive impli-
citamente z = F(x,y) e faca as substitui¢oes

z—3y—4,2—25 (2.20)
dr —x—3;dy - y—4;dz — 2 —25 (2.21)

para encontrar a equagdo do plano tangente ao grdfico de F no ponto
(3,4,25). Justifique por que o resultado € a equagio do plano tangente.

4. curva de nivel Qual é a dimensdo do objeto 25 = F(z,y) = 2> +y> ?

o

. curva de nivel e reta tangente Derive implicitamente

z=F(z,y) =22 +y* =25
e faca as substituicoes

=3y —4 (2.22)
dr —x—3;dy —y—4 (2.23)

para encontrar a equacgao da reta tangente ao grdfico da curva de nivel
F(z,y) = 25 no ponto (3,4). Represente graficamente a curva F(z,y) =
25 e a reta tangente.

6. Baplicite y em z = F(z,y) = 2% + 9> = 25 ; y = g(x), indicando um
intervalo x € [, B] em que isto seja possivel. Calcule g'(x) e deduza qual

é relagao entre
OF OF

! [
9@, 7o By

7. derwagdo implicita e plano tangente

Considere a fun¢do
QcrR?- SR s(z,y) = 2= F(z.y)

continuamente diferencidvel nas duas varidveis. Suponha que que a solu¢do
(a,b,c) ;¢ = F(a,b) seja conhecida.

'a matriz formada pela derivadas parciais, é a derivada de F
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Derive implicitamente a expressio z = F(x,y) e encontre a equagio do
plano tangente ao graf(F) no ponto (a,b,c = F(a,b)), substituindo

r—a;y — Bz — ¢ (2.24
de —»z—a;dy >y—bydz— z—c 2.25)
(2.26)

Justifique porque a diferencial exata encontrada conduz a equagao do plano
tangente.

8. derivagao implicita e curva de nivel

Considere a fung¢do
Qcr> SR i(2,y) =z =F(zy)

continuamente diferencidvel nas duas varidveis. Suponha que que a solu¢do
(a,b,¢) ;¢ = F(a,b) seja conhecida.

Derive implicitamente a expressio F(x,y) = ¢ e depois substituindo

T ay = Biz— e (2.27)
de — x—a;dy =y —b;dz =0 (2.28)
(2.29)

justifique porque a diferencial exata encontrada conduz a equagao da reta
tangente a curva de niveP F(x,y) = ¢ no ponto (a,b).

9. Suponha que seja possivel explicitar, em F(z,y) = ¢, a expressio de y =
g(x) numa vizinhanga de © = a. Verifique que a reta obtida no item
anterior é tangente ao grdfico graf(g) no ponto (a,g(a)) ;g(a) = b e
calcule a expressio de g'(a) em termos de

OF OF

prim (2.30)

10. Dissertagao Considerando que tangéncia é uma espécie de equivaléncia,

Justifique graf(F) é uma superficie e graf(F(z,y) = c¢) é uma curva.

11. derivagao implicita e curva de nivel Considere a fungao

QCR2i)R;F(ac,y):z:aczfy2

Encontre uma solugdo inteira (a,b) ;7 = F(a,b).

20bserve que as curvas de nivel sio curvas planas.
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(a) Derive implicitamente a expressio z = F(x,y) e encontre a equagio
do plano tangente ao graf(F) no ponto (a,b,7 = F(a,b)), substi-

tuindo
dr —x—a (2.31)
dy —y—>b (2.32)
dz —2—-17 (2.33)

(b) Derive implicitamente a expressao F(x,y) =T e encontre a equagdo
da reta tangente ao graf(F(xz,y) = 7) substituindo

dr —x—a (2.34)

dy—y—1> (2.35)

e faga o grifico da curva F(x,y) =7 assim como da reta tangente.
(¢) Deduza de F(x,y) =7 a expressio dey = g(x), calcule ¢'(x) e deduza

qual € relagao entre
, OF OF

g I%’[‘)_y

(d) Dissertagdo Considerando que tangéncia é uma espécie de equivaléncia,
justifique graf(F) € uma superficie e graf(F(z,y) = 7) € uma curva.

12. Enuncie um teorema Teorema da Fungdo Implicita que estabele¢a a co-

nexao entre uma expressio diferencidvel z = F(z,y), uma solug¢do ¢ =
F(a,b) e uma funcao y = g(x) (oux = g(y)), sua derivada e as derwadas
parciais de F

2.2 Teorema da Fungao Implicita
O Teorema da Funcao Implicita estabelece que, se uma equagao
F(zy,22) =c¢; F(ar,a2) = ¢ (2.36)

em que @ = (a1, az) é uma solugdo conhecida da equagio F(x1,z2) = ¢, ou
em outras palavras (a1,as) é um ponto por onde a curva de nivel passa, e se
% ‘(a:?a:) # 0 entdo a varidvel x2 pode ser explicitada como fungao de z;:
oF
Jz;

x2=g(r1) g'(a)=—%p

(2.37)

Oz

com as derivadas parciais de F' calculadas no ponto da.

Quer dizer, tudo que sabemos sobre a func¢ao g que explicita a varidvel o
relativamente a outra varidvel, é a derivada de g¢. Isto permite escrever apro-
ximagoes de g usando-se a derivada e o ponto (a1, az) por onde passa a curva.
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Exercicios 7 aprozimagao e reta tangente
1. Considere a curva f(z,y) =0 com
flay) =a® + 22y + ¢

Derive implicitamente f(x,y) = 0 para achar a reta tangente num ponto
(a,b). fazendo as substitui¢oes

dr -z —a

dy—>y—2>0

z—a; y—b=f(a) ;mz

e observando sempre que em “dx” nao tem x...

2. Verifique (1,—1) € uma solugdo da equacio f(z,y) = 0. Faca o grdfico
da reta tangente a esta curva no ponto (1,—1) e calcule uma solugdo
aprozimada de f(x,y) =0 para x = 1.1 usando a a equagdo da reta tan-
gente. Calcule uma estimativa do erro cometido com esta aproximagado.
A figura (fig. 2.1) pdgina 64,

f
fla+h) /\f
ero
Valor aproximado

usando a reta tangente,

a ath
Figura 2.1: Aproximacao diferencial

Ao final do capitulo vocé poderd encontrar uma versao mais completa do
Teorema da Funcao Implicita. Serd versdo que estaremos usando em seguida.

Do ponto de vista das equacoes diferenciais, entretanto, o Teorema da Fungao
Implicita, resolve um tipo de equagodes diferenciais chamadas exatas, é o que
passaremos a ver agora.
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2.3 Equacgoes diferenciais exatas

Vamos agora iniciar o sentido reciproco. Considere uma expressao diferencial
da forma
dz = P(xy,x2)dzy + Q(z1,22)dxs = 0 (2.38)

Se houver uma fungao
R25Q -5 Riz=Fla, ) (2.39)
definida num dominio Q C R? tal que
dz = P(z1,29)dz1 + Q(21,22)dzy = dF (2.40)
entdo dz é um diferencial exato e

OF OF
— =P, — =( 2.41
o0 = D om, 2 (2.41)
O problema ¢é que dada uma expressao diferencial como a equagio (eq. 38),
nao sabemos, a priori se ela é ou nao é um diferencial exato.
Para testar precisamos do seguinte teorema:

Teorema |1 Teorema de Schwarz das derivadas mistas

Seja F' : R™ D Q — R que tenha derivadas até a sequnda ordem continuas,

entdo
OF? OF?
Or;0x;  Ox;0

em outras palavras, a ordem de derivac@o, no calculo das derivadas mistas, ¢
irrelevante.

Agora o teorema de Schwarz das derivadas mistas nos oferece um meio para
testar a existéncia da funcéo F :

e se houver uma fungio z = F(z1,z2) tal que

oOF oF
dz = P(x1, x2)dzy + Q(z1,29)dxs = dF = —dx1 + —dzs  (2.42)
ox Do
e entao
oP _ _9F? P
Ow2 — Dwadry (243)
0Q _ _oF?
o = 5 (2.44)
OF?  _ _9F? P _ 9
6;2811 - 8;‘612 dxz 6_9:0'.' (245)
isto ¢é,
dz = P(z1,z2)dz + Q(x1, 22)dxs (2.46)

somente serd um diferencial exato se

P aQ

bty e (2.47)

e temos assim um método para testar se uma equagdo diferencial da forma (eq.
38) é uma equagao diferencial exata.
Neste caso sabemos que existe uma funcao F tal que a curva de nivel

F(zy,22) =¢ (2.48)

para um valor admissivel de ¢, é uma solugao desta equagao.
E todas as curvas que puderem ser obtidas com o parametro ¢ variando
dentro de um conjunto admissivel, descreve a solugao geral desta equagao.
Demonstramos assim o critério:

2 Teste da equagao diferencial exata

Considere a expressao diferencial

oF oF

dezl +...4 oz, dzy, = 0. (2.49)

5 OF? OF?
—_— = 2.50
Ox;0x;  Ox;0x; (2:50)

entdo a expressio diferencial (eq. 49) é um diferencial exato® e assim a equagdo
diferencial (eq.49) é uma equagao diferencial exata e tem solugdo e todas as
solugoes sao da forma

F(z,...,2n) =c¢

para as constantes ¢ admissiveis.

Nos exemplos abaixo vocé vai encontrar mais informagoes sobre o que signi-
fica este conjunto admissivel, mas, de imediato, se trata do conjunto de nimeros
reais que ¢ pode assumir, o que depende da equagao.

Tudo que temos que fazer é encontrar F' calculando as primitivas das ex-
pressoes que multiplicam os diferenciais relativamente a varidvel indicada pelo
diferencial, uma espécie de primitivagao parcial.

Exercicios 8 Fquagoes diferenciais exatas
Verifique quais das equagoes abaizo € exata e resolva as que forem.

1. (sin(zy) + xycos(zy))dz + x*cos(xy)dy = 0
2. (23 + ay?)dz + (2%y + y*)dy = 0

3. ysin(xy)dz + xsin(zy)dy = 0

or
fory

3quer dizer, existe F' tal que dF = dry + ...+ %drn
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L Zdr+ Edy =0
. (yzsin(zyz)dz + xy*z2dycos(zyz))dz = 0
. (wysin(zyz)de + (22y22sin(vyz))dy + dz = 0

XS ;o

P(x,y,2) = yzsin(y® + 3xy + 2%) + (3zy? + 22%y) 2 + zcos(y? + 3ay + %)

Q(a,y, 2) = xzsin(y? + 3zy +a?) + (2xy* + 32%y)z + zcos(y? + 3wy +2?)

R(z,y,2) = z(zy® + 32%y? + 2°y)cos(y? + 3zy + 2?)

P(z,y,2z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y,2)dz =0
8. 2asin(y)dx + acos(y)dy = 0
9. yexp(wy)dr + zexp(zy)dy = 0
10. (ysin(2z?y3) + 22%y*cos(z?y3)da + (zsin(z®y® + 3z3y>cos(z?y?)))dy = 0
11.
P(z,y) = (ysin(y® + 3zy + 22) + (3zy” + 22°y)cos(y* + 3y + 27)
Q(z,y) = xsin(y? + 3zy + 22) + (22y* + 32%y)cos(y® + 3wy + 2%)
P(x,y)de + Q(z,y)dy =0
12. Na figura (2.3) pdgina 77,

se encontram trés familias de curvas mas apenas uma pode ser de solugoes
de uma equagao diferencial. Identifique qual e justifique a sua decisao
citando um teorema.

2.4 Variedades

Nesta segao vamos introduzir o conceito de wvariedade, mas o alertamos que o
objetivo nao ¢ o de intoxica-lo com conceitos. Leia rapidamente o texto, e passe
para os exercicios em que os conceitos sao usados, e depois volte para uma
segunda leitura do texto.

Se o objetivo for atingido, vocé deve compreender que existe uma limitagao
linguistica que a geometria nos impoe e que é preciso romper para ampliar os
horizontes.

A palavra variedade significa um objeto que generaliza as nogoes geométricas
ponto, reta, plano, espago:
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variedades

ampliando
0s horizontes
geométricos

Figura 2.2: Solugges de uma equacio diferencial

. variedade de dimensao zero sdo os pontos;

. variedade linear de dimensao um sdo as retas;

. variedade de dimensao um sao as curvas, e observe que uma reta é uma

curva (linear);

. variedade linear de dimensao dois sao os planos;

. variedade de dimensao dois sao as superficies e observe que planos sao um

tipo particular de superficie, aquelas que sao determinadas por duas retas
concorrentes num ponto;

. variedade linear de dimensao trés é o espago geométrico;
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7. variedade de dimenséo quatro é o espago-tempo da Fisica, por exemplo;
Os Fisicos insistem que esta variedade nao é linear porque nao existem
retas no Universo uma vez que toda massa em movimento sofre atracao
gravitacional de alguma outra massa no Universo e assim o seu movimento
nao pode ser uniforme (serd variadamente acelerado)...af eles dizem que o
espago-tempo é curvo, quer dizer, ndo ¢ uma variedade linear.

8. hiperplano é a maior variedade linear contida em um determinado espago,
(experimente ler os itens abaixo de trés para frente, pode ficar mais
didatico. . .)

os hiperplanos do espago geométrico sao os planos;

os hiperplanos dos planos sao as retas;

os hiperplanos das retas sao os pontos.

A palavra hiperplano tem um sentido relativo. Ela representa o maior subespago
de um espago que o divide em duas metades.

Os pontos dividem as retas em duas semi retas, por isto eles sao os hiper-
planos das reta;

As retas dividem os planos em dois semiplanos, por isto elas sdo os hiper-
planos dos planos;

Os planos dividem o espago 3D em dois semiespacos, por isto eles sao os
hiperplanos dos espagos 3D;

Um espago 3D é um hiperplano de um espago 4D onde ele esteja contido.

A partir da dimensao 4 a nossa linguagem geométrica nos abandona e ja nao
temos palavras, na lingua coloquial, (geométrica), para designar estas varieda-
des. Esta lista de exercicios ird abrir-lhe um pouco mais o Universo...

Precisamos desta linguagem porque nem sempre a solugdo de uma equagio
diferencial é uma curva de nivel. Serd uma variedade de nivel com uma certa
dimensao. Se a dimensdo for 1, é uma curva, mas ndés poderemos falar uma
variedade nao linear de dimensdo 1, com a nossa nova linguagem.

A lista de exercicios tem por objetivo treinar a nova linguagem. Talvez,
em cada caso, vocé devesse escrever ao lado, na margem, os antigos nomes da
defasada geometria tridimensional...

Exercicios 9 Variedades tangentes
1. Subvariedade de graf(F)

(a) Considere um ponto (a,b,c = F(a,b)) em graf(F). Derive implici-
tamente a expressao F(x,y) = c. Encontre a equagdo da variedade
tangente a F(x,y) = ¢ no ponto (a,b,c = F(a,b)) substituindo

dr =z —a (2.51)
dy —y—>b (2.52)
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os hiperplanos do espago-tempo so as translacoes do espago geométrico;

e verifique que esta variedade tangente é uma reta.

(b) Considerando que tangéncia é uma espécie de equivaléncia, justi-
fique, a partir da variedade tangente ao graf(F(x,y) = ¢) porque
graf(F(z,y) = c¢) é uma variedade de dimensao um.

2. Variedade de dimensdio 3

(a) Con.

ere a fungdo

acr* LR
continuamente diferencidvel num dominio do R3. Derive implicita-
mente a expressio w = F(x,y,z) e encontre a equagio da variedade
tangente ao graf(F) no ponto (a,b,c,d = F(a,b,c)), substituindo

de —x—a (2.53)
dy—y—> (2.54)
dz—z—c¢ (2.55)
dw —w—d (2.56)

(b) Verifique que esta variedade tangente é um hiperplano do R*. Que
dimensao tem esta variedade?

(¢) Considerando que tangéncia é uma espécie de equivaléncia, justifique,
a partir da variedade tangente ao graf(F) porque graf(F) é uma
variedade de dimensdo trés.

(d) Subvariedade Considere um ponto (a,b,c,d = F(a,b,c)) em graf(F).
Derive implicitamente a expressio F(x,y, z) = d e encontre a equagdo
da variedade tangente a F(z,y, z) = d no ponto (a,b,c,d = F(a,b,c))

substituindo
de —x—a (2.57)
dy—y—>b (2.58)
dz—z—c¢ (2.59)

e verifique que esta variedade tangente é um plano,(um hiperplano
do R3).

(e) Considerando que tangéncia é uma espécie de equivaléncia, justifique,
a partir da variedade tangente a F(x,y,z) = d porque F(z,y,z) =d
€ uma variedade de dimensao dois.

2.5 Fator integrante
Nem sempre que aplicarmos o teste do Teorema 50 o resultado serd positivo. E

pode acontecer que a equacao seja exata. O proximo exemplo vai lhe mostrar
qual pode ser a razao disto.
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Exemplo 2 Uma equagdo que parece nao ser exata
Um professor, ao preparar um teste, tomou a fun¢ao

F(x,y) + 23sen(y?); (2.60)
calculando-lhe o diferencial total
3z2sen(y?)dx + 20 ycos(y?)dy = 0 (2.61)
mas colocou no teste a sequinte “equacao diferencial”
3sen(y?)dz + 2xycos(y®)dy = 0 (2.62)

em que estamos vendo que ele, secretamente, cancelou o fator comum x? e os
alunos deveriam verificar se era uma “equagao diferencial exata”.

Como
P(z,y) = 3sen(y?) = %—5 = 6ycos(y?) (2.63)
Q(z,y) = 2zycos(y?) = % = 2ycos(y?) (2.64)
) a )
gL sa (2.65)

os alunos concluiram que a equagao ndao era exata. Ao corrigir o exercicio,
entretanto, o professor sugeriu que possivelmente a equagdo poderia ser trans-
formada numa equagdo exata se a multiplicasse por um fator a que ele deu o
nome de fator integrante, sugerindo o fator 2* o que resultou na equacdo dife-
rencial exata original.

Este exemplo mostra que, ao testarmos se uma equacao diferencial é exata,

o resultado pode ser negativo pela falta de um fator integrante. O nosso obje-

tivo é mostrar como podemos descobrir um tal fator que torne uma expressao
diferencial

dz = P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (2.66)

numa equagcao diferencial exata.
Como nao sabemos que fator é este, vamos chamé-lo p(z,y) escrevendo

w(x, y) Pz, y)de + p(z, y)Q(x, y)dy = 0 (2.67)

e agora vamos impor a condigao de que ela seja exata, e assim encontrar p(z,y).
3 o TEDT oy OB
Vamos usar a notagao i, para representar gk

WL — jyP + P, (2.68)
%9 = 4,Q+ Qs (2.69)
por hipétese iy P + Py = (1,Q + pQx (2.70)
iy P+ Py — pa@Q — pQe = 0 (2.71)
ty P+ (Py = Q)i — pzQ =0 (2.72)
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Neste ponto tentamos simplificar as contas, por exemplo com a hipétese de que
1ty = 0 que significa “u” é independente de y (ou, apenas funcao de s). Se isto
nao der certo, invertemos a hipétese: 1, = 0. E se isto também nao der certo,

somente resta tentar a solu¢ao mais complicada...

Nao se esquega, resolver equagdes diferenciais, exzatamente, sempre oferece desa-
fios duros, e hd muitas que ninguém sabe resolver. Claro, solu¢des aprozimadas
em geral si0 0 que nos resta.

Continuando, com a hipdtese j,, = 0 temos

ty P+ (Py = Qu)pt — poQ =0 (2.73)
uy=0 = (Py—Qu)p— Q=0 (2.74)
Py = Qu)p = 112Q (2.75)
e = B le (2.76)
G (P=Gade (2.77)

R
In(p) :i£ W (2.78)

Se conseguirmos calcular esta integral exatamente temos a expressdo p para
corrigir a equagao diferencial.

Nos exercicios seguintes vocé poderd exercitar a arte de descobrir fatores
integrantes.

Exercicios 10 Fator integrante Verifique se as equagdes abaizo sdo eratas,
e ndo sendo veja se € possivel encontrar um fator p(z) que multiplicado pelos
termos da equagao produza uma equagao diferencial exata.

1. (x+y?)dx — 22ydy = 0
. 2zyln(y)dz + (22 + y2\/y? + L)dy = 0

. (ycos(zy) — ysin(xy))dx + (xcos(zy) — wsin(zy))dy = 0

> L e

. yeVdx + xe™Vdy =0

@

. (22 4 3y)dz + (3 + 10y)dy = 0

6 (z24+y?) (2z+3y) —22(3y° +3zy+2?) ,;‘l‘(1;2+y2)(9y2+3:1:)—2y(3y3+3;py+m2)Jl‘ —0
: @ +y%)? o (@ +y?%)? h

7. (ytan®(zy) + y)dz + (wtan?(zy) + z)dy =0
8. (ycos*(zy) — ysin®(wy))da + (vcos?(vy) — wsin’(zy))dy = 0

Vamos resolver, detalhadamente, dois dos exercicios do segundo bloco acima.
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1. Temos P(x,y) = (z + y?) e Q(z,y) = —2xy. %—5 =2y # % = —2y entao
vamos procurar um funcao p tal que

Pudz + Qudy =0

seja exata, p é chamada um fator integrante.

2Pp=90u4 P~ (2.79)

= 2w +yHu = 2p+ (@ +y) 5 = (2.80)
= —%[21‘;;/#] = —2yu— 21‘;@/%& - (2.81)
dyp+ (v +y?) 3 + 20y 38 — (2.82)

Uma das técnicas presentes na resolucao de equacoes diferenciais é esta:

Complicamos o problema introduzindo um fator que ezplode a
equagao inicial com surgimento de novas parcelas, analisamos as
parcelas em busca de uma hipdtese adequada que faga o novo
problema cair em uma situagao conhecida.

Neste caso esta expressao pode ser simplificada se fizermos a hipétese de
que p seja univariada, por exemplo, fungao apenas de x ou fungdo apenas
de y o que fard que uma parcela da expressao acima se anule.

Podemos fazer as duas hipéteses, uma de cada vez, para ver de qual pode-
mos tirar melhor resultado. Deixaremos a hipétese “u é fungao apenas de
y” para que vocé experimente, e vamos seguir com hipdtese “u é funcao
apenas de z” o que nos conduz a

dyp(z) + (x + y2)%§ + ZIy%% = (2.83)
dyp(z) + 20y = (2.84)

2p(x) + ap) = 2u(x) = —ap = (2.85)
ot (2.86)

In(p) = —2In(z) = —In(z?) = p(x) = 5+ C (2.87)

Como queremos uma solugdo da equacdo diferencial p podemos tomar
C = 0 portanto a equagao

2
7(7@ +2y ))dz + 2—ydy =0
T xT

é uma equagao diferencial exata cuja solugao é

F(z,y)=C (2.88)
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com
Fla,y) = | 2dt = 2 4 C(2) (2:89)
0
Fla.y) = [ (St + () = (2.90)
= —In(z) + £+ Cly) = (2.91)
Flz,y) = ~In(z) + £ = 0 = (2.92)
T = chp(y;) (2.93)

em que a constante C' ndo ¢ a mesmas nas duas ocorréncias.

. 2xy In(y)dz + (2% + y2\/y?2 + 1)dy = 0 = P(z,y)dz + Q(z,y)dy

Como g—}; = 2zIn(y) + 2z # ?T? = 2z entdo vamos procurar um fator

integrante p tal que

Pz, y)u(r)dr + Q(z, y)u(x)dy = 0

seja uma equagao diferencial exata.

Z(P(x,y)u(x) = Yep+ PP = (2.94)
(22 In(y) + 22)p + 2zy ln(y)%‘y‘ = (2.95)
2z In(y)p + 2xp + 2xy ln(y)g’é = (2.96)
— 2(QUe ) = R+ QY = (207)
2wp+ (22 + 2y + 1) 2 (2.98)

e cafmos numa equagdo diferencial parcial de primeira ordem na varidvel
[4 0 que, aparentemente, torna o problema mais complicado ...

b b
2zIn(y)p + 2y ln(y)a—z =@+ VY + 1)3—5 (2.99)

mas se supusermos que u é fungdo apenas de y poderemos simplificar o
problema:

(270 7#1)

2z In(y)pu + 2zy In(y)p’ =0 (2.100)
- — w1

n=—yy = % =-3= (2.101)

In(p) = ~In(y) + C(C=0) == pn=; (2.102)

a constante “C' = 0” induz uma solugao particular para a equacao dife-
rencial em p, que é tudo que precisamos, ¢ a equagao diferencial exata
é:
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1 1
2y ln(y);dx + (2 + 3y + 1)§dy =0

e a podemos determinar F’

Fe,y) = [ 22 In(y)dz = 2 In(y) + C(y)
Fz,y) = [(@* + 2VE +1)Ldy =
F(,y) = 22 In(y) + 2(2 + 1)3/2 + C(x)
F(z,y) = 2% In(y) + (£ +1)3/?

sendo a solugao da equagao diferencial a familia de curvas
F(x,y)=C

para uma constante C' admissivel e as regices do plano que sdo dominio de
F séo determinadas pelas condigoes que fizemos ao resolver as equagoes:

z>0o0uz<0ey>1louye(0,1)

3. Uma particula é conduzida por um fluido se pendendo observar que a
velocidade plana da particula, em um ponto (z,y) qualquer é o vetor
2yi + 4xj.

(a) Desenhe alguns pontos do plano mostrando a diregao do movimento
da particula. Ver as figuras.

(b) Com um programa de computador desenhe no plano uma malha ra-
zoavelmente densa de pontos posigdo associando aos mesmos o vetor
tangente de modo a visualizar o fluxo das particulas carregadas pelo
fluido. Ver as figuras.

(c) Escreva a equagao diferencial (vetorial) sugerida pelo problema, re-
lativamente a varidvel tempo, dela deduza uma equagao da forma
% = g(z,y). Verifique que é uma equagao a varidveis separdveis e a
resolva.

(d) Encontre o caminho da particula que passa no ponto (—1,4). Quere-
mos encontrar a curva y° — 222+ C =0 tal que,y =4 = x=—1.
O valor de C' = 14.

Exercicios 11 Equagées diferenciais exatas

Verifique quais das equagoes abaizo € exata e resolva as que forem.
1. (sin(xy) + xycos(zy))dz + x*cos(xy)dy = 0
2. (a8 + ay?)de + (2y + y*)dy =0

3. ysin(xy)dz + zsin(zy)dy = 0
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10.
11.

12.

. T”ydr + ;fydy =0
. (yzsin(zyz)dz + zy*22dycos(zyz))dz = 0

. (zysin(zyz)dz + (zy2%sin(zyz))dy + dz = 0

P(x,y,2) = yzsin(y® + 3zy + 22) + (3zy® 4 222y) 2 + zcos(y® + 3xy + 22)

Q(z,y,2) = zzsin(y® + 3zy + 22) + (22y” + 32%y)z + zcos(y* + 3zy + 2%)

R(z,y,2) = 2(zy® + 32%y? + 2°y)cos(y? + 3zy + 2?)

P(z,y,z)dz + Q(z,y, 2)dy + R(z,y,z)dz = 0

. 2wsin(y)dx + z2cos(y)dy = 0

. yexp(xy)de + zexp(zy)dy = 0

(ysin(z?y?) + 22%y*cos(x?y®)dx + (wsin(x?y® + 323y cos(x?y?)))dy = 0

P(x,y) = (ysin(y® + 3zy + 2°) + (3zy® + 22%y)cos(y® + 3xy + )
Q(x,y) = wsin(y® + 3ay + %) + (2xy® + 32y)cos(y? + 3zy + ?)
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

Na figura (2.3) pdgina 77,
se encontram trés familias de curvas mas apenas uma pode ser de solugoes

de uma equagao diferencial. Identifique qual e justifique a sua decisao
citando um teorema.

2.6 Solugao de alguns exercicios

1.

(ex. 3) pagina 75 Particula conduzida por um fluido tendo como veloci-
dade plana em um vetor posicao @ = 2yi + 4x;j.

Solugao 25 (a) Ver as figuras

(b) Com um programa de computador desenhe no plano uma malha razoavel-
mente densa de pontos posicao associando aos mesmos o vetor tangente
de modo a visualizar o fluro das particulas carregadas pelo fluido. Ver a

figura (fig. 2.4) pdgina 78,
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com o valor assintético C' =0
y? =222 = |y| = V2)z (2.115)

Veja a figura (fig. 2.5) pagina 80,

£1(x) = sqrt(2*x*x2 + 1)

f_1(x) = -sqrt(2*x**2 + 1)

£2(x) = -sqrt(2*x**2 + 2)

£_2(x) = -sqrt(2*x**2 + 2)

£2(x) = sqrt(2*x**2 + 2)

£3(x) = sqrt(2*x**2 + 10)
£_3(x) = -sqrt(2*x**2 + 10)
f4(x) = sqrt(2*x**2 + 30)
f_4(x) = -sqrt(2*x**2 + 30)
£5(x) = sqrt(2)*abs(x)

£_5(x) = -sqrt(2)*abs(x)

plot f1(x),f_1(x),f2(x),f_2(x),\
£3(x),£_3(x),f4(x),f_4(x),0,£5(x),f_5(x)

que foi obtida com a sequéncia acima de comandos do Gnuplot.

Se vocé quiser refazer o grdfico com Gnuplot, copie os comandos
acima na shell do Gnuplot, inclusive a barra reversa ao final da
pendltima linha que serve para interromper uma linha muito longa.
Ou altere as constantes para obter uma familia diferente de hipérboles.
Editamos a figura para nela incluir os ramos “nao funcionais” de
hipérboles.

Na figura (fig. 2.5) vocé pode observar quatro vetores tangentes ob-
tidos com a equagdo diferencial. Eles indicam o sentido natural em
que as drbitas desta equagdo sdo percorridas (o sentido em que a
particula é empurrada pelo fluzo).

(d) Queremos encontrar a curva y*> = 2x% + C = 0 passando no ponto

(=1,4).
yP=222+C (2.116)
1-32=0=C=-31 (2.117)
(2.118)

Solugdo singular é uma solucao que ndo pode ser obtida por meios
“requlares”, ou melhor dizendo, sao solug¢oes que somente se podem
obter quando se considera o limite da familia de solugoes. No pre-
sente caso temos os eizos da familia de hipérboles

y=+V2z =1y =+2 (2.119)
— _ 2 _ 2 _
yf\/ﬁw:y’fffﬁfﬂ (2.120)
_ _ 2 _ 20 _
y—fﬂmﬁy'—z—m—fﬂ (2.121)
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-20

-10

Observe os vetores tangentes.

Figura 2.5: Familia de hipérboles

Nas equagoes (eq. 120 ) e (eq. 121 ) usamos que o coeficiente angular
de uma reta que passa na origem é o quociente entre as ordenadas
de um ponto qualquer da reta (que ndo seja o ponto na origem) e
que o coeficiente angular da reta é o valor da derivada da func¢ao do
primeiro grau (equagao desta reta).

Estes calculos mostram que a fronteira da regido definida pelas solugoes
€ uma solugdo. Sdo solucdes singulares que somente podem ser obti-
das. quando passamos ao limite.

Este tipo de solugao tem uma importancia muito grande, porque elas
representam situagoes de deformagao intensa, ou stress que um sis-
tema passa, o sistema modelado pelas equagoes diferenciais.

80



Nem sempre podemos, com calculos “aritméticos” explicitar uma varidvel
numa expressao como

Fla,y,2) =0
a partir da qual gostariamos de escrever z = f(z,y), por exemplo.
Vamos discutir um método que permite fazer aproximagoes lineares da fungao
f, isto é, mesmo que nao possamos obter f formalmente, poderemos calcular
a equagao do plano tangente, e portanto podemos calcular aproximagoes de
z € B(z0, €) se conhecermos uma solugio

z0 = f(a,b) = F(z,b,20) =0

2.7 Aproximagao e aplicagao

E perigoso estudar pensando em aplicagées pois esta forma utilitarista de pensar
mutila o desenvolvimento. Diversos mateméticos, como Hardy?, ousaram dizer
que “se soubessem que um determinado assunto que estavam estudando, serviria
para alguma coisa, parariam imediatamente de estudd-lo”. A atitude “purista”
de Hardy nao precisa ser fielmente seguida, mas tem sentido. Leia em outro
lugar um pouco da biografia de Roger para ver como é perigoso o pensamento
“utilitarista.

Entretanto alguns precisam ir buscar nas aplica¢bes a motivagdo para o
aprendizado. Nés nao fugimos a esta regra, apenas nao colocamos a aplicabili-
dade como uma qualidade do conhecimento.

Suponhamos que por alguma “motivagao” vocé tenha que resolver a equagiao

F(x,y,z)=c

explicitando, por exemplo, z como fungao de z,y. Nem sempre é possivel fazer
isto com operagoes aritméticas, mesmo que F' seja uma ezpressao algébrica.
Se calcularmos a derwada implicita de F(z,y, z) = ¢ encontramos
OF OF OF

0mdw+ aydy+ 2

dz=0 (2.122)
e se conhecermos uma solugao F'(a,b, zp) = ¢
oF OF OF .
aka, b, z0)(z —a) + afy\(a,b.zo)(y —b)+ &\(ay b, z0)(2 — 20) =0 (2.123)

em que na ultima equagao temos a expressao da variedade linear tangente ao
gréfico da variedade de nivel c,

F(z,y,z)=c

no ponto (a, b, zp).

4Godfrey Harold Hardy (Fevereiro, 1877 Cranleigh-Dezembro, 1947,Cambridge)
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A equagao desta wvariedade linear permite que explicitemos qualquer uma
das varidveis em fungao das outras duas, por exemplo

9L 20 (2.124)

981 (@,b,20)(2 = 20) = =5 |(a, b, 20)(x — @) = E|(a, b, 20) (y — b) (2.125)
imzg= —SE(r—a) - B(y—0) (2.126)

z—20= .Z(r —a)+ Bz;/ —b) (2.127)

A=_% . p=_5 (2.128)

oz

em que omitimos na peniltima equagao a indicac¢ao de que derivacao estd sendo
calculada no ponto (a, b, zp).

Neste caso particular temos a equagao de um plano tangente a uma superficie
de nivel em que os nimeros —A, — B sao as derivadas parciais da equagao deste
plano.

Como as derivadas parciais na equagao de um plano coincidem com as de-
rivadas parciais de uma superficie a qual este plano seja tangente, entao existe
uma fungao diferencidvel f

z= f(z,y) (2.129)
% (a,b) = -4 (2.130)
(b)) =-B (2.131)

Assim nao sabemos qual é a expressao da funcao f que nos permita explicitar
z como fungéo de z, y mas conhecemos suas derivadas e eventualmente podemos
recuperar a equagao de f a partir de sua derivadas, mas nao consideramos isto
como um objetivo neste momento.

Demonstramos assim o teorema

3 Teorema da fun¢do implicita

Seja F' uma fungao diferencidvel e consideremos a variedade de nivel
F(z,y,z)=c
que tenha uma solugdo conhecida
F(a,b,z) =c
Se oF
7 @bz #0

podemos encontrar uma funcao f tal que

2= f(z,y);20 = f(a,b) (2.132)
% (a,b) = — 35 (2.133)
i) =3 (2.134)
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O teorema estd enunciado de forma incompleta, como ¢ facil de ver-se com
a hipGtese

OF

El(a.b.zn) #0
que poderia ter sido

oF

By l@bz) 70

permitindo entao que explicitdssemos a varidvel x em vez da variavel z. Dei-
xamos que o leitor pesquise na literatura uma formulagao mais completa deste
teorema.

Capitulo 3

Equacoes Lineares

Neste capitulo vou discutir um classe de equagoes que
é muito importante porque é o nico tipo de equagao
sobre as quais nés sabemos tudo, apesar de que nem
sempre as consigamos resolver.

Para que vocé entenda o paradoxo que vocé acaba de
ler, lembre-se que nés sabemos tudo sobre equagoes
polinomiais apesar de que somente saibamos resolver
as equagoes polinomiais até o quatro grau, quer dizer,
dada uma equacao polinomial qualquer, com esforgo
bruto, uso de programas de computador, sempre a
poderemos resolver, pelo menos aproximadamente.
Algo semelhantes podemos dizer das equacoes de
que trata o presente capitulo, as equagoes diferen-
ciais lineares, que inclusive dependem de equagoes
algébricas para serem resolvidas.

Vamos estudar a classe mais importante de equagoes diferenciais ordinérias,
equagoes diferenciais lineares

e ¢ a classe de equagbes sobre a qual sabemos tudo, o que nao significa
que saibamos resolver qualquer equagao linear, e a dificuldade é a mesma
que temos quando queremos calcular integrais, sabemos o que elas querem
dizer, mas nem sempre as sabemos calcular, exatamente.

e 530 as equagoes que melhor descrevem grande maioria dos fenémenos da
natureza, ou pelo menos ficam muito préximas desta melhor descrigao.

Vamos dividir o capitulo em trés momentos:

1. O nome Faremos algumas contas para justificar o nome que é dado a estas
equagoes, Possivelmente este momento deve ser saltado em uma primeira
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leitura, use sua liberdade, nao se sentindo motivado, salte para a préxima
seGao.

2. Algumas formas de solugao

e Método histérico depois usaremos um método histérico de solucao
das equagbes, “mecanico” mas que leva, simplesmente, a solugao de
algumas equagoes.

A generalizagao do método Vamos mostrar que uma equagao de or-
dem n induz um sistema de n equagoes lineares de primeira ordem
concluindo que seremos levados de volta ao caso simples

y' = Ay

em que apenas y € C™ é um vetor de dimensao n e A é uma matriz
n X n, e cairemos no método matricial, ou vetorial que dd uma
capacidade de analise bem maior as EDL.
3. Coeficientes varidveis O que descrevemos acima nao se aplica as equagoes
cujos coeficientes sao varidveis. Vamos ver alguns casos deste tipo.
O método matricial é importantissimo na andlise quando os coeficientes
forem varidveis.
Veremos que a teoria montada para o casos dos coeficientes constantes
deixa de aplicar aqui.

Vamos ver que a andlise das equagoes lineares, como um sistemas dinamicos
torna possivel uma compreensao geométrica das solugoes destas equagoes,
uma teoria geométrica, como é algumas vezes mencionada.

3.1 Equacgoes diferenciais lineares

Vamos resolver equagoes da forma
any™ + -+ a1y +agy=b

em que aj sao constantes, reais ou complexas.

As equagdes deste tipo se chamam lineares. Nesta secao vamos tratar da razio
do nome e chegar a um teorema que descreve como sao as solugoes deste tipo
de equagdes.

As equagoes diferenciais lineares sao uma aplicagao direta de grande parte
da Algebra Linear e vamos fazer, aqui, uma apresentacao da teoria com esta
formatagao.

A derivada é uma transformacao linear definida num espago vetorial de
fungoes derivdveis. Vamos introduzir a derivada aplicando-a em polinémios.
Para isto vamos destacar que os polindmios sao caracterizados pelos seus coe-
ficientes, a varidvel serve apenas para estabelecer a ordem como os coeficientes
devem ser usados.
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Usamos apenas o coeficientes para somar ou multiplicar polindémios e usamos
apenas os coeficientes para derivé-los, também. Veja como podemos entender
um polinémio, e sua derivada, nos célculos que se seguem:

P(z) =1+ 3z — 22 +22° + 24 (3.1)
P=(13 -1 2 1)eR? (32)
P'(z) =3 — 22 + 622 + 42° (3.3)
PrP=(3 -2 6 4)ecR! (3.4)
01000 }a 3
00200 O D A N -
0003 0 21 =| ¢ |=bP="P (3.5)
0000 4 1 4

Uma matriz 4 x 5 calcula a derivada de qualquer polinémio do grau 4,
transformando-o num polindomio de grau 3

D:R°—R%“Pw— DP="P

transforma o espago vetorial de dimensao 5 no espago vetorial de dimensao 4.

Se designarmos por D o operador derivada e considerarmos o espago vetorial
de dimensdo n + 1 dos polindémios univariados de grau menor ou igual a n,
R, [z], podemos ver que a matriz D de dimensao, n x n+ 1 calcula a derivada
de qualquer polinémio de grau n.

010 0
00 2 0

D=0 00 -0 (3.6)
000 - n

D:R"™' ~R,[z] — R"~R,_1z] (3.7)

A lista de exercicios seguinte é um laboratério que vai conduzi-lo a compre-
ender porque as equacédes diferenciais de um determinado tipo sdo chamadas
lineares.

Também, nos exercicios, vou convida-lo a fazer algumas contas com a matriz
que calcula a derivada de uma fungao polinomial de um determinado grau.

O objetivo é acostuma-lo com a ideia de que a derivada é um operador linear,
(a derivada ou combinagcao linear de derivadas).

Exercicio 1 O operador derivada

1. Matriz da derivada de polinémios Identifique o polinémio

=1+ 3¢+ 422

P
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1 o J(sin).
cos).

com a matriz P = | 3 dos coeficientes. Encontre uma matriz 2 x 3 o O
o 9(9(cos)).
que associa P = a matriz do polinémio derivada 8 Verifique que e J(d(sin)).
a mesma matriz “calcula” a derivada de qualquer polinémio do segundo e O(cos + isin).
grau. o 9(0(cos + isin)).
2. Matriz da derwada de polinémios Identifique o polinémio (b) Operador derivada

Verifique que a operagdo que associa
P(z) =1+ 3z + 42” + 227 figue g peracao 4
2 _ T
com a matriz P = (1 3 4 2) dos coeficientes. Encontre uma matriz3 x 4 = 0°(5) =000(f) = f
que associa P = (1 3 4 2) a matriz do polinémio derivada (3 8 6). Verifique
que a mesma matriz ‘calcula” a derivada de qualquer polinémio do terceiro
grau.

é um operador linear. Calcule 0% (acos + Bsin) em que a, B sdo duas
constantes (reais ou complezas).

(c

N

Operador diferencial

o

. Matriz da derivada de polinomios - N .
Verifique que a operagio que associa

Verifique que a derivada de um polinémio do grau n pode ser obtida se
aplicando uma matriz & matriz dos coeficientes. Encontre a matriz deste D) =)+ () +*f)=F+F + f"
operador derivada. Sugestdo, escreva
é um operador (diferencial) linear. Calcule
o D(sin).
calcule P'(x) e escreva P' na forma matricial e depois calcule a matriz o D(cos).
que transforma P em P’.

P(x)=ao+ -+ apz" = (ag,- -, an)

o D(acos + fsin).
4. Operador Diferencial 7

=

Operador diferencial Verifique que a operagio

Definicao 4 Operador Diferencial /
gio 4 Op i £ D) = a0d"(f) + @0 () + a:0?(f) = aof + ar f'ar "

Chamamos operador diferencial a uma “expressio” D que associe uma

fungao diferencidvel com uma expressio envolvendo suas derivadas junto é um operador linear, a coeficientes constantes. Os coeficientes sao
com operagoes aritméticas, por exemplo, uma combinagdo linear de deri- ap,ay,az. Calcule
vadas da fungdo. Os operadores diferenciais podem ser lineares ou nao .
. ; ¢ . o D(sin).
lineares (no sentido da Algebra Linear).

e Se P for um polinémio com coeficientes (1,0,-3,0,4,—5), na
Esta se¢ao vai introduzir uma notag¢do para os operadores diferenciais ordem crescentes das poténcias, calcule D(P). Qual € o grau de
Relembrando a derivada de ordem n e introduzindo um simbolo para esta P e deD(P) ?

derivada. (e

Vamos verificar que o simbolo 0" = f— a derivada de ordem n, repre-

i
senta um operador diferencial linear!

=

Identidade: Operador derivada

Verifique que é razodvel considerar a identidade como sendo o ope-
rador diferencial linear de ordem zero. Compare esta extensao com
alguma outra extensao de conceito que vocé conhega em Matemdtica,

(a) Operador deriada X
descreva explicitamente a comparagao.

Verifique que a operagdo que associa
feo(f)y=0"(=1r

é um operador linear. Calcule aoy + a1y’ + azy” + azy” =0

(f) Rescreva a equagio diferencial

Isatisfaz & definigio de operador linear da Algebra Linear e a imagem é a derivada da usando a notagao de operador diferencial 0.
pré-imagem
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(g9) Expressio polinomial Verifique que a inclusio da identidade como

h
p

G

(k

Nl

Z

<

Z

operador derivada permite associar o polinémio

P(z) =ap+ az' + ...+ anz”

com o operador diferencial

P() = ap+a10' + ... + a, 0"

e calcule

P(0)(sin)
Escreva um pequeno texto justificando o uso da identidade como ope-
rador diferencial.
A notagao P(d) permite-nos escrever de forma simples uma equagdo
diferencial linear de ordem n. Faga isto.

Operador diferencial a coeficientes varidveis Nos itens anteriores, o
operador diferencial tinha coeficientes constantes. Verifique que o
operador diferencial que associa

fz) = 20°(f) + 3201 (f) + sen(2)0?(f) = (3.8)
—0()@) = 2/ (@) + 32 () + sen(@)f"(x)  (3.9)
(3.10)

€ um operador diferencial linear,0 dito a coeficientes varidveis, Iden-
tifique os coeficientes deste operador diferencial.

Representagdo polinomial Sendo P(x) = ag + a1x + az2x? escreva o
operador linear

P(9)
associado ao polinémio P e calcule P(D)f em que
f(x) = 3xcos(z) + 2 sin(z)

Operador diferencial: soma de derivadas

Como qualquer combinagao linear de operadores diferenciais é um
operador diferencial, verifique que se usarmos a notag¢do 0% para
representar a derivada de ordem k entdo a expressio

PE)(f) = ard®(f)
k=0

em que f € uma fungao, pelo menos n vezes derivdvel, representa um
operador linear no espago das fungoes C™(R).
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Definicao 5 Operador Diferencial Linear - ODL

n
Notagio: P(3) = 3 ard® ¢é um operador diferencial linear de ordem n.
k=0
Defini¢ao 6 FEquacao diferencial linear - EDL  Uma equagao diferencial vai
ser dita linear se ela for da forma

PO)(y) =b

em que P(9) é um ODL associado a um polinémio P. Se o polinémio P for de
grau n, diremos que a EDL

P(O)(y) = B (3.11)

€ uma diferencial linear de ordem n.
Se b = 0 diremos que a equagdo é homogénea, quando b # 0 a equagdo €
chamada geral ou ndo homogénea.

Observe que o segundo membro, b pode ser uma fungdo, assim como os coe-
ficientes do polindémio P podem ser também fungoes o que faz da equagao uma
equagdo diferencial a coeficientes varidveis. Obviamente este tipo de equagao
é bem mais dificil e neste texto nao vamos discutir equagao diferencial a coefi-
cientes varidveis.

Vejamos a razao do nome, e a importancia deste tipo de equagao diferencial.

Exercicios 12 FEquagdo diferencial linear - razao do nome

1. Destaque o polinomio P associado a cada uma das equagées diferenciais
lineares abaizo

equagao P equagao P
a)y” +4y' =0 b)y" =0
cy+y +2y" =3z d)y" =0
e)3y+ 4y’ + 3zy” =0 fly =0

Duas, das equagoes, sao a coeficientes varidveis, quais ¢
2. Considere o operador 8% (y) =y e escreva
any™ + -+ ay +ay=b
€Tpressa como uma soma destes Op(ﬂﬂ(l()T'(;‘S.

8. ODL Chame 0 o operador

P@)=>"ad"
k=0

e mostre que
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(a) O(yr +y2) = 9(y1) + O(y2)
(b) d(xy) = A(y)
(c) O(Myr + Xay2) = Mid(y1) + X20(y2)
quer dizer que O € um operador linear.
4. dependéncia do tempo Chame O o operador
P@) =" ar(t)d*
k=0

em que ay sdo fungées univariadas®, para todo k, mostre que as identidades
abaizo valem, em que y; sio fungoes da mesma varidvel x.

(a) O(y1 +y2) = O(y1) + O(y2)
(b) 0(Ay) = Ad(y)
(¢) O(Myr + Aayz) = MO(y1) + A20(y2)

quer dizer que O é um operador linear a coeficientes varidveis.

5. dependéncia do tempo Chame O o operador

P(9) = Zn: ar(t, z)o"
k=0

em que ay, sGo fungoes que dependem das varidveis t,x para todo k, mostre
que as identidades abaizo valem, em que y; sdo fungéoes da varidvel x.

(a) O(yr +y2) = 9(y1) + O(y2)

(b) 9(xy) = A(y)

(¢) d(Myr + Aoyz) = MO(y1) + A20(y2)
quer dizer que O é um operador linear a coeficientes varidveis.

6. Equagoes dependentes de um parametro Chame 9 o operador

P@) =" a(x)0

k=0
em que ay, € uma fun¢do univariada, para todo k, mostre que as identidades
abaizo valem, em que y; € uma fungdo da varidvel t.
(a) O(yr +y2) = 9(y1) + O(y2)
(b) 9(\y) = A0(y)

se aj, for uma fungdio constante, dizemos que os coeficientes do operador sdo ”constantes®,
caso contrério, dizemos que os coeficientes sio varidveis

2
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(¢) O(My1 + Aay2) = MO(y1) + A20(y2)

Neste caso, ndo vamos considerar os coeficientes varidveis, e sim, vamos
dizer que temos uma equagao dependente de um parametro.

7. operador linear Escreva um exemplo de
(a) operador linear a coeficientes constantes de ordem 4.
(b) operador linear a coeficientes varidveis de ordem 5.

(¢) operador linear dependente de um pardametro.

8. equagdo homogénea e nao homogénea

Chame “equagao homogénea ”aquela que podemos escrever como

ay) =0
associada a “equacao geral - nao homogénea "que serd
Ay) =b.

Prove que se yi,y2 forem duas solugoes da equagdo homogénea entao
AMy1 + Aaye também o serd para escalares arbitrdrios A. Observe que
o0s coeficientes de O podem ser constantes ou varidveis.

9. Prove que se yi,...,Yyn forem solugoes da equagao homogénea entao
Ayt + -+ Anyn
também o serd para escalares arbitrdrios A1, -Ap.

10. Prove que se yy,y2 forem solugdes da equagao geral entdo y; — y2 serd
uma solu¢ao da equagdo homogénea.

11. Solugao geral da equagdo nao homogénea

Conclua que

e Se a equagao nao homogénea tiver pelo menos duas solugoes, a dife-
renga entre elas é uma solugio da equagdo homogénea.

e uma solu¢ao qualquer da equagao geral € da forma

Yn +Yg

em que yp € a solugdo geral da homogénea e y, ¢ uma solugdo par-
ticular da geral
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3.1.1 Solugao de alguns dos exercicios

1. Como y™ = 9"(y) entio a,y™ = a,0"(y) e assim Considere o operador
3" (y) = y™ ¢ escreva

any™ + -+ a1y + aoy = 4, 0" (y) + -+ + a10(y) + aod°(y) = b

2. ODL

Como, para cada ordem k de diferenciagao vale a linearidade da derivada,
¥ (y1 +y2) = 8%(y1) + 9*(y2) e como multiplicando por constantes ainda
temos OF(A1y1 + Aaya) = A\19* (y1) + A20"(y2) entdo vale a para soma das
derivadas (que é a expressao de 0

A(A1y1 + Aaya) = M0(y1) + A20(y2)
quer dizer que 9 é um operador linear.

3. Demonstragao por indugao finita

O exercicio anterior representa o primeiro passo da demonstragdo por
indugdo finita. Vamos agora supor que a afirmagao vale para um nimero
natural arbitrério m, ou seja:

Z ar(t)o®
k=0

é um operador linear. Vamos agora estudar a linearidade de

m+1

=" a()o".

k=0

Consideremos para isto duas funcoes y1, 2 de classe C™*!, que tenham,
pelo menos, m + 1 derivadas continuas. Aplicando 9 temos:

O(Ayr + Aay2) = (3.12)
m+1
> an(t)dF My + daya) = (3.13)
k=0
3 ar(t)0F(Miyr + Aoya) + ami1 (DO Ay + Aayo) = (3.14)
i=0
=M 2 ak()F(yn) + A2 X ar ()9 (o) + (3.15)
k=0 k=0
+A1 am+l(t>8m+l (1) + )\zam+1(t)3’"“(yz) (3.16)
A Y ap(®)0F (y1) + Mam1 ()™ (1) + (3.17)
£=0
A2 S an(t)0"(y2) + Aoamy1(H)0™ (y2) + (3.18)
k=0
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ot

m+1 m+1
My ar(H)0"(y1) + A2 pol ar(t)0% (ya) (3.19)
MO(y1) + A20(y2) (3.20)

Usamos a (1) hipdtese de indugdo no somatério até m e (2) que o operador

derivada de ordem qualquer, m + 1, é linear. Na ultima linha apenas
rearrumamos uma soma finita.

. operador linear Exemplo de

(a) operador linear a coeficientes constantes de ordem 4.

4
Y 3y® 2y ray =3 0M(y)
k=0

(b) operador linear a coeficientes varidveis de ordem 5.

4
3oy + 322y®) — 22y — o/ + 4y = Z ak(z)(‘?(k) (y)
k=0

. Consideremos duas solugoes y1, y2 da equagdo homogénea, entao

(A1) = M0(y1) = 0= A20(y2) = 9(A2y2)
e pela linearidade
A(Ay1 + Aay2) =0

Observe que os coeficientes de 9 podem ser constantes ou varidveis, mas
A1, A2 sa0 constantes reais ou complexas.

. Solugao geral da equacao nao homogénea Considere duas solugoes arbitrarias

Y1, Y2 da equacao geral, entao

a(yl
a(yz
Ay) —0(y2) =b—-b=0(y2—y1) =0

)=b
)=b

porque 9 é linear,
O(y2 — 1) = 0(y2) — O(y1)

Defina: y, = y2 — y1 e yp é uma solugdo da equag¢iao homogénea conse-
quentemente, uma solugao qualquer y2 da equagdo geral é da forma

Y2 =Ynt U1

em que Y, é solugao da homogénea e y; é uma solugao da geral. Esta frase
em geral é expressa assim:
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uma solugao geral y da equagdo nao homogénea é da forma
Y=Yn+Yp

em que y, é a solucdo geral da equagdo homogénea e y, é uma
solugao particular da equagao geral.

A diferenga entre as duas formas de se expressar ¢ psicoldgica... e contém
a ideia de que em principio é mais ficil resolver a equacdo homogénea
e relativamente simples de se encontrar uma solugdo particular para a
equagdo geral.

Duas inverdades... suportaveis.

O dltimo item da lista de exercicios acima é o teorema principal desta
segao. E um teorema tipico da classe de teoremas que chamamos teoremas
de existéncia. Um teorema de existéncia parece inutil, ele nao conduz direta-
mente a um algoritmo para resolver alguma coisa, ele apenas diz que a solugao
existe e como ela pode ser. Quando tivermos um teorema de existéncia podemos
nos debrugar num programa de computador para construir a solucao ... traba-
lhar cegamente numa solugao aproximada, sem um teorema de existéncia, pode
representar uma perda de tempo, embora isto algumas vezes seja feito quando
nao hé outra alternativa.

4 Ezisténcia de solu¢do das EDLs A equagdo diferencial linear
A(y) = 0 sempre existe, porque a fungdo constante zero é uma solugdo. Se
houver uma solugao diferente da trivial, hd um espago vetorial de solugoes de
dimensao no mdzimo igual a ordem de 0.

Se a equagao 9(y) = b tiwer uma solu¢do y,, qualquer outra solu¢io € da
forma

y=yg+yn; Oyn) =0
Como os operadores diferenciais lineares sdo transformagoes lineares defini-
das no espago das fungoes diferencidveis, eles simplesmente herdam as proprie-
dades dos operadores lineares da Algcbra Linear.
As equagoes diferenciais lineares se chamam assim porque se encontram as-
sociadas a operadores diferenciais lineares.

3.2 Solucgao das equagoes diferenciais
lineares

Na segao precedente justificamos o nome equagdo diferencial linear
de uma equagao do tipo

any™ + -+ a1y +ag =b.

Agora vamos resolver algumas destas equagoes.
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Vamos mostrar, fazendo célculos que herdamos dos nossos antepassados, que
a func@o exponencial é solu¢ao de uma EDL.

Antes de prosseguir, vamos fazer um ajuste na forma de escrever estas
equagoes. Observe que a,, = 0 ndo tem sentido, porque simplesmente teriamos
uma equagao de ordem n — 1 portanto, sempre, podemos dividir por a, :

y(")+,“+ai1y/+@:i (3.21)
an 2} (2
entao simplificaremos definitivamente a notacao escrevendo as equacao diferen-
ciais lineares
Y™ 4 dary fag=b (3.22)

Vocé ainda poderia argumentar que, a, sendo uma funcao, isto poderia
fazer surgir um problema de dominio de defini¢ao. Nao é verdade que isto “faga
aparecer um problema de dominio de definigao”, ele na verdade ja existiria...
apenas ficaria, agora, em evidéncia, se a fungdo an(x) fosse igual a zero em
alguns pontos. Vou voltar a discutir este detalhe mais a frente quando discutir
coeficientes varidveis. Por enquanto os coeficientes serao constantes.

Os exercicios seguintes sdo um laboratério para ajudar a compreensdo da
teoria e representam a experiéncia dos que inicialmente se debrucaram sobre as
equagoes diferenciais. Todos os exercicios estao resolvidos ao final do capitulo
mas um esforgo inicial seu para tentar resolver ¢ parte integrante do processo de
aprendizado. Ir buscar uma sugestao na solugao também faz parte do método,
mas a pura leitura das solugées é uma forma de se enganar no aprendizado.

Exercicios 13 Solugdo das equagoes lineares
1. Polinémio _caracteristico Considere o operador linear
PO)(y) =y +py

Caleule P(0)(y) quando y = €™, em que t representa a varidvel tempo.
Prove que P(0)(y) = P(a)e, em que P € o polindmio (polinémio carac-
teristico) e resolva a equagdo algébrica

P(0)(y) = P(a)e =0

Verifique que y = e € solugdo da equagdo diferencial homogénea, em que
a ¢ a solugao da equagdo polinomial (polinémio caracteristico).

2. Polinomio_caracteristico Calcule a imagem, pelo operador linear

PO)(y) =y" +py +ay

at

dey =

Escreva o polinémio associado a P(9) ®. Resolva a equagdo algébrica
P(9)(y) = 0, e verifique que sua solugao envolve as raizes, ai,as do po-

at

linémio caracteristico P como “aceleradores” da exponencial y = e**.

3

’e 0 chamado polinémio caracteristico da equagao diferencial linear
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. Polindémio_caracteristico.

Escreva as exponenciais resultantes e verifique que elas resolvem a equagao
diferencial homogénea.

Encontre os polinomios caracteristicos e resolva
a equagoes diferenciais homogéneas usando o método descrito nos exercicios
anteriores.

a) 5y’ +6y =0 b))y +2y +y=0
)y — 2y +1y =0 d)y"+3y +2y=0
e)yll/+yI:0 f) y///+yll+y/+y:0
" —y"+y —y=0 hy"—y=0

)y +y=0 )y —y=0
ky"+y=0 Dy —y =0

. Espago solu¢ao Encontre as duas solugoes para a equagdo linear homogénea

Y +5y +6y=0
da forma

1= et yp = et

Verifique que elas sdo vetores linearmente independentes. Verifique que
qualquer combinagdo linear destas solugoes € uma nova solugdao da equagao
diferencial. Qual seria, no minimo, a dimensdo do espago de solugoes ?

. Espaco solu¢ao Encontre duas solugoes para a equagao linear homogénea

y' +2y —8y=0

da forma
1= ety = e,

Verifique que as solugoes sao vetores linearmente independentes e qual
seria, no minimo, a dimensdo do espago de solugoes ?

. método do fator integrante - equagdo de primeira ordem

Considere a equagdao diferencial linear nao homogénea de primeira ordem
PO)(y) =y +3y =2z
(a) equagio homogénea associada Resolva a equagdo homogénea

P(0)(y) =0

(b) Na equagdo nao homogénea, substitua y = py em que p € uma
fungao da varidvel z, e expanda a equacao obtida. Observe que na
expagdo vocé pode identificar

P(O)(n)

Faga wma hipdtese sobre i que simplifique a equagdo e a resolva.
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(¢) Encontre a solugio da equagao nao homogénea original.

** aqui
Solugao 26
yi=py = (uy) +3(py) =2z (3.23)
Wy +py' +3py = PO) (1) + py' =2 (3.24)
W' =2 = y=2 5 y=[24C (3.25)

Na equagdo (24) expandi a substituicio y := py e na equagio (25) posso identificar
P(8)(1) ao qual apliquei a hipdtese de que p satisfaga & do h é Isto é

legal, ¢ uma hipétese plausivel porque toda equagdo h é tem solugdo, veja a
solugao:

PO () =0 = p=e 3" (3.26)
que posso agora substituir na equagdo (25) para obter

y=J 2 +C=[22e¥ 4+ C (3.27)
y=(& -2 +C (3.28)
a passagem na equagdo (28) foi feita por integragdao por partes.
Retornando a equagdo inicial onde havia sido feita a tit: Yy = py ch a
solugdo dividindo a solugdo obtida por
1,2 2 5,  C 2 2, g, 3
=—(F —2)e" + — = (= — D)+ 0" 3.29
v= (G = ) (3.29)
que posso testar como solugdo da equagdo original:
Yy +3y =2z (3.30)
267 4 6(22 — 2)e7 +3Ce3” + (2z — 2)eS7 +3Ce? = (3.31)
2657 4 6(22 — 2)e57 +6Ce3 + (21 — 2)eS7 = (3.32)
(3.33)

7. método do fator integrante. Considere a equagio:

Y+ 3y + 6y = 2.

Substitua y := py na equagdo diferencial

expanda a equagao,

e agrupe em termos de y,1

o ¢ faca uma hipdtese “vidvel” sobre p *que torne a equagdo trivial e
a resolva, encontrando uma solugdo particular da equagdo ndao ho-
mogénea.

“4embre-
truir a hipote

e vocé ja sabe resolver equagdes homogéneas o que Ihe deve conduzir a cons-
obre 11
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8. método do fator integrante. Repita o método usando no exercicio anterior
para resolver a equagio

y" + 5y + 6y = 2.

Substitua y = py, expanda a equacao, agrupe em termos de y e faca
hipdteses sobre p que torne a equagdo trivial e a resolva, encontrando
uma solugdo particular da equag¢do nao homogénea.

Solugao 27 °a)
Y= py (1y)" +5(uy) + 6(py) = 2 (
W'y + 20y + py” + 50"y + py') + 6(uy) = 2z (
(W' +5p + 6p)y + (21 + 5p)y + py” = 2z (
P@)(my + (20 +5p)y’ + py"” = 2z (
@u' +5p)y" + py" =22 (3-38)
2p +5u)z + p2’ =2z (
22 +52+6=0=z¢€{-2,-3} (
PO)(y) =0=ye {e? e} (
(

y=e"2t y=e3 sdo solucies da homogénea 3.42)

ob)
P@) (M1 + By2) = (3.43)
= (A1 + By2)" +5(Ay1 + By2)' + 6(Ay1 + By2) = (3.44)
= (Ny1 + Ayh + B'y2 + Bys) + 5N yr + 5Ayh + 58"y2 + 58yb + 6Ay1 + 662 (3.45)
=Xy + 2Ny + Ay + B8"y2 +28'y5 + Byy + (3.46)
+5X Y1 + 5y} + 58'y2 + 58y5 + 6 y1 + 68y2 = (3.47)
= AP(9)(y1) + BP(O)(y2) + N'y1 + 2\ 'y + B y2 + 28’5 + 5X y1 + 58'y2 £3.48)
=Ny + 2N yy + B"y2 +26'y5 + 5N y1 +56'y2 = (3.49)
=N+ 5N )yr + (8" 458 )y2 + 2(N'yy + B'ys) = 3z (3.50)

9. Mostre ‘genericamente” que uma combinagao linear das solugoes linear-
mente independentes de uma equagao homogénea, mais a solugdo parti-
cular da nao homogénea,é uma solugao da equagdo nao homogénea.

10. * Mostre que a solu¢do geral de uma equagdo diferencial linear L(y) = qé

da forma:
Y= Ciyn, + Coyny + Ynn (3.51)
Yhy»Yhy Solugoes Li. da homogénea (3.52)
Ynn solugdo particular da nao homogénea (3.53)

11. A exponencial
Considere uma EDL homogénea a1y’ + aoy = 0. Verifique, por substituigdo,
que existe uma fungdo exponencial y = e que resolve esta equagdo. Ba-
presse a em fungao de ay,ag.

5Depende de Algebra linear
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Solugao:

(y = e®) = aare® + age® =0
e(aa; +ag) =0
¢ _ _ _a
e P(a)70:>a7—7‘]’

y = e € solugdo, com a = 7%?

12. Encontre as solucdo do tipo y = e* para

ay +3y=0 b))y —3y=0
iy +3y=0 d)y +y=0

13. Equagao de sequnda ordem

(a) Polinémio caracteristico

Mostre que a substituicio de y = e em

azy” +ary’ + apy =0

se pode expressar como P(a)e® = 0 em que P é um polinémio com
raizes reais ou complezas. Escreva a solu¢do da equagdao polinomial.

(b) As duas solugoes de uma equagdo de sequnda ordem Encontre as solugdo

do tipo y = e** para

asy” + ary’ + apy =0

R
NS

Independéncia linear Verifique sob que condigées as duas solugoes da
equagdo Encontre as solugdo do tipo y = e™ para

azy” + a1y’ + apy = 0

sdo linearmente independentes.

(d) Equacgao caracteristica de grau n

Mostre, substituindo y = e em
any™ + a1y +agy =0

que existe uma equagao polinomial do grau n, equagdo caracteristica,
associada a equagao diferencial linear que induz as solugées yy, ..., yn
da EDL.

(e) Mostre que dada wma EDL, as raizes distintas da equagdo carac-
teristica associada produzem solugoes linearmente independentes para
a EDL homogénea.
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3.2.1 Solugao dos exercicios

1. Por substitui¢do de y = ¢ na equagio, temos:

a10(e™) + ape™ = ayae™ + ape® = (3.54)
=(ama+ag)e =0 = ara+ag=0 (3.55)
a=-2 (3.56)
e
—20
y=e @

é uma solugao da equagao diferencial. Obviamente que esta técnica nao
pode produzir outra solugao, uma vez que caimos em uma equagao poli-
nomial do primeiro grau.

2. Solugoes das equagdes de primeira ordem

3. Substituindo y = ¢ em asy” + a1y’ + apy = 0 temos

a20(0(e)) + a10(e™) + ao et =0 (3.57)
aza’e® + ajae® + ape® =0 (3.58)

(a2a® + arae™ + ag)e® =0 = (3.59)
a20? + ajae™ +ag =0 = a€ {aj,az} (3.60)

Com as duas solugdes (eventualmente complexas) a1, az da equagao poli-
nomial do segundo grau temos
y1(t) = exp(ait) ; y2(t) = exp(ast)

que resolvem a equagao. Este método nao pode produzir solugoes diferen-
tes das que encontramos, mas a combinagao linear destas solugoes também
é uma solucao.

A equagao polinomial que surge assim se chama equagao polinomial ca-
racteristica associada a equagdo diferencial linear.

4. Substituindo y = e e

any™ + a1y +agy =0

vem
anf)(n)(eat) NI alﬁ(e‘") T+ aget =0 (3.61)
anae® +---arae™ + ape =0 = (3.62)
(@na™ + -~ aya + ag)e® =0 (3.63)
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e como a exponencial é sempre diferente de zero temos a equagao polino-
mial associada (equagao polinomial caracteristica associada), que, pelo Te-
orema Fundamental da Algebra tem n solugdes (eventualmente repetidas)
e possivelmente complexas, como valores para a “varidvel” a, expoente de
_ at

y=¢e

5. Considere duas raizes distintas a1, as da equagao polinomial caracteristica
associada a uma EDL dada. Os exercicios anteriores mostram que

yr=e"t ey =t
sao solugoes da equagao. Suponha

Hipétese 1 Podemos encontrar A1, A2 € C distintos de zero tal que A\yy1+
Aoyo =0
entao A A
yr=et = D2y = 2ot
Ao 2
como qualquer exponencial passa no ponto (0, 1) entdo, substituindo
t=0out=1

na equagao acima vemos que

p(0)=1=c"=—-3y(0) =1 (3.64)
=1 (3.65)

A2 =M\t (3.66)

yi(1) = e = —32ys(1) = e (3.67)
—2y(1) = —32e™ (3.68)

X # M (3.69)

uma contradi¢ao que vem da hipdtese absurda que fizemos e conseqiien-
temente a unica solugdo para o par de nimeros A\, A2 € C é que ambos
sejam nulos o que nos leva a definicao de vetores linearmente independen-
tes:

My +Ay2=0= XA\ =X =0 (3.70)

e as fungoes

sao linearmente independentes.

Os exercicios nos mostram um método para descobrir no méaximo n solugoes
de uma EDL usando uma equagao polinomial que chamamos de equagao po-
linomial caracteristica associada & EDL. O tltimo exercicio nos mostrou que
para um par de solugoes diferentes da equacdo caracteristica corresponde um
par de solugoes linearmente independentes da EDL associada a esta equagao
caracteristica. Isto demonstra o teorema
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5 Espago solu¢ao de uma EDL

Uma EDL homogénea de ordem n tem no mdximo n solugoes linearmente
independentes e a solugdo geral da equagdo homogénea é o espago vetorial gerado
pelas solugoes linearmente independentes.

Rigorosamente falando os exercicios que precederam o teorema nao contém
a demonstragao do mesmo. Por exemplo apenas conseguimos construir solugoes
linearmente independentes, que geram um espago vetorial de solugoes da EDL.
Nao ha nada nos cdlculos que fizemos acima que nos garantam que nao ha
solugdes diferentes das que encontramos.

Entretanto, pelo que fizemos na se¢ao anterior, uma EDL se encontra as-
sociada a um operador diferencial linear que é uma transformacao linear e as
solugées da EDL representam o niicleo desta transformagao linear, um espago
vetorial.

Este fato acrescenta um dado para a demonstragao do teorema: “o con-
junto das solugoes de uma EDL é um espago vetorial”, mas ainda nao temos
informagoes suficientes para concluir que se trata de um espago vetorial de di-
mensao finita.

Isto deixa este texto incompleto.

3.3 Representagao matricial de uma EDL

Vamos deduzir nesta segdo um sistema de equagdes de ordem de primeira

ordem que representa uma EDL de ordem n.

Os exercicios seguintes contém a parte laboratorial que vai nos conduzir ao
teorema principal desta segao.

Exercicios 14 Sistema de equagoes associado a uma EDL

1. Acrescentando uma varidvel z = y' deduza um sistema de equagées dife-
renciais lineares de primeira ordem equivalente a

azy” + a1y’ +agy =0
2. Mostre que o sistema associado com a equagio
" /
azy” + a1y’ +apy =0
tem duas solugoes linearmente independentes bastando apenas que as # 0.

3. Acrescentando as varidveis z =y’ ; w = 2’ deduza wm sistema de equagoes
diferenciais lineares de primeira ordem equivalente a

"

azy” + azy” + a1y’ +apy =0
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4. Mostre que o sistema associado com a equag¢ao

asy” + azy” + a1y’ + agy =0
tem trés solugoes linearmente independentes bastando apenas que az # 0.

5. Faga uma hipdtese generalizando os resultados das questoes anteriores
para a EDL homogénea

apy™ 4. 4 asy” +ary +agy =0

3.3.1 Solugao dos exercicios

1. Com z =y’ podemos escrever:

a?’ +ary’ + apy =0 (3.71)
z=y (3.72)
ou equivalentemente
ax?’ + a1y = —apy (3.73)
y =z (3.74)

de onde deduzimos o produto de matrizes:

em que A, B sdo matrizes 2 x 2.

A matriz B é uma matriz diagonal cuja determinante somente serd zero
se ap = 0 em cujo caso temos um sistema de equagdes mais simples para
resolver.

2. O determinante do sistema associado com a equacao asy” + a1y’ +aoy = 0
é asy e sendo diferente de zero diz que o espago solucdo tem dimensao dois.

3. Com z =y’ ; w= 2 podemos deduzir de azy"” + a2y” + a1y’ + apy =0

azw’ + azz’ + a1y’ + apy =0 (3.79)
z=y ;s w=2 (3.80)
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ou equivalentemente

azw’ + azz’ + a1y’ = —apy (3.81)
y=z;7Z=w (3.82)
a; ax as Y —aoy
1 0 0 2| = z (3.83)
0o 1 0 w’ w
ay a as Yy ! —aoy
1 0 0 z = z (3.84)
0 1 0 w w
0 que nos da um sistema da forma
Au' = Bu (3.85)

em que A, B sdo matrizes 3 x 3.

. O determinante do sistema associado com azy”’ + asy” + a1y’ + apy =
0 é a3 e portanto se az # 0 o sistema terd trés solugdes linearmente
independentes.

. Considere a EDL homogénea a,y™ +. . .4+ay" +a1y'+aoy = 0 com as se-
guintes varidveis auxiliares z,,_1, zn—2, dots, 29 com 2},_; = zp_2,...2] =
20,2, =y e n > 2 entdo podemos re-escrever a equagao como

/ / /o .
Anzh_q + ...+ az] + a12{) = —agy (3.86)

’ ’ !
Znel = Zpy_gy. . 21 = 20,20 = Y (3.87)

e podemos deduzir o sistema de n equagoes:

a ay az - ap
1 0 0 0 o —agy
.. 1 e f
o0 0 : - vd(r))ts (3.88)
0 0 - 1 0 et e
ou equivalentemente
a; az ag --- dn ’
10 0 - 0 Y —aoy
20 20
01 0 - 0 ' | - (3.89)
00 - 1 0 n-2 n-2

Esta matriz tem a sub-diagonal abaixo da principal formada por 1’s e
apenas zeros abaixo desta sub-diagonal portanto o seu determinante vale
Qn,y

isto estd errado, ver porque

Se estivesse certo a matriz do sistema se poderia decompor em blocos
como

a-- an .
3.90
< Zn-1 Op—1 ) (3:90)

em que 7,1 é a matriz identidade de dimensao n — 1 e 0,1 é uma
matriz-coluna de dimensao n — 1.

que se for diferente de zero (o que garante se tratar de uma EDL de ordem
n) terd n solugoes linearmente independentes.

Encontramos assim uma equagao matricial da forma
Au' = Bu
equivalente a equagao diferencial linear.

Este exercicios nos conduziram a um resultado que vamos agora aprimorar.
Primeiro vamos fazer uma sintese do que conseguimos.

A partir de uma equacao diferencial linear de ordem n obtivemos um sistema
de n equagoes diferenciais lineares de primeira ordem. Claro, é preciso salien-
tar que a dificuldade intrinseca da resolugao das equagodes lineares nao ficou
resolvida, uma vez que resolver um sistema de equagoes lineares é equivalente
a resolver uma equac@o polinomial em que grau e ordem comncidem. Mas al-
guma coisa se ganhou, por exemplo agora estamos mais perto de compreender a
questao da existéncia de m ; m < n solugoes linearmente independentes numa
equagao linear de ordem n.

Conseguimos um resultado deselegante e a elegancia dos resultados é um
parametro de certeza em Matemadtica: resultados bonitos provavelmente estao
corretos e vice-versa, um resultado esteticamente comprometido sugere que algo
mais deve ser feito, pelo menos . ..

Sabemos que uma EDL de ordem n equivale a um sistema de equagoes da
forma

Au' = Bu

e vamos ver que podemos fazer desaparecer a matriz B.

Pela construgao feita, apenas substituimos na equagao diferencial de ordem
n inicial a varidvel y a qual se aplicava iteradamente o operador diferencial D
por outras varidveis que guardavam esta operacao num método seqiiencial:

’

20 = =20

isto garante o formato da matriz que obtivemos com segunda sub-diagonal
(abaixo da diagonal principal) formada apenas com 1’s.
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Na primeira linha da matriz se encontram os coeficientes da EDL original
com excec¢ao de um que foi parar na matriz de dados.

A “matriz das varidveis” contem todas as varidveis que precisamos traduzir
sucessivamente as derivadas formando um vetor de dimensao n, a mesma ordem
da equagao primitiva. H& autores que usam um sistema de indices que traduz
isto melhor, e nés vamos chegar no mesmo ponto, come¢amos com um vetor
sem indice e passamos para o vetor de indice zero.

A matriz assim construida tem por equagao caracteristica a equagao carac-
teristica da equagao diferencial (por isto o nome).

Demonstramos assim o teorema:

6 Sistema de equagoes diferenciais lineares

Uma EDL homogénea, de ordem n € equivalente a um sistema de equagoes
lineares de primeira ordem. A equagdo caracteristica da EDL sendo a mesma
equagdo caracteristica da matriz do sistema.

O estudo da matriz A permite uma andlise qualitativa da equagao diferencial.
Isto é estudado no contexto de Sistemas Dinamicos que vai ser o assunto do
proximo capitulo deste livro.

Solugao da equagdo linear de primeira ordem nao homogénea y’ + p(z)y =
q(x)
y = Cexp(—P(z)) + exp(—P(z))/q(z) exp(P(x))dz (3.91)

Gréficos de curvas.

3.4 Solugoes e graficos.
1. Resolva e faga os graficos de algumas curvas-solucao:

(1+ 2%y + 22y = 327

3.5 Problemas.

1. dinamica de fluidos I

(a) Considere dois depdsitos idénticos, D1, Da, e que o liquido contido
em D; vaza para D, a uma velocidade que ¢é proporcional (dire-
tamente) ao volume V;(t) do liquido contido em D;. Suponha que
inicialmente Dy esteja vazio e seja V;1(0) o volume inicial em Dj.
Encontre a equagao do volume do liquido V5(¢) no depésito D> no
instante ¢ considerando que também o liquido em D, vaza com velo-
cidade proporcional ao volume contido no depésito.

(b) Faga o grafico da solugdo da equagio anterior.

=
o)

Expresse a equagao do fluxo do liquido de D; para D em termos da
altura = de D;.
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2. dindmica de fluidos II

(a) Considere dois tanques, A, B. O tanque A contendo dgua salgada a
razao de 10 Kg de sal por 100 litros d’dgua e o tanque B inicialmente
com 100 litros de 4gua pura. Suponha que a dgua do tanque B esteja
vazando a velocidade de 3 litros por minuto enquanto que a dgua do
tanque A esteja vazando para dentro do tanque B & velocidade de 5
litros por minuto. Quantos quilos de sal se dissolvem no tanque B
depois de uma hora? Suponha que as solugdes sejam homogéneas e
que a capacidade do tanque B suporte todo o liquido que flui de A.

(b) Faga o grafico da solugao da equagio anterior.
3. dindmica biolégica O peso de um certo animal cresce & razao
w'(t) =Cs(t) — K (3.92)

em que s(t) ¢ a quantidade de alimento que o animal recebe e K, C sao
constantes especificas da raga do animal.

(a) Suponhamos que s(0), w(0) sejam positivos e que se s(t) se tornar
zero em algum ponto ¢y se tornard zero dai em diante. Descreva com
suas palavras o que signfica isto.

(b) Que pode significar (descreva com suas palavras) se w(t1),t; > 0 se
anular (e entdao deverd continuar nulo daf em diante.

(¢) Quanto mais o animal pegar peso, mais ird comer (sindrome dos
gordos) e vamos supor que s'(t) = As(t) — Bw(t) duas constantes
observédveis que dependem da raca do animal. Descreva com suas
palavras o que esta equagao expressa.

(d) Mostre que se A> — 4BC' < 0 entdo o animal ird morrer de fome
depois de alguns ciclos de dieta ou excesso alimentar.

3.6 Equacgoes diferenciais lineares de primeira
ordem II.

Solugao.
: Solugdo da equagao linear de primeira ordem nao homogénea
'+ p(@)y = q(w).
y=Ce P =P /q(z)eP(’”)dz (3.93)

Grificos de curvas.

3.6.1 Solugoes e graficos.
1. Resolva e faga os gréficos de algumas curvas-solugao:

(1+2%) y + 2zy = 32>
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Solugao 28 Colocando a equagdo no formato padrao:

2z _ 3a?
1+ a2 V= 1+a?

Y+
calculando a integral

P(z) = /Ip(z)dz = /idz =In(1+2%) = In((1+2?)).

1422

Assim exp(—P(x)) = 5z 5 exp(P(x)) = (14 a?). Colocadas estas ex-
pressoes na formula (eq. , 3.105) temos:

C+a?
y = fo(r) = e

da qual faremos alguns grdficos para distintos valores de C' usando Gnu-
plot a partir de um programa em Python. Nao custa nada analisarmos a
expressao de y = fc, para uma previsao dos resultados dos grdficos. O
denominador € positivo, estritamente, o torna o dominio da equagio o
conjunto de todos os nimeros reais. Como o numerador € um polinémio
de grau maior, seu comportamento no infinito é dominante e os grdficos
terao a primeira bissetriz como assintota no infinito. O comportamento
perto de zero depende do valor de C. Se C =0 o grdfico é semelhante ao
de y = x%. Se C # 0 haverd duas variantes de grdficos consoante C' seja
positivo ou negatiwo. Veja a figura (fig. , 3.6), pdgina 117, em que se tem
o grdfico dum conjunto de solugées quando a constante de integragdo varia
entre C' = —10 ¢ C' =10 com passo 0.1. Na figura (fig. 3.7), pdgina, 118,
se tem o grdfico da curva correspondente a C' = 10 enquanto na figura
(fig. 3.3), pagina 112, temos o grifico quando a constante é: C = 5.

3.6.2 Problemas.

1. Considere dois depésitos idénticos, D1, D2, e que o liquido contido em D, vaze

para Dy a uma velocidade que é proporcional (diretamente) ao volume Vi (t) do
liquido contido em D;. Suponha que inicialmente Ds esteja vazio e seja V1(0)
o volume inicial em D;. Encontre a equagiao do volume do liquido V2(¢) no
depésito D2 no instante ¢ considerando que também o liquido em Ds vaza com
velocidade proporcional ao volume contido no depésito.

Solugao 29 Vamos resolver a questdo num cendrio mais geral em que
o depdsito Dy ndo se encontre vazio e contenha um liquido diferente do
vaza de Dy. Tiraremos a solu¢do da questio como um caso particular. A
velocidade com que o liquido vaza do depdsito Dy é Vll =—kiVi(t) ; k1>
0, portanto a velocidade decresce proporcionalmente ao volume do liquido.
A constante k1 € especifica do liquido e corresponde a sua viscosidade que
fard com que o liguido flua mais ou menos rapidamente, (ou em outras
palavras, corresponde a energia interna do liquido e correspondente adesao
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constante C (- [-10, -10]; x (- [-10, 10]

I
‘eix00X’
‘eixo0Y’

-5 0 5 1

Figura 3.1: Solugdo com a constante C' € [—10, 10]passo0.1.

entre as moléculas). Identicamente, VZ’ = —koVa(t) ; ko > 0, entretanto,
agora, com o acréscimo de velocidade do vazamento que vem de Dy, logo,
corrigindo:

Vo = —kaVa(t) = V{5 (3.94
Vo = —kaVa(t) + k1Vi(t) 5 ko, k1 > 0.

Precisamos de resolver em cascata duas equagoes diferenciais, um sistema
de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem:

VI(t) = —k1Va(t)
{ Vi = —kaVa(t) + ka Vi (1) (3.96)

Resolvendo a primeira:

VI(t) = —kaVi(t) <0 = Vi(t) = Cre ™! (3.97)
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constante C =10 x (- [-10, 10]

10 I—
‘eixo0X’
‘eixo0Y,
5 .
0
5t
-10 | |
-10 -5 0 5 1

Figura 3.2: Solucao com a constante C' = 10.

em que Cy = V1(0) € o volume inicial do primeiro depdsito. Agora temos
uma equagao diferencial de primeira ordem completa para resolver:

Vo () + kaVa(t) = kaVa(t) = kaCae™ht; (3.98)

V3 (1) + kaVa(t) = k1Cre it (3.99)

Integrando® p(t) = ko = P(t) = kot +C. A solugdo da equacdo diferen-
cial serd entdo:

Va(t) = Ce %2t 4y CyeFet /e“frkl)‘dt = (3.100)

ki C
= Ce ket 4 L kit
Ce + - kle ;

6p,q sdo os coeficientes da equagio linear escrita em sua forma padrio, consulte a lista de
exercicios anterior.

(3.101)
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constante C (- [-20, -10]; x (- [-10, 10]

-10 -5 0 5 1

Figura 3.3: Solugao com a constante C' = 5.

CeR; ki, ko, Ch e RTT. (3.102)

Vemos que a solugio ¢ uma combinagdo linear das fungoes e~ *1t, e=k2t,

Um problema ocorre se as duas constantes ky, ko forem iguais. Estas cons-
tantes representam o coeficiente de viscosidade do fluido e se forem iguais
corresponde a formulagdo do problema em que Do se encontre vazio ou
contenha o mesmo liquido que Dy, portanto nao hd duas constantes di-
ferentes de viscosidade. Neste caso as duas exponenciais multiplicadas
dentro da integral colapsam para a constante 1.

O caso em que ki = ko.

Temos a equagao:
Vy + kVs = kCre™™ 5 Cy = V4(0),
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cuga solugao serd, (substituindo na férmula):
Vo = Ce™® 4 kCite™ ; C € R, k1, ks, C1 € RTH.

Grdficos das curvas solugdo.

Nos grdficos 3.9, pagina 122 fizemos a simulagao variando o volume do se-
gundo depdsito Da sob a hipdtese de que ele contivesse um liquido diferente
do outro. Neste caso dois coeficientes de viscosidade foram considerados.
Nos grdficos (fig. 7?) (fig. 77) , pdginas ??, 77, fizemos a simulagdo va-
riando o volume do sequndo depdsito Dy mas agora sob a hipdtese de que
este sequndo depdsito contivesse o mesmo liquido que o primeiro, con-
seqiientemente o coeficiente de viscosidade é o mesmo. Como um caso
particular se obtém a questao do exercicio, quando C = 0.

cl= 100, c2=100.. 0, k1=1,k2=2
200 T T T

"edo06.data2"

Figura 3.4: Constantes de viscosidade k; = 0.5,k2 = 0.7 e volumes iniciais
C7 =100,C5 = 100..0.
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2.

w

Faca o grafico da solugao da equagao anterior.

Solugao 30 Ver grdficos pdginas 77 e 122

. Considere dois tanques, A, B. O tanque A contendo dgua salgada a razao de 10

Kg de sal por 100 litros d’dgua e o tanque B inicialmente com 100 litros de dgua
pura. Suponha que a dgua do tanque B esteja vazando a velocidade de 3 litros
por minuto enquanto que a dgua do tanque A esteja vazando para dentro do
tanque B a velocidade de 5 litros por minuto. Quantos quilos de sal se dissolvem
no tanque B depois de uma hora? Suponha que as solugdes sejam homogéneas
e que a capacidade do tanque B suporte todo o liquido que flui de A.

Solugdo 31 O tanque B recebe do tanque A %Skg/min = 0.5kg por

ina e perde s azd o 3 i
minuto, e perde sal a razdo de 100+2tv(t)kg/mln.

Assim a velocidade com que o sal se dilui no tanque B é:

3
V() =0.5— ———(t
V') ESTA
e colocando esta equagdo diferencial na forma normal temos:
3
4+ — =0,
v+ 100+2tv 0.5
cuja solugao é:
o) = —C 1 30 210
v(t) Toosant + Toem? J0.5(100 + 2t)2dt (3.103)
_ _ c ;
=(t) = Govsand +0.1(100 + 2t) (3.104)

As curvas solugoes sao de dois tipos:

(a) Quando C =0 a reta de equagio y = 0.2t + 10.

(b) Quando C # 0 é uma hipérbole de grau fraciondrio %, logo com uma
raiz quadrada, portanto, com dominio restrito at > —50. Ver grdficos
abaizo.

Determinagao da solugao particular.

Para determinar uma solug¢ao particular da equagdo temos que encontrar
o wvalor da constante C' que corresponda a esta solugao particular o que
se faz com o uso da condi¢io inicial v(0) = 0 correspondente ao volume
zero inicial de dgua no tanque B:

c C

U(O):m+0.1*100:m+10:0 = C = —10000.

. Faga o grafico da solugdo da equagdo anterior.

Solugao 32 Nos grificos paginas 7?7 e 115, usamos as constantes C =
—10000, (graf. , ??7) e C' =10000 no (graf. , 3.5).
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Constante C = 10000
30 T T T T T

T
‘data’

20 —

15 —

-20 -15 -10 -5 o 5 10 15 20
Figura 3.5: Quando C = 10000

3.7 Solugoes e graficos.

A solugdo que a sequir apresentamos de alguns exercicios é um complemento aos
proprios exercicios que entendemos serem item de laboratdrio em que vocé ganhou
wma experiéncia concreta no trato com as equagées diferenciais.

Ao resolvermos as questées da lista de exercicios acima, iremos construir alguns
grdficos com o intuito de lhe passar o significado da solugdo de uma equagdo diferencial,
uma curva, que responde a uma condicdo inicial, portanto, entre a infinidade de
solugoes que tem uma equagao diferencial, existe em geral uma “pequena” familia
de curvas que responde ds condigbes de um determinado problema. Em geral nao é
uma solugdo tnica que se procura, mas uma familia que depende um pardmetro e este
pardametro varia dentro de um intervalo admissivel.

As palavras chave desta se¢ao sao: familia de curvas, familia dependente de parametro,

compreender o significado destas palavras, dentro do contexto.
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Alguns valores que atribuimos & condi¢ao inicial por alguma razdo ligada ao pro-
blema que estamos estudando, representa o parametro que varia e define uma familia
que depende de um parametro.

Claro, onde falamos de condigao inicial muitas vezes se fala de condigoes de fron-
teira em equagées diferenciais de ordem maior.

A wariagio da condigao inicial representa um processo experimental em que o pes-
quisador toma decisoes, lisando o compor nto de uma familia de curvas procu-
rando aquela que melhor se adapte as condi¢ées do problema que ele precisa resolver.

Os grdficos foram feitos com Gnuplot depois de criada uma tabela com um programa
em Python, num ambiente de trabalho Debian GNU/LinuX rodando num processador
Athlon 2.0 GHz

Solugdo da equagdo linear de primeira ordem ndo homogénea y' + p(x)y = q(z)

y = Cexp(—P(z)) + cxp(fP(z))/q(z) exp(P(z))dx (3.105)
Grificos de curvas.
1. A solugao e graficos de algumas curvas-solugao de
(1+22) ¢ + 2zy = 322
Solucao 33 Colocando a equagdo no formato padrao:

y 22 o 3a?
YT 2V T 1y

calculando a integral

P(x) :/p(x)dx = /%dw =ln(1 + 7).

Assim exp(—P(x)) = ﬁ i exp(P(z)) = (14 22). Colocadas estas ez-
pressoes na formula (eq. , 3.105) temos:

y=Jfol@)=1—%

da qual faremos alguns grdficos para distintos valores de C usando Gnuplot
a partir de um programa em Python. A representacdo grdfica das solugées
de equagoes diferenciais, representam, muitas vezes, o método de escolha
da condigao inicial.

Vamos representar graficamente a expressio de y = fc, para wma previsao
dos resultados dos grdficos. O denominador é positivo, estritamente, o
torna o dominio da equagdo o conjunto de todos os nimeros reais. Como o
numerador € um polindmio de grau maior, seu comportamento no infinito
é dominante e os grdficos terdo a primeira bissetriz como assintota no
infinito. O comportamento perto de zero depende do valor de C. Se C' =0
o grdfico ¢ semelhante ao de y = 2°. Se C' # 0 haverd duas variantes de
grdficos consoante C' seja positivo ou negativo. Veja a figura (fig. , 3.6),
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pagina 117, em que se tem o grdfico dum conjunto de solugoes quando a
constante de integracdo varia entre C = —10 e C' = 10 com passo 0.1. Na
figura (fig. 3.7), pdgina, 118, se tem o grdfico da curva correspondente a
C =10.

constante C (- [-10, -10] ; x (- [-10, 10]
T T

10

'eix00X’
'eix00Y,
&
sl 4
0
51 4
10 I I
-10 -5 0 5 1

Figura 3.6: Solugdo constante k1 = 1; k2 = 2;C2 € [-10, 10]; passo = 1.

2. Considere dois tonéis A,B contendo dleo e que ambos os tonéis estejam
vazando seu contetido numa razao que é proporcional ao volume do 6leo.
Chame de K esta constante de proporcionalidade que é especifica do 6leo.
Além disto assuma que o conteido de A vaza para dentro de B e que B
se encontrava inicialmente vazio,

Va(0) =ao #0; Vg(0) =0
Calcule o volume V() ; t > 0.

Solugao 34 Como o volume estd dimininuindo entdo a velocidade é ne-
gativa:

Vi(t) = —KVa(t) — Va(t) = agexp(—Kt)
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constante C =10 x (- [-10, 10]

eix00X”
EXOOY

Figura 3.7: Solugao com a constante C' = 10;z € [—10, 10].

Vi(t) = —KVi(t) — KVa(t) = —K(Vi(t) — apeap(—Kt))
Vi(t) + KVp(t) = agKexp(—Kt)
p(t) = K; P(t) = Kt;q(t) = agKexp(—Kt)

Va(t) = ezp(—P(t))j apKexp(—Kt)exp(P(t))dt

V() = exp(—P(1)) [ aokdt

Vi(t) = exp(—P(t))aoK (t - to)
to=0-—Vp(t) = 4&12(5&))

3. Considere dois tanques, A,B. O tanque A contém 1000 litros de dgua

salgada na proporc¢ao de 4kg de sal por 100 litros d’dgua, enquanto que o
tanque B tem 1000 litros de dgua pura.

A dgua do tanque A é derramada no tanque B num fluxo de 13 litros por
minuto enquanto que a dgua do tanque B é derramada n’outro tanque num
fluxo de 10 litros por minuto. Quantos quilos de sal se dissolvem no tanque
B ao final de uma hora ? Suponha que as solugoes sejam homogéneas e
que a capacidade do tanque B suporte todo o liquido que flui de A.

Solugao 35 O tanque B recebe sal num fluzo constante de 0.52kg/m
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constante C (- [-20, ~10]; x (- [-10, 10]

eix00X
o

Figura 3.8: Solugao com a constante C' € [—20, —10]; passol.

equivalente ao fluzo do sal que sai do tanque A:

13
40kg—— = 0.52k
97000 9
e perde sal em forma diretamente proporcional ao fluzo da dgua que dele

vaza, 10 litros por minuto e inversamente proporcional d quantidade de
5 (t)

. 1 . 10,
dgua que nele se encontra, Tooo—(3=T0)¢ s quer dizer Tooo—sz Portanto
108()
S'(t) = 0.52kg/m — mkg/m

O volume de sal S(t) perdido pelo tanque B a razao m

S'(t) + 2250 — .52

1000—3t
p(t) = o0z ; a(t) = 0.52
P(t) =

. Considere dois depésitos idénticos, D1, D2, e que o liquido contido em D; vaze
para D> a uma velocidade que é proporcional (diretamente) ao volume Vi (t) do
liquido contido em D;. Suponha que inicialmente Dy esteja vazio e seja Vi(0)
o volume inicial em D;. Encontre a equagdo do volume do liquido V2(¢) no
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dep6sito D2 no instante ¢ considerando que também o liquido em D> vaza com
velocidade proporcional ao volume contido no depdsito.

Solugao 36 Vamos resolver a questao num cendrio mais geral em que o
depdsito Dy nao se encontre vazio e contenha um liguido diferente do que
vaza de Dy. Tiraremos a solu¢do da questao como um caso particular.
A welocidade com que o liqguido vaza do depdsito Dy é

Vi = —kVa(t) 5 k1 >0,
portanto a velocidade decresce proporcionalmente ao volume do liquido.

A constante ky € especifica do liquido e corresponde a sua viscosidade
que fard com que o liguido flua mais ou menos rapidamente, (ou em ou-
tras palavras, corresponde a energia interna do liquido, a adesdo entre as
moléculas).

Identicamente, , ,
Vo = —kaVa(t) + V1 ; k2 >0,

agora com o acréscimo de velocidade do vazamento que vem de Dy, logo,

Vy = —kaVa(t) + V, ; (3.106)
Vy = —koVa(t) + k1 Va(t) 5 ko, k1 > 0. (3.107)

Precisamos de resolver em cascata duas equagoes diferenciais, um sistema
de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem:

Vi) =—-kVi(t)
{02000 ko (3109
Resolvendo a primeira:
VI(t) = —kVi(t) = WVi(t) = CreM (3.109)
C1 = Vi(0) (3.110)

em que Cy = Vi(0) é o volume inicial do primeiro depdsito. Temos uma
equagdo diferencial de primeira ordem completa para resolver:

V(1) + kaVa(t) = ki Vi (t) = b Cre*1t; (3.111)
Vy (1) + kaVa(t) = ki Cre~ k1t (3.112)
Integrando”

p(t) =ks = P(t)=kat+C q(t)=kCie™™"  (3.113)

"p,q sio os coeficientes da equagio linear escrita na forma padrio.
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A solugdo da equagdo diferencial é

Va(t) = ki Cre=2t [ elkz=h)sgs = (3.114)
ki Crebat €200 4 Oy Crehet = (3.115)
ki Cy s + Chy Crehat (3.116)

Se as duas constantes ki, ko forem iguais, na equagdo (eq. 3.115 as duas
exponenciais multiplicadas dentro da integral colapsam para a constante 1
0 que nos dd a solugao

by Crae 2

Observagao 2 Quando as duas constantes ki, ko forem iguais

Um problema ocorre se as duas constantes ky, ko forem iguais. Estas cons-
tantes representam o coeficiente de viscosidade do fluido e se forem iguais
corresponde a formulagdo do problema em que Do se encontre vazio ou
contenha o mesmo liquido que Dy, portanto nao hd duas constantes di-
ferentes de viscosidade. Neste caso as duas exponenciais multiplicadas
dentro da integral colapsam para a constante 1.

O caso em que k1 = ks.

Temos a equagao:

Vy +kVa = kCre " ;01 = 14(0),

cuga solugao serd, (substituindo na férmula):
Vo= Ce ™ + kCite ™™ ; C € R ki, ks, C1 € RTE.

Grdficos das curvas solugao.

Nos grificos 3.9, pagina 122 fizemos a simula¢do variando o volume do se-
gundo depdsito Do sob a hipdtese de que ele contivesse um liquido diferente
do outro. Neste caso dois coeficientes de viscosidade foram considerados.
Nos grdficos (fig. 7?) (fig. ??) , pdginas ??, ??, fizemos a simulagao vari-
ando o volume do seqgundo depdsito Dy sob a hipdtese de que este sequndo
depdsito contivesse o mesmo liquido que o primeiro, conseqiientemente o
coeficiente de viscosidade é o mesmo. Como um caso particular se obtém
a questao do exercicio, quando C = 0.

. Faga alguns gréficos para solugoes das equagoes diferenciais acima.

Solugao 37 Ver grdficos paginas 7?7 e 122

121

c1= 100, c2=100.. 0, k1=1,k2=2
200 T T T

“edo06.dataz"

Figura 3.9: Constantes de viscosidade k1 = 0.5,k2 = 0.7 e volumes iniciais
Cy =100, Cs = 100..0.

6. Considere dois tanques, A, B. O tanque A contendo dgua salgada a razao de 10
Kg de sal por 100 litros d’dgua e o tanque B inicialmente com 100 litros de agua
pura. Suponha que a dgua do tanque B esteja vazando a velocidade de 3 litros
por minuto enquanto que a dgua do tanque A esteja vazando para dentro do
tanque B a velocidade de 5 litros por minuto. Quantos quilos de sal se dissolvem
no tanque B depois de uma hora? Suponha que as solugoes sejam homogéneas
e que a capacidade do tanque B suporte todo o liquido que flui de A.

Solugao 38 O tanque B recebe do tanque A l%Skg/min = 0.5kg por

minuto, e perde sal a razao de 100:121"(1)169/"”‘”‘

Assim a velocidade com que o sal se dilui no tanque B é:

3
') =05 - ———(t
Vi) =05 = g
e colocando esta equagdo diferencial na forma normal temos:
3
o ———v=05
T
cuja solugao é:
=—C 4+ 1 [0.5(100+2t)2dt = A1
v(t) Gonsan? + Gonrand J0.5(100 + 2¢)=dt (3.117)
=u(t) = —%— +0.1(100 + 2¢ 3.118
u(t) Toosa ¥ +0.1(100 + 2t) ( )
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As curvas solugoes sao de dois tipos:

(a) Quando C =0 a reta de equagio y = 0.2t + 10.

(b) Quando C # 0 é uma hipérbole de grau fraciondrio % logo com uma
raiz quadrada, portanto, com dominio restrito at > —50. Ver grdficos
abaizo.

Determinagdao da solugao particular.
Para determinar uma solug¢ao particular da equagdo temos que encontrar
o wvalor da constante C' que corresponda a esta solugao particular o que
se faz com o uso da condigio inicial v(0) = 0 correspondente ao volume
zero inicial de dgua no tanque B:

+ 0.1 %100 = i +10=0 = C = -10000.

c
v() = To00 1000

. Faga o gréfico da solugdo da equagao anterior.

Solug.' . Constante C = 10000 5, ; ; stantes C —
—10000, (graf. , 8.5) e C = 10000 no (graf. , 3.5/
25 -
20 R |
15 - -
10 - -
S| ]
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-20 -15 -10 -5 o 5 10 15 20

Figura 3.10: Quando C = 10000
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3.8 Exercicios - sistemas lineares

[
. Encontre um sistema de equagoes de primeira ordem que seja equivalente
a equagao
dy dy 0
dz®  dx
e resolva a equagao
Solugao:
d
o, (3.119)
d? 216
& _y=124 (3.120)
By d o
b= —w (3.121)

Este sistema pode ser escrito na forma matricial como:

v\’ y
z =A z (3.122)
w w

01 0
A= o0 0 1 (3.123)
01 0

Calculando as poténcias de A com scilab.

A = [0,1,0; 0,0,1;0,1,0]

A =
! [ 1. 0. !
! [ 0. 1.0
! [ 1. 0. !
—=>A*A

ans =

! [ 0. 1.
! [ 1. 0. !
! [ 0. 1.

ans =
o 1. 0. !
o 0. 1.t
o 1. 0. !

e vemos que A

coco
oro

= o
~—
——

ot

c oo
- o
oro
~——
—
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que sdao duas matrizes linearmente independentes entao as somas parciais da série de

poténcias

PR = B o 0 T
0 1 Z = I P2 S 0 (3.125)
Y = B 0 0 T

2.
3.
Exercicios 15 Equacoes diferenciais lineares
1. Equagoes de Bernouilli
2. Considere o ¢ {0,1} e uma equagdo da forma
y' = a(@)y +ba)y”
em que a,b sdo fungées integrdveis. Transforme esta equagdo em
Yy~ = a(z)y' +b(2).
Dividindo por y* e verifique que resulta numa equagao é da forma
2 =a(z)z +b(z)
Encontre a solugdo.

Solugao 1

Yy~ =a(z)y' " +b(x)

sez =y~ entdo 2’ = (1 —a)y~*y'

2 =a(x)z + b(z)
é uma equagao dif. linear nao homogénea de primeira ordem.
3. Equagoes de Ricatti As equagoes de Ricatti sao as equagies da forma

Y+ a(z)y? + b(x)y + c(z) =0

Mostre que se conhecermos uma solugao particular, yo da equacdo de Ri-

catti, a substitui¢ao
Y=Y t+z

a transforma numa equacao de Bernouilli.
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Solugao 2

(yo +2)" +a(@)(yo + 2)* + b(x)(yo + 2) + c(2) = 0
yh + 2+ a(z) (Y2 + 2yoz + 22) + b(x)yo + b(x)z + c(z) =0
yo + a(x)yd + b(x)yo + c(z) + 2" + 2a(z)yoz + a(z)2? + b(z)z
2 4 2a(2)yoz + a(x)z? + b(z)z = 0
2"+ (2a(z)yo + b(z))z + a(x)22 =0
2+ A(z)z + B(z)z2 =0

=0

sendo a ultima equag¢ao uma equacao de Bernouilli com o = 2.

(a)
(v)

. Escreva o sistema linear associado a cada wma das equagoes abaizo e o
resolva.
ay"+y' +y=0  b)y"+y=0 ¢)—y" =2y =3y =0
a)y" =0 ey’ +y =0 Ny =y —y=0
gy +y" +y=0 hy"+y +y=0 i)3y" + 2y +y=0

j)y”+2y'+3y:0 k)y///_y//_y/_y:[] l)y///:(]

. Fator integrante

(a) Nas equagoes sequintes, substitua y — z = py e desenvolva a ex-
pressao:

Y +p@)y=qle) ' +alz)y +b@)y=d(z) alx)y +b(z)y = c(z)

Ezaminando, em cada caso o resultado, faga hipdtese sobre o fator
de modo a reduzir a equag¢do a um formato mais simples.

observagao Nao se preocupe, neste momento na resolugao das equagoes,
elas voltarao a aparecer mais a frente quando estes cdlculos serao

aproveitados.
Solugao 3
y = (uy) =y +p(@)y = q(a) (3.126)
(1y)' + p(a)py = 'y + py' + plx)uy = q(z) (3.127)
(Wp(x)wy + py' = q(x) (3.128)
y = (uy) = y" +a(@)y’ +b(a)y = d(z) (3.129)
(k)" + alz)(py) + b(z)py = (3.130)
Wy +py') +al@)(W'y+py') + b(x)py = (3.131)
W'y + 'y + 'y + oyt a(@)(W'y + py') + by = (3.132)
(W +a(@)p’ +b(@)p)y + 2u + p)y' + py” = d(z) (3.133)
y = (ny) = a(@)y’ + b(x)y = c(z) (3.134)
a(@)(uy) +b(@)uy = a@)(W'y + py') + b(z)py = (3.135)
(a(@)p’ +b(@)p)y + py' = c(x) (3.136)
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Fazendo a hipdtese

i. Wp(x)p =0 caimos na equagio mais simples
ny' = q(x).
. (" +a(x)w +b(x)u =0 caimos na equagdo mais simples
@'+ wy' + " = d(x)

e se for possivel adicionar a hipétese 2p' + p = 0 caimos ainda
na equagao ainda mais simples

ny' = d(x)
iii. a(z)p' + b(z)p = 0 caimos na equagdo mais simples
ny' = c(z)
Na equagdo y' + p(z)y = q(x) substitua y := (z = py) e verifique que
a hipdtese “u é solugao da equacao linear homogénea de primeira
ordem “ conduz a uma equagéo a varidveis separdveis. Calcule p.
Solugao 4
2+ pa)z = q(x) = (ny)' + p(e)(wy) = q(z) =
= 'y + py +pla)py = q(v) =
=W +p@)wy + py' = qlx) =
=y =q@) =y = — = [ Wi — o=y

Como p € uma solugao da homogénea associada, por hipédtese, (sem-
pre eziste), entao
WA p@)p=0= L = —p(z)
In(p) = —P(a) = p=e @
@
p=eP@ Pla)= [p(t)dt
£
Substituindo na dltima equagao do bloco anterior temos:

2=y =p [ q()ePVdt

£

z
Ynh = 2 = ELP [ Q(f’)ep(t)dt
3

Sendo a ultima linha acima uma solugao particular da equagio com-
pleta.
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A solugao geral da equacao diferencial linear de primeira ordem é:
y = Cyn + Ynn em que yp, representa uma solu¢io da homogénea e
Ynh representa uma solugao da nao homogénea:

= . .
c. 1 P(t 1 P(t _ 1 P(t
y= E—P+c—/q(t)s Mgt = c—P(C-F(/q(t)e Wty = C—P/q(t)s ®) gt
& 1 &
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(¢) Aplique a hipdtese enunciada acima sobre u e resolva a equagio re-
sultante®

# +p(2)z = q()

Se convenca que vocé resolver a equac@o original
v +p@)y = q(x).

Solugao 5 Com a hipdtese de que p seja solug¢ao da equagao homogénea
associada, transforma a equagdao geral em ‘varidveis separdveis:

2+ p(x)z = q(z) = (ny) + p(x)(ny) = q(x) = (3.137)
= Wy +py' +p(2)py = gq(z) = (3.138)

= (W +p@)wy + py' = q(z) = (3.139)

=uy =qz) =y = q((;; = (3.140)
=>y=[ Lt (3.141)

py = [ Wat (3.142)

Como p é uma solugao da homogénea associada, por hipdtese, (sempre
existe), entao

p A+ p(a)p =0 — £ = —p(x)
In(p) = —P(x) — p=e @

p=eP@; P(z) = fp(t)dt
Substituindo na dltima equagao do bloco anterior temos:

P
z=py=p f q(t)e”Mat

=
ynh:Zzplﬁfq P“
o

Sendo a dltima linha acima uma solugao particular da equagao completa.

A solugdo da equagdo original € entao

y:l/@dt = e P@
pl p

8o fator /v obtido de acordo com a hipétese feita na questdao anterior, se chama fator
integrante.
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sendo P uma primitiva particular de p, o coeficiente da equagao original.

Isto pode ser verificado por inspe¢ao direta:

N (t) .
testando a solugdo p [ hdt (3.143)
(1 f Lty + p(ay [ Lt = (3.144)
como p' = —p(x)p e ([ 1§ q(') ydt) I>) (3.145)
Y [ Bt + p L 4 p(a pf‘?T”dt =q(x) (3.146)

6. Verifique, por inspecgao direta, que a combinagdo linear
Ce™P@) 4 ¢=P@) /'q(z)eP(’)dz

ésolugdo da equagdo diferencial linear completa de primeira ordem z' +
p(x)z = q(2).

7. Resolva as equagoes seguintes, diretamente, sem uso da féormula:
Y +aty=a"; y’+%=w2 Py +ay =a?
indicando o dominio de validade da solugado.

8. Teste a corre¢ao das solugoes encontradas na questao anterior usando a
formula.
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Capitulo 4

Solugoes aproximadas de
Equacoes Diferenciais

| Vou colocar as solugdes aproximadas usando séries e splines

4.1 Solugoes splines de equagoes diferenciais or-
dinarias
A solugao de uma equagdo diferencial ordindria é uma familia de curvas con-
tida em uma variedade de dimensao 2, 2 C R"™ que chamamos de dominio da
equacao:
dominio da equagéo 2 C R™ ; dimenséo 2;
t € [a,b] — zs(t) C Q; uma orbita
T'={as(t); se I} CP(Q) (4.3)
em que
e conjunto de indices / é um intervalo aberto da reta, usado aqui como um

conjunto de indices da familia;

e intervalo de parametrizagao [a, b] ¢ o intervalo de parametrizagao comum
a todos os membros da familia de curvas,

satisfazendo ao Teorema de Existéncia e Unicidade, ver [2], garantindo que nao
ha duas curvas da familia I' passando por um ponto da regido €.

Nestas condigdes, ao usarmos um intervalo aberto da reta estas afirmagoes
equivalem a dizer que a reunido sobre todos os membros (curvas) da familia I' é
a variedade (2 em outras palavras as solugoes da equagao diferencial representam
uma fibragao da variedade €. Ainda, o conjunto das curvas é uma parti¢ao da
variedade €2, as érbitas, as curvas-solugao, sao classes de equivaléncia.
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Se considerarmos um intervalo fechado como conjunto de indices isto conduz
a que variedade € tenha uma borda e consequentemente esta borda deve ser uma
solucao, provavelmente singular, da equagao diferencial, preferimos considerar,
como caso geral, o conjunto de indices sendo um intervalo aberto.

Considere uma equagao diferencial ordindria

F(t,z(t)) =0 (4.4)
em que F' expressa as relagdes entre as componentes da curva « em termos de

suas derivadas.
Dado um ponto P = (ay,...,a,) €  se pudermos determinar uma curva

[a,b] 3 to = x4, (to) = P €Q (4.5)
so€l; xs, €y

passando por P, diremos que resolvemos o problema com condigao inicial P

F(to,s,(te) =0 P = x5, (to);
{ Pt n(d) = 0 ‘ (.7

em outras palavras, encontramos uma curva da familia I' passando pelo ponto
P.

Resolver um problema com condicao inicial P consiste portanto em encontrar
uma curva-solucao passando pelo ponto P.

Como nao temos meios para resolver este problema um caminho é procurar
solugdes aproximadas, e na préxima se¢ao vou resolver um exemplo usando
uma equagao diferencial que sabemos resolver para usar a solugdo exata na
comparag¢ao com a solugdo aproximada e assim analisar o funcionamento do
método de aproximagao polinomial que estou usando.

4.2 Um exemplo

Considere a equagao
2z — 1)y +y =222 - 1) (4.8)

que é uma equagao linear de primeira ordem a coeficientes varidveis que pode
ser escrita como

y' +q(z)y = p(z) (4.9)
a(#) = o5y 5 ple) = 250y = f(ay) = pla) —q(2)y  (4.10)

Neste caso as curvas-solugao sao os graf(f) em que f é uma integral da
equacao dada. A variedade © ¢é uma regido do plano cuja proje¢io no eixo
OX é o intervalo [a, b] portanto uma faixa do plano. As fungdes-coordenadas de
uma solugao tem por equagoes paramétricas (z, f(z)). Uma aproximagao splines
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deste par de fungdes é uma aproximagao splines de cada uma das coordenadas,
portanto seria

(@, f(2)) = (P1(x), Py(x)) (4.11)

em que Pi, P> na equagao (11) sdo elementos do espago Splz(n —1). No caso da
primeira coordenada todos os “pedagos” coincidem com a funcao do primeiro
grau, a identidade sobre o subintervalo em questao, basta-nos, portanto nos
preocupar com a férmula da segunda coordenada

Suponhamos que uma condigao inicial P = («, §) seja dada para esta equagao
e no intervalo [a, ] tenhamos uma base para Splz(n — 1) em que [a, b] estd no
dominio de validade para esta equagao, por exemplo b < 1.

Considere f € Splz(n — 1) como em [?]

n—1

f= Z nk € Spls(n —1) (4.12)
k=1

em que 7 ¢ a primitiva com condi¢ao —oo de um sinal 2-splines a suporte com-
pacto equilibrado em volta do zero, e n; sdo as translatadas-dilatadas de n tal
que n;c formam uma parti¢io da unidade num aberto que contém [a, b] identi-
camente 1 sobre [a, b].

Suponhamos também que uma condigao inicial seja dada

7 3-splines solugcdo aprozimada

Seja a familia

71,1(11) +a(z1)y1 = p(z1)
ﬁ;;(wk) +q(zk)yr = plax) (4.13)

T/;c(zn) +q(zn)yn = P(In)
gy = PE=m )

q(wy

_ paw)-n(zr) (4.14)

q(zk)

_ plen)=m(zn)
Yo = BT

Vou agora selecionar o par (zx, yx) que esteja mais
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estaciondria, 9
nao homogeénea, 97
ordindria, 4
parcial, 7
equagao caracteristica, 100-102
Equagao caracteristica de grau, 100
equacao diferencial
de primeira ordem, 5
ordinéria, 4
equagao exata, 65
solugao geral, 66
equacao homogeénea, 9
equagoes
classificagao, 3
grau, 5
ordem, 4-6
espago de solugoes
dimensao, 97
estabilidade, vii
exata
equagao diferencial, 66
exato
diferencial, 66

familia
dependente de parametro, 115
familia de curvas, 115
fator integrante, 73, 126
fibragao, 131
figura
braquistocrona, 27, 28
campo vetorial tangente, 78
condi¢ao inicial, 36
diferencial, 64
exatas, 68, 77
familia de circulos, 20

familia de exponenciais, 21
fluxo do rio, vi
foguete
saindo da érbita, 30
trajetéria Terra-Lua, 31
Foguete em érbita, 32
foto do corpo C, 37
gravitagao, 33
hipérboles, 80
parabolas cubicas, 22
parabolas paralelas, 8
retas paralelas, 5
satélite
entrando em érbita, 32
sentido positivo, 51

Taylor, 26
finita
inducao, 93

forma geral
ordem n, 10

fronteira
condigao, 42
condigoes, 42

geral
EDL, 90
global
aquecimento, vii

homoggénea, 9
EDL, 90
equagao, 9
nao, 90

implicita

teorema, 25

teorema da fungao, 14, 82
implicita,fungao

teorema, 25
Implicita, Teorema da Funcao , 63
infinitesimal, 13
inicial

condigao, vi, 17
integracao

constante de, 41
integral

curva, 16
integrante

fator, 126
integrante, fator, 73
intervalo admissivel, 115

Kleper, 24

Laplace
equagao de, 8
Leibniz
fragao de, 14
notagao, 14
linear
equagao diferencial, 90, 126
primeira ordem, 23, 54
operador diferencial, 89
lineares
coeficientes varidveis, 85
equagao diferencial, 86

Marte, vii

modelo
limite inferior, 45
limite superior, 45
validade, 45

nivel
curva, 61, 66
nao homogénea
equagao, 97

ODL, 89, 90, 93
onda
equagao, 10
operador diferencial, 87-89
repr. polinomial, 89
operadores diferenciais, 87
ordem, 5

parametro

equagoes, 91

familia, depende de, 115
parcial

equagao, 7

equagao diferencial, 7
particular
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solugao, vi
Poincaré, v
polinémio

operador diferencial, 89
polinémio caracteristico, 100

queda livre, 41

relégio, vii
Ricatti

equagoes de, 125
Roger, 81

separaveis

varidveis, 18
singular

solugao, 11, 79, 80, 132
sistema

dinamico, v
sistema dinamico, 85
solugao, 17

espago vetorial, 103
stress, 80

Taylor
férmula, 26
tempo
dependéncia, 91
Teorema
da Funcao Implicita, 63
teorema
de existéncia, 95
de existéncia para EDLs, 95
derivadas mistas, 65
implicita,fungao, 25
Schwarz, 65
trajetoria, v
Tycho Brahe, 24

valores assintéticos, 19
variaveis, 17

coeficientes, 85, 90

equagoes a, 90

varidveis separaveis, 17, 18
variagao

taxas, 24
variacional, método, 27



variedade, 25
solugao, 131
variedade com borda, 132
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variedades, 4, 67
Vetor normal, 12
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